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Symboles et notations

L(H) Espace de Banach des opérateurs linéaires bornés surH ;

kerA Noyau de l’opérateur A ;

R(A) Image de A ;

|A| Module de A ;

Ã Transformation d’Aluthge de A ;

Â Seconde transformation d’Aluthge de A ;

⊕ Somme directe orthogonale ;

〈., .〉 Produit scalaire hilbertien ;

(N) Classe des opérateurs normaux ;

(HN) Classe des opérateurs hyponormaux ;

(D) Classe des opérateurs dominants.
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Introduction et historique

L’objectif de ce mémoire est de généraliser le théorème célèbre de Fuglede-Putnam.

Qui affirme qu’un opérateur linéaire borné qui bicommute avec deux opérateurs nor-

maux, il bicommute également avec leurs adjoints. La généralisation étant étudiée sur

certaines classes des opérateurs non normaux définis sur des espaces de Hilbert sépa-

rables complexes de dimension infinie.

Pour atteindre ce but, on procédera à classifier les opérateurs en question, puis

on établira le théorème de Fuglede-Putnam pour des couples d’opérateurs de classes

différentes.

L’idée du théorème de Fuglede-Putnam est due à B. Fuglede, qui a montré en pre-

mier lieu, que si A est un opérateur normal dans L(H) et si AX = XA pour certain

X ∈ L(H) ; alors A∗X = XA∗, i.e tout opérateur qui commute avec un opérateur nor-

mal, commute aussi avec son adjoint.

Ce résultat est en général faux si A n’est pas normal. En effet, on prend S le shift

unilatéral à poids sur l’espace `2 des suites complexes à carré sommable

S : `2 −→ `2∑
i≥1

αiei 7−→
∑
i≥1

αiei+1

et X = S. De plus, si X est auto-adjoint, le résultat est trivial sans la normalité de

l’opérateur S.

Puis, C.R. Putnam a généralisé ce résultat pour le cas de deux opérateurs normaux

A et B comme suit : Pour deux opérateurs normaux A et B dans L(H) et pour un
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opérateur X ∈ L(H) ; l’équation AX = XB implique A∗X = XB∗, i.e tout opérateur

qui bicommute avec deux opérateurs normaux, bicommute aussi avec leurs adjoints.

Donc, le but de ce résultat est l’étude de la commutativité et la bicommutativité

dans l’espace de Banach L(H).

Nous adoptons des outils mathématiques pour atteindre cet objectif qui se résument

en la transformation d’Aluthge, et les sous-espaces invariants et la décomposition d’un

opérateur linéaire.

Le travail se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappe-

lons quelques définitions et propriétés fondamentales des opérateurs de l’espace de

Hilbert. Nous définissons aussi la notion de décomposition polaire d’un opérateur li-

néaire borné, avec quelques propriétés.

Dans le second chapitre, on introduit la transformation d’Aluthge et on présente

ses propriétés principales qui nous permettent de passer d’une classe d’opérateurs à

une autre classe qui jouit de la propriété de Fuglede-Putnam.

Sont classifiés dans le troisième chapitre les opérateurs non normaux tels que les

opérateurs p-hyponormaux, log-hyponormaux, dominants.

Nous étudierons aussi certaines de leurs propriétés et leurs transformations d’Aluthge.

Nous établissons également leurs restrictions sur des sous-espaces invariants.

Le dernier chapitre est consacré à la généralisation du théorème de Fuglede-Putnam

pour des opérateurs non normaux.

Tout au long de ce travail, H désigne un espace de Hilbert séparable complexe de

dimension infinie, muni d’un produit scalaire noté < ., . >, et L(H) désigne l’espace de

Banach des opérateurs linéaires bornés surH.
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Chapitre 1

Préliminaires

Soit L(H) l’espace des opérateurs linéaires bornés sur H. Si T ∈ L(H) on note par

ker(T ) le noyau de T et parR(T ) l’image de T . T est dit un opérateur positif si

< Tx, x >≥ 0, ∀x ∈ H

Un opérateur U ∈ L(H) est dit isométrie partielle si U |ker(U)⊥ est une isométrie.

Lorsque T ∈ L(H), T ∗T est un opérateur positif. Donc il possède une unique racine

carrée positive, que l’on note |T |. Cet opérateur est appelé module de T . Un opérateur

T a une unique décomposition polaire T = U |T | tel que U est une isométrie partielle (

avec ker(U) = ker(T ) et ker(U∗) = ker(T ∗) ).

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1. Deux vecteurs x et y de H sont dits orthogonaux dans H et l’on écrit x ⊥ y,

si < x, y >= 0.

Définition 1.2. Soit M un sous-ensemble de H. Le complémentaire orthogonal de M dans H

est l’ensemble

M⊥ = {x ∈ H/∀y ∈M :< x, y >= 0}

Proposition 1.1. [5] Soit M un sous-ensemble de H. M⊥ est un sous-espace vectoriel fermé

deH.

5



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.2. [5] Si M est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors H est la somme

directe orthogonale de M et M⊥. On écrit donc

H = M ⊕M⊥

Soient H et K deux espaces de Hilbert. On note par L(H,K) à l’espace des opéra-

teurs linéaires bornés deH dans K.

Proposition 1.3. [5] L(H,K) est un espace de Banach.

Si H = K, on note L(H) à l’espace L(H,H). L’opérateur A∗A étant positif. On pose

donc

|A| = (A∗A) 1
2

L’opérateur |A| est appelé module de A.

Proposition 1.4. [5] Soit A et B deux opérateurs dans L(H). A commute avec B2 si est

seulement s’il commute avec B.

Proposition 1.5. [17] Soit T ∈ L(H), alors

∀x ∈ H, < Tx, x >= 0⇒ T = 0

Proposition 1.6. [5] Si A ∈ L(H), alorsH = ker(A)⊕R(A∗) .

Théorème 1.1 (l’inégalité de Furuta). [11] Si A et B sont des opérateurs auto-adjoints tels

que A ≥ B ≥ 0. Alors pour tout r ≥ 0, on a

(BrApBr)
1
q ≥ B(p+2r)/q (1.1)

Et

A(p+2r)/q ≥ (ArBpAr)
1
q (1.2)

tel que p ≥ 0, q ≥ 1, et (1 + 2r)q ≥ p+ 2r.

Soit M est un sous-espace fermé deH et soit A ∈ L(H).
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Définition 1.3. On dit que M est invariant pour A si Ax ∈M pour tout x ∈M .

Définition 1.4. M est dit réduisant pour A ( ou M réduit A ), si M est invariant pour A et

A∗.

On a donc les résultats suivants :

Proposition 1.7. Soit A ∈ L(H). Si M est invariant pour A, alors M⊥ est invariant pour A∗.

Démonstration. Soit x ∈M et y ∈M⊥ ;

on a < Ax, y >= 0 ( car M est invariant pour A),

et on a d’autre part 0 =< Ax, y >=< x,A∗y >, et par conséquent A∗y ∈M⊥.

Alors M⊥ est invariant pour A∗.

Proposition 1.8. [5] Soit A ∈ L(H)

i) M est invariant pour A si et seulement si A s’écrit sous la forme

A1 A2

0 A3


surH = M ⊕M⊥.

ii) M est réduisant pour A si et seulement si A s’écrit

A1 0

0 A2


surH = M ⊕M⊥.

1.2 Opérateurs positifs

Définition 1.5. Soit T ∈ L(H). On dit que T est positif, s’il existe un opérateur S tel que

T = S∗S

Théorème 1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

a) Il existe un opérateur T auto-adjoint tel que P = T 2 ;

b) P est positif : ∃ S tel que P = S∗S ;

c) P est auto-adjoint et ∀u ∈ H. u 6= 0, < P (u), u >≥ 0.

Démonstration. 1) (a⇒ b) : on a P = T 2, avec T = T ∗, alors P = TT ∗ = T ∗T alors (a)

entraine (b).

2) (b ⇒ c) : P = S∗S ⇒ P ∗ = (S∗S)∗ = S∗S = P , ce qui implique que P est auto-

adjoint. De plus :

< Pu, u >=< S∗Su, u >=< Su, Su >= ‖Su‖2 ≥ 0

Par conséquent (b) entraine (c)

3) (c ⇒ a) : P étant auto-adjoint, il existe une base orthonormée {u1, u2, ..., un} de H

constituée des vecteurs propres de P , soit Pui = λiui ; les λi sont réels (car P auto-

adjoint). Montrons que (c) implique que les λi sont positif. Pour tout i, on a :

0 ≤< Pui, ui >=< λiui, ui >= λi < ui, ui >= λi‖ui‖2.

< ui, ui >≥ 0 entraîne λ ≥ 0, et donc
√
λi est un nombre réel. Soit T l’opérateur

linéaire définie par :

Tui =
√
λiui pour i = 1, ..., n

T étant par construction représenté par une matrice diagonale réelle sur une base

orthonormée, il est auto-adjoint. De plus, pour tout i :

T 2ui = T (
√
λiui) =

√
λiTui =

√
λi
√
λiui = λiui = Pui

L’action de T 2 et de P sur les vecteurs d’une base de H est la même, ils sont donc

égaux P = T 2, ce qui achève la démonstration.

Remarque 1.1. L’opérateur T défini ci-dessus est le seul opérateur positif vérifiant P = T 2.

T est dit racine carrée positive de P .
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

1.3 Isométrie partielle

Définition 1.6. Une isométrie partielle sur H est un opérateur U ∈ L(H), sa restriction sur

ker(U)⊥ est une isométrie.

ker(U)⊥ et R(U) sont appelés respectivement sous-espace initial et sous-espace final de U . On

a donc

U∗U = Pi et UU∗ = Pf

où Pi et Pf sont les projections orthogonales sur ker(U)⊥, R(U) respectivement.

Si U est une isométrie partielle surH, alors

H = ker(U)⊕ ker(U)⊥ = R(U)⊕R(U)⊥

et U : ker(U)⊥ −→ R(U) est unitaire, i.e U est inversible et U−1 = U∗.

Exemple 1.1. Soit S le shift défini sur l’espace Cn (n ∈ N∗), muni de sa base canonique

(e1, ..., en), par

S(ei) =


ei+1 i ∈ [1;n− 1]

0 i = n

S est une isométrie partielle.

Proposition 1.9. Un opérateur U ∈ L(H) est une isométrie partielle si est seulement si U∗U

est une projection orthogonale.

Démonstration. Supposons que U est une isométrie partielle. On a alors

(U∗U)∗ = U∗U

Reste donc à montrer que (U∗U)2 = U∗U .

CommeH = ker(U)⊥ ⊕ ker(U), on a pour tout x ∈ H

U∗Ux = U∗Ux1

Où x1 ∈ ker(U)⊥ vérifiant x− x1 ∈ ker(U). Comme ‖Ux1‖ = ‖x1‖ Alors

< U∗Ux1, x1 >=< x1, x1 >⇒ U∗Ux1 = x1
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

On a donc

(U∗U)2x = U∗Ux

Montrons la réciproque ;

Comme U∗U est une projection orthogonale, on a

‖U∗Ux‖2 =< U∗Ux, x >= ‖Ux‖2

On déduit que,

ker(U∗U) = ker(U)

Soit U∗U est une projection orthogonale sur ker(U)⊥. D’où, pour tout x ∈ ker(U)⊥

‖Ux‖2 =< U∗Ux, x >= ‖x‖2

Proposition 1.10. U est une isométrie partielle si et seulement si U∗ l’est aussi.

Proposition 1.11. Si T est une isométrie partielle, alorsR(T ) est fermée.

1.4 Décomposition polaire

Théorème 1.3. Soient T ∈ L(H), et W un isométrie partielle, alors T = W |T | telle que

|T | = (T ∗T ) 1
2 . De plus, si T = UP où P un opérateur positif et U est une isométrie partielle

avec ker(U) = ker(P ), alors P = |T | et U = W .

Démonstration. Si x ∈ H, alors

‖Tx‖2 =< Tx, Tx >=< T ∗Tx, x >=< |T |x, |T |x >

Ainsi

‖Tx‖ = ‖|T |x‖ (1.3)

D’après (1.3), ker(T ) = ker(|T |). On obtient alors

ker(T )⊥ = ker(|T |)⊥ = R(|T |)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Soit W : Im|T | −→ R(T ) définie par

W (|T |x) = Tx, (1.4)

d’après (1.3) W définit bien une isométrie. Elle est donc continue, et on peut l’étendre

en une isométrie

W : ker(T )⊥ −→ R(T )

Si x ∈ ker(T ) W = 0, W est une isométrie partielle. et d’après (1.4) W |T | = T .

De l’unicité, notons que T ∗T = PU∗UP . D’autre part, puisque U est une isométrie

partielle, alors U∗U est une projection orthogonale sur

ker(U)⊥ = ker(P )⊥ = R(P )

Il en résulte que T ∗T = PU∗UP = P 2. Par l’unicité de la racine carré positif, P = |T |

Puisque T = UP = U |T |, on a aussi

U |T |x = Tx = W |T |x, ∀ x ∈ H

Ceci implique que U = W sur

R(|T |) = ker(P )⊥ = ker(U)⊥ = ker(|T |)⊥ = ker(W )⊥

Finalement, U = W .

Exemple 1.2. Soient a,b sont des nombres réels et considérons l’opérateur T défini sur R2 avec

sa norme usuelle défini par :

T =

a −b
b a


Alors, pour z ∈ R2, z = (x, y), nous avons

Tz =

a −b
b a


x
y

 = (ax− by, bx+ ay)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

donc,

‖Tz‖ =
√
a2x2 + b2y2 − 2abxy + b2x2 + a2y2 + 2abxy

=
√

(a2 + b2)(x2 + y2)

=
√
a2 + b2‖z‖

Alors,

soient a = r cos θ et b = r sin θ avec θ = tan−1
(
b

a

)
et r =

√
a2 + b2

Alors

T =

a −b
b a



=

r cos θ −r sin θ

r sin θ r cos θ



=

cos θ − sin θ

sin θ cos θ


r 0

0 r


Par conséquent, T est écrit en termes de deux matrices, la première est une isométrie, qui est

une rotation du vecteur par θ et le second est un opérateur positif, étirement par r, ce qui est

exactement
√
T ∗T .

Exemple 1.3. Soit la matrice

T =

−1 −2

2 1


La première étape est le calcul de la matrice P . On calcule tout d’abord T ∗T .

T ∗T =

−1 2

−2 1


−1 −2

2 1



=

5 4

4 5
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Puisque le polynôme caractéristique de T ∗T est x2−10x+9 = (x−1)(x−9). Donc les valeurs

propres de cet opérateur sont 1 et 9. On trouve que (1,−1)t et (1, 1)t sont des vecteurs propres

de T ∗T pour ces valeurs propres.

Alors la matrice de passage est

W =

1 1

1 −1


Et sa matrice inverse est

W−1 =

1/2 1/2

1/2 −1/2


telle que la matrice diagonale

D =

9 0

0 1


On prend la racine carrée de la matrice D on obtient

√
D =

3 0

0 1


Alors la matrice

|T | =
√
T ∗T = W

√
DW−1

=

1 1

1 −1


3 0

0 1


1/2 1/2

1/2 −1/2



=

2 1

1 2

 = P

Pour calculer U il faut calculer p−1

p−1 = 1/3

 2 −1

−1 2
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Donc

U = TP−1 = 1/3

−1 −2

2 1


 2 −1

−1 2



=

0 −1

1 0


Alors T admet une décomposition polaire T = U |T | telle que

U =

0 −1

1 0

 et |T | =

2 1

1 2


Proposition 1.12. Soit T = U |T | la décomposition polaire d’un opérateur T ∈ L(H). Alors

a) T ∗ = U∗|T ∗| est la décomposition polaire de T ∗.

b) U |T | = |T ∗|U .

Lemme 1.1. [12] SoitH un espace de Hilbert et soit S ∈ L(H) un opérateur positif. Alors :

a) ∀x ∈ H, < Sx, x >= 0 si et seulement si Sx = 0 pour tout x ∈ H.

Démonstration. a) On a

U∗U |T | = |T | donc U∗T = |T |

Et on a d’autre part :

TT ∗ = U |T ||T |U∗ = (U |T |U∗)(U |T |U∗)

⇒ U |T |U∗ = |T ∗| (1.5)

Alors

U∗|T ∗| = U∗U |T |U∗ = |T |U∗ = T ∗

Maintenant, il suffit montrer que ker(U∗) = ker(|T ∗|)
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

On a :

x ∈ ker(U∗)⇔ U∗x = 0

⇔ ‖U∗x‖2 = 0

⇔< U∗x, U∗x >=< UU∗x, x >= 0

⇔ UU∗x = 0 d’après le lemme (1.1)

⇔ |T |U∗x = 0 (ker(U) = ker(|T |))

⇔ T ∗x = 0 (T ∗ = |T |U∗)

⇔ |T ∗|x = 0

⇔ x ∈ ker(|T ∗|)

Alors

ker(U∗) = ker(|T ∗|) = ker(T ∗)

b) On a d’après (1.5 )

|T ∗|U = U |T |U∗U = U |T |

Remarque 1.2. Comme conséquence directe de la proposition précédente, on a les identités

suivantes :

i. T = U |T | = |T ∗|U = UT ∗U .

ii. |T | = U∗T = T ∗U = U∗|T ∗|U .

iii. T ∗ = U∗|T ∗| = |T |U∗ = U∗TU∗.

iv. |T ∗| = U |T |U∗ = TU∗ = UT ∗.

Théorème 1.4. Soit T ∈ L(H), et soit T = U |T | la décomposition polaire de T . Alors on a :

|T ∗|q = U |T |qU∗, ∀q ≥ 0

Lemme 1.2. [12] SoitH un espace de Hilbert, et soit S ∈ L(H) un opérateur positif. Alors

15



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

a) ker(Sq) = ker(S), pour tout réel positif q.

Démonstration. On a

< |T |2x, x >=< T ∗Tx, x >=< Tx, Tx >= ‖Tx‖2 ≥ 0

Alors |T | est positif, donc d’après le lemme 1.2

ker(|T |) = ker(|T |q) , ∀q ≥ 0

Donc ker(|T |)⊥ = ker(|T |q)⊥ = R(|T |) = R(|T |q). Mais U∗U est une projection initiale

dans (R|T |), alors dansR(|T |q). Donc U∗U |T |q = |T |q. De plus,

T ∗ = (U |T |)∗ = |T |U∗

ainsi on a

|T ∗|2 = TT ∗ = U |T ||T |U∗ = U |T |U∗U |T |U∗ = (U |T |U∗)2

Alors, pour tout entier naturel n

(|T ∗|2)n = [(U |T |U∗)2]n

= (U |T |U∗U |T |U∗)n

= (U |T |U∗U |T |U∗...U |T |U∗)

= (U |T |2nU∗)

Alors, pour tout polynôme fn(t) on a

fn(|T ∗|2) = fn((U |T |U∗)2) = Ufn(|T |2)U∗

Car |T | est un opérateur positif, alors < U |T |U∗x, x >=< |T |U∗x, U∗x >≥ 0. Alors

U |T |U∗ est aussi un opérateur positif. Alors on met fn(t) −→ t1/2, donc |T ∗| = U |T |U∗.

On a |T ∗| n
m = U |T | n

mU∗ pour tous entiers naturels n,m, soit n
m
−→ q.

Alors

|T ∗|q = U |T |qU∗
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Corollaire 1.1. Soit T ∈ L(H), et soit T = U |T | la décomposition polaire de T , alors

|T |q = U∗|T ∗|qU , ∀q ≥ 0

Démonstration. T ∗ = U∗|T ∗| est la décomposition polaire de T ∗.

On utilise le théorème précédent pour T ∗, on obtient

|T |q = |(T ∗)∗|q

= U∗|T ∗|q(U∗)∗

= U∗|T ∗|qU

17



Chapitre 2

Transformation d’Aluthge

Soit T ∈ L(H) et T = U |T | la décomposition polaire de T . Dans [1] A. Aluthge 1

définit la transformation T̃ = |T | 12U |T | 12 dite transformation d’Aluthge.

Un opérateur est dit quasinormal si T ∗TT = TT ∗T , i.e [T ∗T, T ] = 0), un opérateur

est dit binormal si [|T |, |T ∗|] = 0, avec |T | = (T ∗T ) 1
2 .

Dans ce chapitre nous allons prouver d’abord que

T̃ = T ⇔ T est quasi normal

En second lieu,on montrera que T̃ = V U |T̃ | est la décomposition polaire de T̃ tel que

|T | 12 |T ∗| 12 = V
∣∣∣|T | 12 |T ∗| 12 ∣∣∣ est la décomposition polaire.

Finalement, nous montrons que T̃ = U |T̃ | si est seulement si T est binormal.

Définition 2.1. Soit T ∈ L(H), et soit T = U |T | la décomposition polaire de T . La transfor-

mation d’Aluthge de T est l’opérateur T̃ défini par

T̃ = |T | 12U |T | 12

Exemple 2.1. Soit (en)n∈N∗ une base deH et soit (αk)k∈N∗ une suite réelle positive. Considé-

1. A. Aluthge : Professeur au Département de mathématiques à Marshall University, Huntington,

Ouest Virginie.
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

rons le shift uniltéral S à poids, défini comme suit

S : H −→ H

en 7−→ αnen+1

Calculons la transformation d’Aluthge

Tout d’abord on calcule U et |S|

On a

S(en) = αnen+1 i.e S(x) = (0, α1x1, α2x2, ...)

< Sx, y > =< (0, α1x1, α2x2, ...), (y1, y2, y3, ...) >

= α1x1y2 + α2x2y3 + ...

=< (x1, x2, x3, ...), (α1y2, α2y3, ...) >

=< x, S∗y >

Alors

S∗(y) = (α1y2, α2y3, ...) i.e S∗(en) = αn−1en−1

La représentation matricielle de S est

aij =< Sej, ei >

=< αjej+1, ei >

=


0 i 6= j + 1

αj i = j + 1

Donc

S =



0 0 0 0 · · · · · ·

α1 0 0 0 · · · · · ·

0 α2 0 0 · · · · · ·

0 0 α3 0 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


; S∗ =



0 α1 0 0 · · · · · ·

0 0 α2 0 · · · · · ·

0 0 0 α3 · · · · · ·

0 0 0 0 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors

|S| =



α1 0 0 0 · · · · · ·

0 α2 0 0 · · · · · ·

0 0 α3 0 · · · · · ·

0 0 0 α4 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


⇒ |S|−1 =



1/α1 0 0 0 · · · · · ·

0 1/α2 0 0 · · · · · ·

0 0 1/α3 0 · · · · · ·

0 0 0 1/α4 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Alors

U = S|S|−1 =



0 0 0 0 · · · · · ·

1 0 0 0 · · · · · ·

0 1 0 0 · · · · · ·

0 0 1 0 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


D’ou

S̃ = |S| 12U |S| 12 =



0 0 0 0 · · · · · ·
√
α1α2 0 0 0 · · · · · ·

0 √
α2α3 0 0 · · · · · ·

0 0 √
α3α4 0 · · · · · ·

. . . . . . . . . . . . . . . . . .


Alors

S̃en = √αnαn+1en+1

Exemple 2.2. SoitH un espace de Hilbert, et on considère T ∈ L(H) tel que

T =


0 1 0

0 0 1

1 0 0


La transformation d’Aluthge est

T̃ = |T | 12U |T | 12 =


0 1 0

0 0 1

1 0 0
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Tel que

U =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

 et |T |
1
2 =


1 0 0

0 1 0

0 0 1



2.1 Propriétés

Proposition 2.1. Soit T ∈ L(H), Alors

i) ‖T̃‖ ≤ ‖T‖

ii) T̃ = T si et seulement si T est quasi-normal (T ∗T 2 = TT ∗T )

iii) Si T = U |T | est la décomposition polaire de T , alors

T̃ = V U |T̃ |

est la décomposition polaire de T̃ , où V est l’isométrie partielle vérifiant la décomposition

polaire

|T |
1
2 |T ∗|

1
2 = V

∣∣∣|T | 12 |T ∗| 12 ∣∣∣
Démonstration. i) Soit T = U |T | la décomposition polaire de T

Si U 6= 0, ‖U‖ = 1

‖T‖ = ‖|T |2‖ 1
2 = ‖|T |‖ = ‖|T | 12‖2

⇒ ‖|T |
1
2‖ = ‖T‖ 1

2

Alors

‖T̃‖ = ‖|T | 12U |T | 12‖

≤ ‖|T |
1
2‖‖U‖‖|T |

1
2‖

= ‖|T | 12‖2‖U‖

= ‖T‖

21



CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

ii)

T = T̃ ⇔ T = |T | 12U |T | 12

⇔ T |T |
1
2 = |T | 12U |T |

⇔ T |T |
1
2 = |T | 12T

⇔ [T, |T | 12 ] = 0

⇔ [T, |T |] = 0

⇔ [T, T ∗T ] = 0

⇔ T est quasi-normal

iii) a)

V U |T̃ | = V U
∣∣∣|T | 12U |T | 12 ∣∣∣

= V U((|T | 12U∗|T | 12 )(|T | 12U |T | 12 )) 1
2

= V U(|T | 12U∗|T |U |T | 12 ) 1
2U∗U

= V (U |T | 12U∗|T |U |T | 12U∗) 1
2U

= V (|T ∗| 12 |T | 12 |T | 12 |T ∗| 12 ) 1
2U

= V
∣∣∣|T | 12 |T ∗| 12 ∣∣∣U

= |T | 12 |T ∗| 12U

= |T | 12U |T | 12

= T̃

b)

x ∈ kerV U ⇔ V Ux = 0

⇔ |T |
1
2 |T ∗|

1
2Ux = 0 (ker(V ) = ker(|T | 12 |T ∗| 12 )

⇔ |T |
1
2U |T |

1
2x = 0

⇔ T̃ x = 0

⇔ x ∈ ker(T̃ )
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors kerV U = ker T̃

c) d’après le précédent, on a

ker(V U)⊥ = ker(|T̃ |)⊥ = R|T̃ |

Alors

∀x ∈ ker(V U)⊥, ∃ yn ⊂ H, telque lim
n→+∞

|T̃ |yn = x

‖V Ux‖ = ‖V U lim
n→+∞

|T̃ |yn‖

= ‖ lim
n→+∞

V U |T̃ |yn‖

= ‖ lim
n→+∞

T̃ yn‖

= lim
n→+∞

‖T̃ yn‖

= lim
n→+∞

‖|T̃ |yn‖

= ‖ lim
n→+∞

|T̃ |yn‖

= ‖x‖

Alors V U est une isométrie partielle.

Proposition 2.2. Soit T = U |T | la décomposition polaire de T ∈ L(H). Alors, les assertions

suivantes sont équivalentes

i) |T ||T ∗| = |T ∗||T |, T est dit binormal ;

ii) T̃ = U |T̃ |.

Démonstration. (ii⇒ i) T̃ = U |T̃ |, on a

|T |
1
2 |T ∗|

1
2 = |T | 12UU∗|T ∗| 12UU∗

= |T | 12U |T | 12U∗

= T̃U∗

= U |T̃ |U∗

= |T ∗| 12 |T | 12
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors T est binormal

(i⇒ ii) T est binormal, alors on a |T | 12 |T ∗| 12 =
∣∣∣|T ∗| 12 |T | 12 ∣∣∣

Donc

T̃ = |T | 12U |T | 12

= |T | 12 |T ∗| 12U =
∣∣∣|T | 12 |T ∗| 12 ∣∣∣U

= UU∗(|T ∗| 12 |T ||T ∗| 12 ) 1
2U

= U(|T | 12U∗|T |U |T | 12 ) 1
2

= U |T̃ |

Remarque 2.1. T̃ = U |T̃ | dans cette proposition n’est pas une décomposition polaire parce

que ker(U) 6= ker(T̃ ).

Exemple 2.3. Il exits un opérateur binormal T , mais T̃ n’est pas binormal.

Soit

T =


0 0 5

1/2
√

3/2 0
√

3/2 −1/2 0


On a

T ∗T =


1 0 0

0 1 0

0 0 25

 ⇒ |T | =


1 0 0

0 1 0

0 0 5


Et

TT ∗ =


25 0 0

0 1 0

0 0 1

 ⇒ |T ∗| =


5 0 0

0 1 0

0 0 1


Donc

|T ||T ∗| =


5 0 0

0 1 0

0 0 5

 = |T ∗||T |

24



CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors, T est binormal.

Et on a aussi

T̃ =


0 0

√
5

1/2
√

3/2 0
√

15/2 −
√

5/2 0


tel que

U =


0 0 1

1/2
√

3/2 0
√

3/2 −1/2 0

 et |T |
1
2 =


1 0 0

0 1 0

0 0
√

5


Alors on a

T̃ ∗T̃ .T̃ T̃ ∗ =


20 −

√
3 0

−5
√

3 2 0

0 0 25


Et

T̃ T̃ ∗.T̃ ∗T̃ =


20 −5

√
3 0

−
√

3 2 0

0 0 25


Alors T̃ n’est pas binormal.

Proposition 2.3. Soit T = U |T | la décomposition polaire d’un opérateur binormal T . Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

i) T̃ est binormal ;

ii) [U2|T |(U2)∗, |T |] = 0.

Démonstration. On a

T est binormal si et seulement si [U |T |U∗, |T |] = 0 (2.1)

On obtient

[U |T |U∗, U2|T |(U2)∗] = 0 (2.2)
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Car

U2|T |(U2)∗U |T |U∗ = UU |T |U∗|T |U∗

= U |T |U |T |U∗U∗ d’après(2.1)

= U |T |U∗U2|T |(U2)∗

Donc, on a

|T̃ |2|T̃ ∗|2 = |T | 12U∗|T |U |T | 12 |T | 12U |T |U∗|T | 12

= U∗U |T |
1
2U∗|T |U |T |U∗U2|T |(U2)∗U |T | 12U∗U

= U∗[|T |U2|T |(U2)∗]U |T |2U∗U d’après (2.1) et (2.2)

= U∗[|T |U2|T |(U2)∗]U |T |2

(2.3)

Et
|T̃ ∗|2|T̃ |2 = |T | 12U |T |U∗|T | 12 |T | 12U∗|T |U |T | 12

= U∗U |T |
1
2U∗U2|T |(U2)∗U |T |U∗|T |U |T | 12U∗U

= U∗[U2|T |(U2)∗|T |]U |T |2U∗U d’après (2.1) et (2.2)

= U∗[U2|T |(U2)∗|T |]U |T |2

(2.4)

D’après (2.3) et (2.4) on a l’équivalence.

Proposition 2.4. Soit T une isométrie partielle de L(H). Alors sa transformation d’Aluthge

est donnée par l’égalité

T̃ = T ∗T 2

Démonstration. On a

|T |2 = T ∗T = P|ker(T )⊥ = P|R(T ∗) = P|R(T ∗)

Puisque, T est une isométrie partielle,R(T ∗) est fermée.

Donc

|T |
1
2 = P|R(T ∗)
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

On aH = kerT ⊕ ker(T )⊥ = kerT ⊕R(T ∗).

Soit x ∈ H, x = x1 + x2.

Donc

Tx = Tx2 = T (Px)

Alors

U |R(T ∗) = T |R(T ∗) et kerU = kerT

Alors

U = T

Alors

T̃ = |T | 12U |T | 12

= P|R(T ∗)TP|R(T ∗)

= P|R(T ∗)T

= T ∗TT

= T ∗T 2

Proposition 2.5. T̃ = 0 si et seulement si T est nilpotent d’ordre deux, i.e T 2 = 0

Démonstration. (⇒) Soit T = U |T | la décomposition polaire de de T

Si T̃ = 0, T 2 = U |T |U |T | = U |T | 12 T̃ |T | 12 = 0, alors T est nilpotent d’ordre deux.

(⇐) Si T 2 = 0, alors

U |T |U |T | = 0⇒ |T |U |T | = 0

(Car U∗U est la projection orthogonal dans R|T |). ce qui implique que |T | 12 T̃ |T | 12 = 0.

Car T̃ est nulle sur ker |T |, il suffit de montrer qu’ elle est aussi nulle surR|T |.

On suppose que y ∈ R(|T |) mais z = T̃ y 6= 0, on écrit y = |T | 12x, par conséquent

0 = |T | 12 T̃ |T | 12x = |T | 12 T̃ y = |T | 12 z 6= 0

Car z est différent de zéro sur R(|T |). alors on a la contradiction, et par conséquent

T̃ = 0 surR(|T |) alors surR(|T |) aussi, alors T̃ = 0.
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

2.2 Second transformation d’Aluthge

Définition 2.2. Soit T̃ est la transformation d’Aluthge de T et T̃ = V |T̃ | sa décomposition

polaire, la second transformation d’Aluthge de T est l’opérateur T̂ défini par

T̂ = |T̃ | 12V |T̃ | 12

Exemple 2.4. Soit (en)n∈N∗ une base deH et soit (αk)k∈N∗ une suite réelle positive. Considé-

rons le shift uniltéral S à poids, défini comme suit

S : H −→ H

en 7−→ αnen+1

Et par suite

S̃en = √αnαn+1en+1

Alors la second transformation d’Aluthge

Ŝen =
√√

αnαn+12αn+2en+1
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Chapitre 3

Classes des opérateurs

Soit L(H) l’espace des opérateurs linéaires bornés. Un opérateur T est dit normal si

T ∗T = TT ∗. Un opérateur T est dit p-hyponormal si (T ∗T )p ≥ (TT ∗)p, 0 < p ≤ 1, en

particulier T est dit hyponormal si p = 1, et semi-hyponormal si p = 1
2 [31]. L’inégalité

de Löwner Heinz [14] implique qu’un opérateur p-hyponormal est q-hyponormal pour

q ≤ p.

Un opérateur T est dit dominant d’après J.Stamphli et B.L Wadhwa [24] si pour tout

complexe λ, R(T − λ) ⊂ R(T − λ)∗. Ceci équivalent à l’existence d’un réel Mλ tel que

‖(T − λ)∗x‖ ≤Mλ‖(T − λ)x‖, ∀x ∈ H

Si Mλ = 1, T est hyponormal. Par conséquent nous avons les inclusions suivantes :

(N) ⊂ (HN) ⊂ (D)

Un opérateur est dit log-hyponormal si T est inversible et

log(T ∗T ) ≥ log(TT ∗)

3.1 Classe des opérateurs normaux

Définition 3.1. Un opérateur T ∈ L(H) est dit normal si T commute avec son adjoint T ∗ i.e

TT ∗ = T ∗T
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Exemple 3.1. Soit le shift bilatéral tel que n ∈ Z

N : H −→ H

en 7−→ en+1

où (en)n est une base orthonormale deH

On a

N∗ : H −→ H

en 7−→ en−1

Alors

N∗N = NN∗ = en

Alors N est un opérateur normal.

Proposition 3.1. Si T est normal, alors

UP = PU tel que P = |T |

Démonstration. On a TT ∗ = UP 2U∗ et par définition de P, T ∗T = P 2. Donc si T est

normal

UP 2U∗ = P 2 et donc UP 2U∗U = P 2U

Par ailleurs, comme U∗U est la projection orthogonale sur

ker(T )⊥ = ker(P )⊥

L’opérateur I − U∗U est la projection orthogonale sur ker(P ) et donc en particulier

P (I − U∗U) = 0

D’où PU∗U = P et donc finalement

UP 2 = P 2U

Donc U commute avec P 2. Il commute donc avec (P 2) 1
2 = P d’après le théorème (1.4)
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Proposition 3.2. Soit T ∈ L(H), alors T est normal si et seulement s’il existe T1, T2 ∈ L(H)

auto adjoints, tel que T1T2 = T2T1 et T = T1 + iT2

Démonstration.

T ∗T − TT ∗ = (T1 − iT2)(T1 + iT2)− (T1 + iT2)(T1 − iT2)

= 2i(T1T2 − T2T1)

Donc, T ∗T = TT ∗ ⇔ T1T2 = T2T1

Proposition 3.3. T ∈ L(H) est normal si et seulement si ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖, ∀x ∈ H.

Démonstration. ∀x ∈ H, ‖Tx‖2 =< x, T ∗Tx >=< x, TT ∗x >= ‖T ∗x‖2

Réciproquement

Si ∀x ∈ H, ‖Tx‖ = ‖T ∗x‖ alors ∀(x, y) ∈ H2

On a

‖T (x+ y)‖2 = ‖T ∗(x+ y)‖2 et ‖T (x+ iy)‖2 = ‖T ∗(x+ iy)‖2,

Ce qui donne

Re < Tx, Ty >= Re < T ∗x, T ∗y >

Im < Tx, Ty >= Im < T ∗x, T ∗y >

Donc

∀(x, y) ∈ H2 < Tx, Ty >=< T ∗x, T ∗y >

Ainsi, pour tout y ∈ H, on a

∀x ∈ H < x, T ∗Ty − TT ∗y >= 0

Et donc

T ∗T = TT ∗

Proposition 3.4. Si T est normal, alors ‖T n‖ = ‖T‖n
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Démonstration. On a ‖T n‖ ≤ ‖T‖n est évident, donc il suffit montrer que

‖T‖n ≤ ‖T n‖ (3.1)

On a

‖T ku‖2 =< T ku, T ku >

=< T ∗T ku, T k−1u >

≤ ‖T ∗T ku‖‖T k−1u‖

= ‖T k+1u‖‖T k−1u‖

Alors

‖T k‖2 ≤ ‖T k+1‖‖T k−1‖ (3.2)

l’égalité (3.1) est vérifiée pour n = 1, On suppose qu’elle est vérifiée pour tout n ≤ k,

donc d’après (3.2) on a

‖T‖2k ≤ ‖T k+1‖‖T‖k−1

Ce qui donne (3.1) pour n = k + 1. Alors l’inégalité (3.1) est vérifiée pour tout n.

3.2 Classe des opérateurs p-hyponormaux

Définition 3.2. Un opérateur T ∈ L(H) est dit p-hyponormal si

(T ∗T )p ≥ (TT ∗)p

Autrement dit, l’opérateur (T ∗T )p − (TT ∗)p est positif, Si p = 1 on dit que T est hyponormal,

i.e

‖Tx‖ ≥ ‖T ∗x‖ , ∀x ∈ H

Exemple 3.2. Soit l’opérateur T ∈ L(H) défini par

T (en) = a2nen+1 tel que a ≥ 1
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Cet opérateur est hyponormal, en effet

On a

T ∗(en) = a2(n−1)en−1

Par conséquent

T ∗T (en) = a4nen et TT ∗en = a4(n−1)en

Alors

(T ∗T − TT ∗)en = a4n(1− a−4)en ≥ 0

Exemple 3.3. Soit l’opérateur T ∈ L(H)

T =



0 0 0 0 · · · · · ·

T1 0 0 0 · · · · · ·

0 I 0 0 · · · · · ·

0 0 I 0 · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


On a

TT ∗ =



0 0 0 0 · · · · · ·

0 T 2
1 0 0 · · · · · ·

0 0 I 0 · · · · · ·

0 0 0 I · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


≤



T 2
1 0 0 0 · · · · · ·

0 I 0 0 · · · · · ·

0 0 I 0 · · · · · ·

0 0 0 I · · · · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . .


= T ∗T

Alors, T est hyponormal sous la condition (I − T 2
1 ) ≥ 0

Théorème 3.1. Soit T = U |T | est p-hyponormal,
1
2 ≤ p < 1 et U est unitaire. Alors l’opéra-

teur T̃ = |T |
1
2U |T | 12 est hyponormal.

Lemme 3.1. Soient A,B, T ∈ L(H), sachant queR(T ) = H, alors on a la relation

A ≥ B ⇔ T ∗AT ≥ T ∗BT (3.3)
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Démonstration. Soit A ≥ B, alors on a la relation suivante

< T ∗ATx, x >=< ATx, Tx >

Pour y = Tx ∈ H, on a

< Ay, y >≥< By, y >=< BTx, Tx >=< T ∗BTx, x >⇒ T ∗AT ≥ T ∗BT

Réciproquement, soit T ∗AT ≥ T ∗BT , carR(T ) = H, on a

< T ∗ATx, x >≥< T ∗BTx, x >⇒< ATx, Tx >≥< BTx, Tx >

Pour y=Tx,

< Ay, y >≥< By, y >⇒ A ≥ B

Démonstration. Comme tout opérateur p-hyponormal (1
2 ≤ p < 1) est semi-hyponormal,

on a (T ∗T ) 1
2 ≥ (TT ∗) 1

2 où, d’après le lemme (3.1), i.e

U∗|T |U ≥ |T | ≥ U |T |U∗ (3.4)

Donc, et d’après (3.4) on a

(T̃ ∗T̃ )− (T̃ T̃ ∗) = |T | 12 (U∗|T |U − U |T |U∗)|T | 12 ≥ 0

Alors, T̃ est hyponormal.

Théorème 3.2. Soit T = U |T | est p-hyponormal, 0 < p < 1
2 et U est unitaire. Alors l’opéra-

teur T̃ = |T | 12U |T | 12 est (p+ 1
2)-hyponormal.

Démonstration. Comme T est p-hyponormal on a

(T ∗T )p ≥ (TT ∗)p

i.e

U∗|T |2pU ≥ |T |2p ≥ U |T |2pU∗ (3.5)
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Soit

A = U∗|T |2pU, B = |T |2p, C = U |T |2pU∗ (3.6)

Donc, d’après (1.1)

(T̃ ∗T̃ )p+ 1
2 = (|T | 12U∗|T |U |T | 12 )p+ 1

2

= (B
1

4pA
1

2pB
1

4p )p+ 1
2

≥ B( 1
2p

+ 2
4p

)(p+ 1
2 ) = B1+ 1

2p

D’après (1.2)

(T̃ T̃ ∗)(p+ 1
2 ) = (|T | 12U |T |U∗|T | 12 )(p+ 1

2 )

= (B
1

4pC
1

2pB
1

4p )(p+ 1
2 )

≤ B( 1
2p

+ 2
4p

)(p+ 1
2 ) = B1+ 1

2p

Alors, (T̃ ∗T̃ )(p+ 1
2 ) ≥ (T̃ T̃ ∗)(p+ 1

2 ) et T̃ est (p+ 1
2)-hyponormal.

Corollaire 3.1. Si T est un opérateur p−hyponormal, 0 < p < 1, Alors l’opérateur

T̂ = |T̃ | 12 Ũ |T̃ | 12

est hyponormal, tel que T̃ = |T | 12U |T | 12 et T̃ = Ũ |T̃ | la décomposition polaire de T̃ .

Décomposition polaire de l’opérateur T̃ :

Lemme 3.2. Soient H et K deux opérateurs positifs, et on suppose que H−1 existe. Alors la

condition nécessaire et suffisante de l’existence de l’opérateur positif S tel que

SHS = K

est

(H 1
2KH

1
2 ) 1

2 ≤ aH (3.7)

∀a > 0. Si cette condition est satisfaite, alors S = H−
1
2 (H 1

2KH
1
2 ) 1

2H−
1
2
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Si T = U |T | est p-hyponormal, on a

U∗|T |2pU ≥ |T |2p ≥ U |T |2pU∗ d’après (3.5)

Où, équivalent à A ≥ B ≥ C d’après (3.6)

Soit T̃ = Ũ |T̃ | la décomposition polaire de T̃ . Alors

|T̃ | = (|T | 12U∗|T |U |T | 12 ) 1
2 (3.8)

Soit H = U∗|T |U et K = |T |. Alors

(H 1
2KH

1
2 ) 1

2 = (A
1

4pB
1

2pA
1

4p ) 1
2

≤ A( 1
2p

+ 2
4p

) 1
2

= A
1

2p = H

On a d’après les lemmes (1.4 et 3.1), il existe un opérateur positif S tel que SHS = K

i.e SU∗|T |US = |T |. Car H et K sont inversibles, S = H−
1
2 (H 1

2KH
1
2 ) 1

2H−
1
2 est aussi

inversible. Donc d’après (3.8), on a

|T̃ | = (|T | 12S−1|T |S−1|T |
1
2 ) 1

2 = |T | 12S−1|T |
1
2

Pour obtenir Ũ dans la décomposition polaire T̃ = Ũ |T̃ |, on utilise

|T |
1
2U |T |

1
2 = T̃ = Ũ |T |

1
2S−1|T |

1
2

Alors

Ũ = |T | 12US|T |− 1
2

Espaces propres de U :

Théorème 3.3. Soit T = U |T | un opérateur p− hyponormal, 0 < p < 1, tel que U est unitaire.

Alors les espaces propres de U réduisent T .

Démonstration. Il suffit de considérer le cas p = 1
2n . On a

Qn = (T ∗T ) 1
2n − (TT ∗) 1

2n = |T |
1

2n−1 − U |T |
1

2n−1U∗ ≥ 0
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Soit Mλ = {f ∈ H|Uf = λf, |λ| = 1} l’espace propre de U correspondant à le valeur

propre λ. Puisque U est unitaire, on a U∗f = λf pour tout f ∈Mλ, alors

< Qnf, f > =< |T |
1

2n−1 f, f > − < U |T |
1

2n−1U∗f, f >

=< |T |
1

2n−1 f, f > − < |T |
1

2n−1 λf, U∗f >= 0

Car Qn ≥ 0, on a Qnf = 0. c-à-d U |T |
1

2n−1U∗f = |T |
1

2n−1 f i.e U |T |
1

2n−1 f = λ|T |
1

2n−1 f ,

donc |T |
1

2n−1 f ∈Mλ. Et d’autre part, Mλ est invariant à |T |
1

2n−1 , et donc à |T |. Alors Mλ

réduit |T | et donc il réduit T .

Proposition 3.5. Soit T = U |T | est semi-hyponormal, alors V = U |T |2 est 1
4 -hyponormal.

Démonstration.

(V ∗V ) 1
4 − (V V ∗) 1

4 = (|T |2U∗U |T |2) 1
4 − (U |T |2|T |2U∗) 1

4

= (|T |4) 1
4 − (U |T |4U∗) 1

4

= |T | − |T ∗| ≥ 0 (car T est
1
2 -hyponormal)

Théorème 3.4 (L’inégalité de Löuner Heinz). [14] Soit A,B ∈ L(H) tel que A ≥ B ≥ 0,

alors Aα ≥ Bα ≥ 0, ∀α ∈ [0, 1].

Proposition 3.6. Un opérateur p-hyponormal est q-hyponormal pour (p ≥ q)

Démonstration. Car,

(T ∗T )q = (|T |2)q = ((|T |2)p)
q
p

Et

(TT ∗)q = (|T ∗|2)q = ((|T ∗|2)p)
q
p

Comme T est p-hyponormal on a

(|T |2)p ≥ (|T ∗|2)p
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Et d’après le théorème (3.4)

((|T |2)p)α ≥ ((|T |2)p)α ∀α ∈ [0, 1]

Et comme

0 < q ≤ p⇒ 0 < q

p
< 1

Alors la condition de α dans le théorème (l’inégalité de Löuner Heinz) est satisfaite.

Alors T est q-hyponormal.

L’inverse n’est pas vraie. En effet, soit un opérateur V = U |T |2 est 1
4 -hyponormal

qui n’est pas 1
2 -hyponormal.

(V ∗V ) 1
2 − (V V ∗) 1

2 = (|T |2U∗U |T |2) 1
2 − (U |T |2|T |2U∗) 1

2

= |T |2 − |T ∗|2

= T ∗T − TT ∗

Alors V n’est pas 1
2 -hyponormal.

Théorème 3.5. Si T ∈ L(H) est p-hyponormal inversible, alors T−1 est p-hyponormal

Démonstration. Comme (T ∗T )p − (TT ∗)p ≥ 0, on a

(T ∗T )−
p
2 ((T ∗T )p − (TT ∗)p)(T ∗T )−

p
2 ≥ 0

Qui est équivalent à

I ≥ (T ∗T )−
p
2 (TT ∗)p(T ∗T )−

p
2

On sait que si A ≥ I alors A−1 ≤ I , donc

0 ≤ (T ∗T )
p
2 (TT ∗)−p(T ∗T )

p
2 − I = (T ∗T )

p
2 ((TT ∗)−p − (T ∗T )−p)(T ∗T )

p
2

Ce qui est équivalent à

0 ≤ (TT ∗)−p − (T ∗T )−p = ((T−1)∗T−1)p − (T−1(T−1)∗)p

Alors, T−1 est p-hyponormal.

38



CHAPITRE 3. CLASSES DES OPÉRATEURS

Théorème 3.6. [26] Soit T ∈ L(H) un opérateur p-hyponormal, 0 < p ≤ 1, avec T = U |T |.

Si T̃ = |T |
1
2U |T | 12 est normal, alors |T |U = U |T | et T est normal.

Théorème 3.7. [22] Si T est hyponormal, et M invariant pour T , alors T |M est hyponormal.

Théorème 3.8. [22] Soit T est hyponormal, et M invariant pour T où T |M est normal, alors

M réduit T .

3.3 Classe des opérateurs dominants

Définition 3.3. T ∈ L(H) est dit dominant si pour tout λ ∈ σ(T ) ⊂ C

R(T − λ) ⊂ R(T − λ)∗

i.e, ∀x ∈ H, ∀λ ∈ σ(T ) ⊂ C,∃Mλ > 0 tel que :

‖(T − λ)∗x‖ ≤Mλ‖(T − λ)x‖

Exemple 3.4. Soit T ∈ L(H), et (en)n∈Z une base orthonormale deH, telle que

Ten = 2−|n|en+1, n ∈ Z

1. Montrons que T n’est pas normal

On a

T ∗en = 2−|n−1|en−1

Alors

T ∗T (en) = 2−2|n|en 6= 2−2|n−1|en = TT ∗(en)

Alors T n’est pas normal.

2. Montrons que T est compact : Comme l’opérateur T est défini le shift à poids, alors

lim
n−→+∞

2−|n| = 0

Donc T est compact d’où : σ(T ) = 0
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3. Montrons que l’opérateur T est dominant

∀n ∈ Z : ‖T ∗en‖ ≤ 2‖Ten‖ ≤ 4‖T ∗en‖

d’où : T est dominant.

Théorème 3.9. [18] Soit T un opérateur dominant et soit M un sous-espace invariant de T .

Alors T |M est un opérateur dominant.

Théorème 3.10. [18] Soit T un opérateur dominant et soit M un sous-espace invariant de T

tel que T |M soit normal. Alors M réduit T .

3.4 Classe des opérateurs log-hyponormaux

Définition 3.4. Soit T un opérateur dans L(H). On dit que T est log-hyponormal si T est

inversible et satisfait l’inégalité suivante

log(A∗A) ≥ log(AA∗)

Rappelons que pour tout opérateur A inversible et positif , nous avons

logA = lim
p→0+

Ap − I
p

, (p > 0)

Exemple 3.5. SoientH = ⊕∞n=−∞C2 et x = (......, x−1, x0, x1, ......) ∈ H avec

‖x‖2 =
∞∑

j=−∞
‖xj‖2 <∞. Soient A,B deux matrices positives telles que

logA =

 1
√

3
2√

3
2

1
2

 , logB =

0 0

0 −1


On défini P ∈ L(H) avec (Px)n = Pnxn et

Pn =


B pour n ≤ 0

A pour n ≥ 1

Soit U le shift unitaire (Ux)n = xn−1 et T = UP . Alors

((T ∗T )x)n = P 2
nxn , ((TT ∗)x)n = P 2

n−1xn
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Et par conséquent

[(log(T ∗T )− log(TT ∗))x]n =


0 si n 6= 1

(2 logA− 2 logB)x1 si n = 1

Alors T est log-hyponormal.

Théorème 3.11. Soit T ∈ L(H) un opérateur log-hyponormal. Alors T−1 est aussi log-

hyponormal.

Démonstration. Comme T est log-hyponormal, on a

log((T−1)∗T−1) = log(TT ∗)−1

= − log(TT ∗)

≥ − log(T ∗T ) = log(T ∗T )−1 = log(T−1(T−1)∗)

Théorème 3.12. Soit T ∈ L(H). Si T est un opérateur log-hyponormal avec une décomposi-

tion polaire T = U |T |. Alors sa transformation d’Aluthge T̃ = |T | 12U |T | 12 est semi hyponor-

mal.

Démonstration.

(T̃ ∗T̃ ) 1
2 = (|T | 12U∗|T |U |T | 12 ) 1

2

= U∗(U |T | 12U∗|T |U |T | 12U∗) 1
2U

= U∗(|T ∗| 12 |T ||T ∗| 12 ) 1
2U

≥ U∗|T ∗|U = |T |

Alors

(T̃ ∗T̃ ) 1
2 ≥ |T |

Et d’autre part

(T̃ T̃ ∗) 1
2 = (|T | 12U |T |U∗|T | 12 ) 1

2

= (|T | 12 |T ∗||T | 12 ) 1
2 ≤ |T |
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Donc

(T̃ ∗T̃ ) 1
2 ≥ |T | ≥ (T̃ T̃ ∗) 1

2

Alors T̃ est semi-hyponormal.

Théorème 3.13. [13] Soit T un opérateur log-hyponormal et M invariant pour T . Si T |M

inversible, alors T |M est log-hyponormal.

Théorème 3.14. [28] Si A est log-hyponormal et M un sous espace invariant de A pour la-

quelle A |M est normal. Alors M réduit A.
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Chapitre 4

Théorème de Fuglede-Putnam

SoientH1 etH2 deux espace d’Hilbert complexes séparables de dimension infinie.

Rappelons que le théorème de Fuglede-Putnam [20] assure que si A et B sont des opé-

rateurs normaux et

AX = XB

Pour certain X ∈ L(H), alors

A∗X = XB∗

Ce théorème a été généralisé par plusieurs auteurs notamment K. Tanahashi et A.

Uchiyama pour les opérateurs p-hyponormaux et log-hyponormaux.

Dans ce chapitre on prouve que le théorème de Fuglede-Putnam reste valable pour A

un opérateur dominant et B∗ p-hyponormal.

4.1 Le théorème de Fuglede-Putnam pour les opérateurs

p-hyponormal et dominant

Définition 4.1. On dit que la paire (A,B) vérifie le théorème de Fuglede-Putnam. Si AX = XB

pour un certain X ∈ L(H), alors

A∗X = XB∗
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Théorème 4.1. [9] Soit A ∈ L(H1) et B ∈ L(H2). Alors les assertions suivantes sont équi-

valentes :

i) (A,B) satisfait la propriété de (FP) ;

ii) Si AC = CB pour tout C ∈ L(H2,H1), alors R(C) réduit A, ker(C)⊥ réduit B. A|R(C)

et B|ker(C)⊥ sont des opérateurs normaux.

Théorème 4.2. [7] Soient A ∈ L(H1) et B∗ ∈ L(H2) sont p-hyponormaux. Si

AX = XB

pour certain X ∈ L(H2,H1), alors

A∗X = XB∗

R(X) réduit A, ker(X)⊥ réduit B et A |R(X) , B |Ker(X)⊥ sont des opérateurs normaux.

Théorème 4.3. [9] Si A ∈ L(H1) est dominant et B∗ ∈ L(H2) hyponormal, alors la paire

(A ;B) vérifie le théorème de Fuglede-Putnam.

Théorème 4.4. [1] Si A∗ ∈ L(H1) est p-hyponormal et B ∈ L(H2) dominant tels que

XA = BX

pour tout X ∈ L(H1,H2), alors

XA∗ = B∗X

.

Démonstration. Cas 1 :(1/2 < p ≤ 1)

Supposons que

XA = BX

pour certain X ∈ L(H1,H2). Comme R(X) est invariant pour B et ker(X)⊥ est inva-

riant pour A∗, nous considérons les décompositions suivantes :

H1 = ker(X)⊥ ⊕ ker(X) , H2 = R(X)⊕R(X)⊥
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Alors

A =

A1 0

A2 A3

 , B =

B1 B2

0 B3



X =

X1 0

0 0

 : ker(X)⊥ ⊕ ker(X) −→ R(X)⊕R(X)⊥

De

XA = BX

On obtient

X1A1 = B1X1 (4.1)

Soit A1 = U |A1| la décomposition polaire de A1. Étant donné que

U |A1| = |A1
∗|U

l’égalité (4.1) prend la forme

X1|A1
∗|U = B1X1 (4.2)

Multipliant les deux côés de (4.2) a |A1
∗|1/2, on obtient

(X1|A1
∗|1/2)|A1

∗|1/2U |A1
∗|1/2 = B1X1|A1

∗|1/2

Ainsi, la transformation d’Aluthge

Ã1
∗ = |A1

∗|1/2U∗|A1
∗|1/2

est hyponormal d’après le théorème 3.1, et B1 est dominant.

D’où la paire ((Ã1
∗)∗, B1) satisfait le théorème de Fuglede-Putnam d’après le théorème

(4.3). Par conséquent

B1 |R(X1|A1∗|1/2)
et Ã1

∗ |Ker(X1|A1∗|1/2)⊥

Sont des opérateurs normaux d’après le théorème 4.1.

Comme X1 est injectif à image dense et |A1
∗|1/2 est injectif ainsi

R(X1|A1
∗|1/2) = R(X1) = R(X)
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et

Ker(X1|A1
∗|1/2) = Ker(X1) = Ker(X)

Par conséquent Ã1
∗ est normal d’après [23]. A1 est donc normal d’après le théorème

3.6.

Puisque B1 est dominant d’après le théorème 3.9 et la restriction B1 est normal, R(X)

réduit B d’après le théorème 3.10, de même, étant donné queA1
∗ et p-hyponormal et la

restriction A1
∗ est normal, ker(X)⊥ réduit A∗ d’après le théorème 3.8. Par conséquent

le paire (A1, B1) satisfait le théorème de Fuglede-Putnam,

X1A1
∗ = B1

∗X1

D’où

XA∗ = B∗X

Cas 2 :(0 < p ≤ 1/2)

Il suffit de prendre p′ = p+ 1/2, où p′ ∈ [1/2, 1]. Il revient que A1
∗ est p′-hyponormal et

on continue la preuve par la même manière que la premièe partie.

Corollaire 4.1. A ∈ L(H) est normal si et seulement siA est dominant etA∗ est P−hyponormal.
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