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Symboles et notations

L(H) Espace de Banach des opérateurs linéaires bornés sur H ;
ker A Noyau de l'opérateur A;

R(A) Image de A;

|A| Module de A;

A Transformation d”Aluthge de A;

A Seconde transformation d’Aluthge de A;
@ Somme directe orthogonale ;

{.,.) Produit scalaire hilbertien;

(N) Classe des opérateurs normaux ;

(HN) Classe des opérateurs hyponormaux;
(D) Classe des opérateurs dominants.



Introduction et historique

L’objectif de ce mémoire est de généraliser le théoreme célebre de Fuglede-Putnam.
Qui affirme qu'un opérateur linéaire borné qui bicommute avec deux opérateurs nor-
mauyx, il bicommute également avec leurs adjoints. La généralisation étant étudiée sur
certaines classes des opérateurs non normaux définis sur des espaces de Hilbert sépa-
rables complexes de dimension infinie.

Pour atteindre ce but, on procédera a classifier les opérateurs en question, puis
on établira le théoreme de Fuglede-Putnam pour des couples d’opérateurs de classes
différentes.

L’idée du théoreme de Fuglede-Putnam est due a B. Fuglede, qui a montré en pre-
mier lieu, que si A est un opérateur normal dans £(H) et si AX = XA pour certain
X € L(H); alors A*X = X A*, i.e tout opérateur qui commute avec un opérateur nor-
mal, commute aussi avec son adjoint.

Ce résultat est en général faux si A n’est pas normal. En effet, on prend S le shift

unilatéral a poids sur 1'espace /, des suites complexes a carré sommable

S EQ — gQ
Z ;e —— Z ;€11
i>1 i>1

et X = S. De plus, si X est auto-adjoint, le résultat est trivial sans la normalité de
I'opérateur S.
Puis, C.R. Putnam a généralisé ce résultat pour le cas de deux opérateurs normaux

A et B comme suit : Pour deux opérateurs normaux A et B dans £(#) et pour un
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opérateur X € L(H);1'équation AX = X B implique A*X = X B*, i.e tout opérateur
qui bicommute avec deux opérateurs normaux, bicommute aussi avec leurs adjoints.

Dong, le but de ce résultat est I’étude de la commutativité et la bicommutativité
dans 'espace de Banach L(H).

Nous adoptons des outils mathématiques pour atteindre cet objectif qui se résument
en la transformation d’Aluthge, et les sous-espaces invariants et la décomposition d"un
opérateur linéaire.

Le travail se compose de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous rappe-
lons quelques définitions et propriétés fondamentales des opérateurs de l'espace de
Hilbert. Nous définissons aussi la notion de décomposition polaire d"un opérateur li-
néaire borné, avec quelques propriétés.

Dans le second chapitre, on introduit la transformation d’Aluthge et on présente
ses propriétés principales qui nous permettent de passer d'une classe d’opérateurs a
une autre classe qui jouit de la propriété de Fuglede-Putnam.

Sont classifiés dans le troisiéme chapitre les opérateurs non normaux tels que les
opérateurs p-hyponormaux, log-hyponormaux, dominants.

Nous étudierons aussi certaines de leurs propriétés et leurs transformations d”Aluthge.
Nous établissons également leurs restrictions sur des sous-espaces invariants.

Le dernier chapitre est consacré a la généralisation du théoreme de Fuglede-Putnam
pour des opérateurs non normaux.

Tout au long de ce travail, H désigne un espace de Hilbert séparable complexe de
dimension infinie, muni d’un produit scalaire noté < .,. >, et £L(#) désigne l'espace de

Banach des opérateurs linéaires bornés sur .



Chapitre 1
Préliminaires

Soit L(H) I'espace des opérateurs linéaires bornés sur . Si 7' € L(*) on note par

ker(7) le noyau de 7" et par R(7") I'image de 7T". T" est dit un opérateur positif si
<Tx,x >>0, Vx € H

Un opérateur U € L£(H) est dit isométrie partielle si U/, )+ est une isométrie.
Lorsque T' € L(H), T*T est un opérateur positif. Donc il possede une unique racine

carrée positive, que 1’on note |7T'|. Cet opérateur est appelé module de 7. Un opérateur

T a une unique décomposition polaire 7' = U|T'| tel que U est une isométrie partielle (

avec ker(U) = ker(T) et ker(U*) = ker(T™) ).

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1. Deux vecteurs x et y de H sont dits orthogonaux dans H et l'on écrit x L vy,

si<x,y>=0.
Définition 1.2. Soit M un sous-ensemble de ‘H. Le complémentaire orthogonal de M dans H
est 'ensemble
M+ ={zcH/Vy € M :< x,y >=0}
Proposition 1.1. [5] Soit M un sous-ensemble de H. M~ est un sous-espace vectoriel fermé

de H.
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Proposition 1.2. [5] Si M est un sous-espace vectoriel fermé de H, alors H est la somme

directe orthogonale de M et M~+. On écrit donc
H=MeM"

Soient H et K deux espaces de Hilbert. On note par £(#, K) a I’espace des opéra-

teurs linéaires bornés de ‘H dans K.
Proposition 1.3. [5] L(H, K) est un espace de Banach.

SiH = K, onnote L(H) al'espace L(H,H). L'opérateur A*A étant positif. On pose
donc

Al = (A7A)>
L'opérateur | A| est appelé module de A.

Proposition 1.4. [5] Soit A et B deux opérateurs dans L(H). A commute avec B? si est

seulement s’il commute avec B.

Proposition 1.5. [17] Soit T' € L(H), alors

VeeH, <Tx,x>=0=T=0

Proposition 1.6. [5] Si A € L(H), alors H = ker(A) & R(A*).

Théoreme 1.1 (I'inégalité de Furuta). [11] Si A et B sont des opérateurs auto-adjoints tels

que A > B > 0. Alors pour tout r > 0, on a
(BTAPB")s > BPtn/a (1.1)

Et
A@T2/0 > (AT BPAT) (1.2)

tel quep >0, q>1,et (1+2r)qg>p+2r.

Soit M est un sous-espace fermé de H et soit A € L(H).
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Définition 1.3. On dit que M est invariant pour A si Az € M pour tout x € M.

Définition 1.4. M est dit réduisant pour A ( ou M réduit A ), si M est invariant pour A et
A

On a donc les résultats suivants :
Proposition 1.7. Soit A € L(H). Si M est invariant pour A, alors M~ est invariant pour A*.

Démonstration. Soitx € M ety € M*;
ona < Axz,y >= 0 ( car M est invariant pour A),
et on a d’autre part 0 =< Az,y >=< x, A*y >, et par conséquent A*y € M=,

Alors M+ est invariant pour A*. O

Proposition 1.8. [5] Soit A € L(H)

i) M est invariant pour A si et seulement si A s’écrit sous la forme

A A
0 Aj

surH=M® M+,

ii) M est réduisant pour A si et seulement si A s’écrit

A O
0 A,

surH=M® M+,

1.2 Opérateurs positifs

Définition 1.5. Soit T' € L(H). On dit que T est positif, s'il existe un opérateur S tel que
T =55

Théoreme 1.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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a) Il existe un opérateur T auto-adjoint tel que P = T?;

b) P est positif : 3 S tel que P = S*S;

c) P est auto-adjoint et Vu € H. u # 0, < P(u),u >> 0.

Démonstration. 1) (a=b):ona P = T2, avecT = T*, alors P = TT* = T*T alors (a)

2)

entraine (b).
(b=0o:P =585 = P = (59) = 5*S = P, ce qui implique que P est auto-
adjoint. De plus :

< Pu,u >=< S*Su,u >=< Su, Su >= ||Sul]* > 0

Par conséquent (b) entraine (c)
(c = a) : P étant auto-adjoint, il existe une base orthonormée {u, uy, ..., u,} de H

constituée des vecteurs propres de P, soit Pu; = \u;; les \; sont réels (car P auto-

adjoint). Montrons que (c) implique que les \; sont positif. Pour tout i, on a:

0 << Pui,ui >= )\ZUZ,UZ >= )\1 < Ui, U; >= )\ZH’LQHQ

< u;,u; >> 0 entraine A > 0, et donc v/\; est un nombre réel. Soit T' I'opérateur
linéaire définie par :

Tu; =/ Nu; pour i=1,...n
T étant par construction représenté par une matrice diagonale réelle sur une base

orthonormée, il est auto-adjoint. De plus, pour tout 7 :

T?u; = T(\/):ul) = @Tui = @ﬁuz = \u; = Pu;

L’action de T2 et de P sur les vecteurs d’une base de H est la méme, ils sont donc
égaux P = T2, ce qui acheve la démonstration.

]

Remarque 1.1. L'opérateur T défini ci-dessus est le seul opérateur positif vérifiant P = T?.

T est dit racine carrée positive de P.
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1.3 Isométrie partielle

Définition 1.6. Une isométrie partielle sur H est un opérateur U € L(H), sa restriction sur
ker(U )t est une isométrie.

ker(U)* et R(U) sont appelés respectivement sous-espace initial et sous-espace final de U. On
a donc

UU=P; et UU" =P

oit P; et Py sont les projections orthogonales sur ker(U)*, R(U) respectivement.

Si U est une isométrie partielle sur H, alors
H = ker(U) @ ker(U)* = R(U) @ R(U)*
et U : ker(U)*+ — R(U) est unitaire, i.e U est inversible et U1 = U*.

Exemple 1.1. Soit S le shift défini sur I'espace C* (n € N*), muni de sa base canonique

(€1, ...,en), par

S(e;) =

0 1=n

{ eir1 1€ [Lin—1]

S est une isométrie partielle.

Proposition 1.9. Un opérateur U € L(H) est une isométrie partielle si est seulement si U*U

est une projection orthogonale.

Démonstration. Supposons que U est une isométrie partielle. On a alors
Uy =0U

Reste donc a montrer que (U*U)?* = U*U.
Comme H = ker(U)* & ker(U), on a pour tout z € H

U'Ux=U"Uxy
Ot z; € ker(U)* vérifiant z — z; € ker(U). Comme ||Uz,|| = ||z;|| Alors

< U*Uﬂfl,l’l >=<T1,T1 >= U*U.Tl =T

9
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On a donc

(UU)*z = U*Ux

Montrons la réciproque;;

Comme U*U est une projection orthogonale, on a
|U*Uz|)? =< U*Uz,x >= ||Ux|]?

On déduit que,
ker(U*U) = ker(U)

Soit U*U est une projection orthogonale sur ker(U)*. D’ot, pour tout z € ker(U)~*

HUxH2 =< U'Ux,x >= HxH2

Proposition 1.10. U est une isométrie partielle si et seulement si U* ’est aussi.

Proposition 1.11. Si T est une isométrie partielle, alors R(T') est fermée.

1.4 Décomposition polaire

Théoreme 1.3. Soient T € L(H), et W un isométrie partielle, alors T = W |T| telle que
IT| = (T*T)= . De plus, si T = UP oit P un opérateur positif et U est une isométrie partielle
avec ker(U) = ker(P), alors P = |T'| et U = W.

Démonstration. Si x € H, alors
|Tx||* =< T, Tx >=< T*Tz,xv >=< |T|z,|T|z >
Ainsi
[Tz = [[|T|=| (1.3)
D’apres (1.3), ker(T") = ker(|7’|). On obtient alors
ker(T)l = ker(\T|)L =R(|T))

10
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Soit W : Im|T| — R(T) définie par
W(|T|x) =T, (1.4)

d’apres (1.3) W définit bien une isométrie. Elle est donc continue, et on peut 1'étendre

en une isométrie

W : ker(T)*" — R(T)

Siz € ker(T) W =0, W est une isométrie partielle. et d’apres (1.4) W|T'| =T.
De 1'unicité, notons que 7*7T" = PU*UP. D’autre part, puisque U est une isométrie

partielle, alors U*U est une projection orthogonale sur
ker(U)*+ = ker(P)* = R(P)

Il en résulte que T*T = PU*U P = P?. Par l'unicité de la racine carré positif, P = |T|

Puisque "= UP = U|T|, on a aussi
UT|lx=Tx=W|T|x, VzeH
Ceci implique que U = W sur
RATT = ker(P)* = ker(U)* = ker(|T])* = ker(W)*
Finalement, U = W' O

Exemple 1.2. Soient a,b sont des nombres réels et considérons 'opérateur T défini sur R? avec

()

Alors, pour z € R?, z = (z,y), nous avons
a —b\ [z
Tz = = (ax — by, bx + ay)
b a Y

11

sa norme usuelle défini par :
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| Tz|| = \/a2x2 + b2y? — 2abry + b2x? + a?y? + 2abxy

. b
soient a =rcosf et b=rsinf avec O =tan! () et r = va?+ b2

a

donc,
= /(@ + 1) +4?)
— Va5 Pe|

Alors,

Alors

a —b

b a

rcosf —rsinf
rsinf rcosé
cos —sinf) [(r O
sinf  cos#@ 0 r

Par conséquent, T' est écrit en termes de deux matrices, la premiere est une isométrie, qui est

une rotation du vecteur par 0 et le second est un opérateur positif, étirement par r, ce qui est

exactement/T*T.

Exemple 1.3. Soit la matrice

La premiere étape est le calcul de la matrice P. On calcule tout d’abord TT.

T

-1 2}y [-1 -2

-2 1 2 1

5 4

4 5

12
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Puisque le polyndme caractéristique de T*T est 2° — 10z +9 = (x —1)(z —9). Donc les valeurs
propres de cet opérateur sont 1 et 9. On trouve que (1,—1)" et (1,1)" sont des vecteurs propres
de T™*T pour ces valeurs propres.

Alors la matrice de passage est

Et sa matrice inverse est
—— /2 1/2
1/2 —1/2
9 0
D =
01
On prend la racine carrée de la matrice D on obtient
3 0
VD =
01
IT| = VT*T = WVDW ™

(1) (3 0) (12 12
VRSV AVIEY AV RSy

telle que la matrice diagonale

Alors la matrice

Pour calculer U il faut calculer p~!

13
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Donc

Alors T' admet une décomposition polaire T' = U|T | telle que

0 —1 2 1
U= et |T|=
1 0 1 2
Proposition 1.12. Soit T' = U|T'| la décomposition polaire d’un opérateur T' € L(H ). Alors

a) T* = U*|T*| est la décomposition polaire de T™.

b) UIT| = |T*|U.

Lemme 1.1. [12] Soit H un espace de Hilbert et soit S € L(H) un opérateur positif. Alors :

a) Ve € H, < Sx,x >=0 sietseulementsi Sx =0 pourtoutx € H.
Démonstration. a) On a
UU|T|=|T| donc U*T = |T|
Et on a d’autre part :
TT =U|T||T\U* = (U|T\U*)(U|T|U*)

= U|T|U* = |T*| (1.5)

Alors
UAT | =UU|T\U* =|T|\U* =T

Maintenant, il suffit montrer que ker(U*) = ker(|7%|)

14
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Ona:
r€ker(U") & U'z=0
& |[|[Uz]|* =0
sS< Uz, Uz >=<UU*z,x >=0
< UUr =0 d’apres le lemme (1.1)
< |TWUz=0 (ker(U) = ker(|T)))
& Tz=0 (T = |T|U")
& | T e=0
& x € ker(|T7))
Alors
ker(U*) = ker(|T™|) = ker(T™)
b) On a d’aprés (1.5)

T*|U = U|T|U*U = U|T)|

]

Remarque 1.2. Comme conséquence directe de la proposition précédente, on a les identités

suivantes :

i. T=U|T|=|T*|U = UT*U.

ii. |T| = U*T = T*U = U*|T*|U.

iii. T* =U*|T*| = |T|U* = U*TU".

iv. |T*| = U|T|U* = TU* = UT".

Théoreme 1.4. Soit T € L(H), et soit T = U|T| la décomposition polaire de T. Alors on a :

IT*|* = U|T|°U*, Vq >0

Lemme 1.2. [12] Soit H un espace de Hilbert, et soit S € L(H) un opérateur positif. Alors

15
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a) ker(S9) = ker(S), pour tout réel positif q.
Démonstration. On a

<|TPz,x >=<T*Tz,v >=< Tx,Tx >= ||Txz|* >0
Alors |T'| est positif, donc d’apres le lemme 1.2

ker(|T) = ker(|T]%) , Vg =0

Donc ker(|T])* = ker(|T|9)* = R(IT|) = R(|T']?). Mais U*U est une projection initiale

dans (R|T), alors dans R(|7'|4). Donc U*U|T'|? = |T'|%. De plus,
Im=lr)" =|1v"
ainsi on a
|T*)? = TT* = U|T||T|\U* = U|T|\U*U|T|\U* = (U|T|U*)?
Alors, pour tout entier naturel n
(17" = [lT|o)?"
= (ulrvru|rv)"
= ur\uru|r\ur..u|r\ur)
= (U|TP"UT)
Alors, pour tout polynéome f,,(¢) on a
FAITP) = FuUITIU")?) = U fu(ITP)U”

Car |T'| est un opérateur positif, alors < U|T|U*z,z >=< |T|U*z,U*x >> 0. Alors
U|T|U* est aussi un opérateur positif. Alors on met f, (t) — t'/2, donc |T*| = U|T|U".
Ona |T*
Alors

m = U|T|=U* pour tous entiers naturels n, m, soit - — q.

7|7 = U|T|7U*

16
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Corollaire 1.1. Soit T € L(H), et soit T = U|T| la décomposition polaire de T, alors
T|*=UrT*"U,  Vg=0

Démonstration. T* = U*|T*| est la décomposition polaire de 7.
On utilise le théoreme précédent pour 7%, on obtient
7] = [(T7)"]

= U*|T*|"U

17



Chapitre 2

Transformation d’Aluthge

Soit T € L(H) et T = U|T| la décomposition polaire de T'. Dans [1] A. Aluthge®
définit la transformation T = |T'|2U|T|2 dite transformation d’Aluthge.
Un opérateur est dit quasinormal si 7*7TT = TT*T, i.e [T*T,T] = 0), un opérateur

est dit binormal si [|T|, |T*|] = 0, avec |T| = (T%T)=.

Dans ce chapitre nous allons prouver d’abord que
T=T<« T estquasinormal

En second lieu,on montrera que 7 = VU|T| est la décomposition polaire de 7" tel que

[T(2|7°[2 = V|72 |7

est la décomposition polaire.

Finalement, nous montrons que 7' = U|T| si est seulement si 7" est binormal.

Définition 2.1. Soit T' € L(H), et soit T = U|T| la décomposition polaire de T'. La transfor-

mation d’ Aluthge de T est I'opérateur T défini par
T = |T|2U|T|z

Exemple 2.1. Soit (e,),en+ une base de H et soit (cu,)ren+ une suite réelle positive. Considé-

1. A. Aluthge : Professeur au Département de mathématiques a Marshall University, Huntington,

Ouest Virginie.

18
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rons le shift uniltéral S a poids, défini comme suit
S:H—H
€n > Qpeny1

Calculons la transformation d’Aluthge

Tout d’abord on calcule U et |S]|

Ona
S(en) = apenyr ie S(z) = (0,21, s, ...)
< Sx,y > =< (0,0[11‘1,0[2%‘2, ), (yl,’yg,yg, )
= 01T1Y2 + QaX2Yy3 + ...
=< (271,1'2, xs, ), (Oélyg, a9lY3, ) >
=<z, 5y >
Alors

>

S*(y) = (1y2, aays, ...) e S™(en) = an 1€,

La représentation matricielle de S est

Qjj =< Sej,ei >

=< ;€jy1,€; >

B 0 i#j5+1
{aj 1=7+1
Donc
0O 0 0 O 0 ap 0 O
ap 0 0 O 0 0 a O
S=10 a, 0 0 ; ST=10 0 0 a3
0 0 a3 O 0O 0 0 O

19
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Alors
ap 0 0 O --v .- 1/ay 0O 0 0
0O ao O O -+v - 0 1/ag O 0
SI=10 0 as 0 - -—-|=|S"=] 0 0 1/az 0
0 0 0 agy -+ - 0 0 0 1/
Alors
0 0 0 0
1 0 0 0
U=S|S""'=10 1 0 0
0O 0 1 O
D’ou
0 0 0 0
Va0 0 0
S=IS|zUIS|=| 0 . apazs 0 0
0 0 Vasag 0
Alors

gen = \VOnOpy1€n41
Exemple 2.2. Soit H un espace de Hilbert, et on considére T € L(H) tel que

010
T=10 01
1 00
La transformation d’Aluthge est
010
T=TRUITE = |0 0 1
1 00
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Tel que
010 1 00

U=|oo0 1| e |TZ=|0 1 0
100 00 1

2.1 Propriétés
Proposition 2.1. Soit T' € L(H), Alors
i) |7 < |IT)
ii) T = T si et seulement si T est quasi-normal (T*T? = TT*T)
iii) SiT = U|T)| est la décomposition polaire de T, alors
T =VU|T|

est la décomposition polaire de T, oit V est I'isométrie partielle vérifiant la décomposition
polaire

T2 |7 |2 = V||T|z |73

Démonstration. i) Soit T' = U|T| la décomposition polaire de 7'

SiUA£0, U] =1

T = N7 = 7l = 1712

= |72 = [IT[]2
Alors

TN = IIT1zUIT= |
< =TT
= 1712 [*|1U]

= |17’
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

T=TaT=|T|2U|T|2
& T|T|> = T|2U|T|
& T|T|? = |T|?T
& [T,|T|2] =0
< [T,|T)]=0
& [T, T*T) =0

& T est quasi-normal
iii) a)

VU|T| = VU||IT2U|T|>

= VU((IT|2U*|T|2)(|T|2U|T|?))>
= VU(|T|2U*|T|U|T|2)2U*U

= V(U|T|2U*|T|U|T|2U*)2U

= V(IT*|2|T|2|T)2|T°|7)2U

1l
= V|IT2 |2 |U

= [T (T 2U
= |T|2U|T|?

=T
b)

rekerVU & VUxr =0
S |TIE|T* 20z =0 (ker(V) = ker(|T|Z|T*|2)
& |T|2U|T|22 =0
s Tr=0

& x € ker(T)
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors ker VU = ker T
c) d’apres le précédent, on a
ker(VU)* = ker(|T))* = RI|T)|

Alors
Yz € ker(VU)*, 3y, CH, telque lim Ty, =

VU] = VU tim_ [Ty,
= | lim_VUI|Tly,||
= || lim Ty,
= lm [Ty
= lm (|1 lya
= || tim_ [Ty,
= [l
Alors VU est une isométrie partielle.
[l
Proposition 2.2. Soit T' = U|T| la décomposition polaire de T € L(H). Alors, les assertions
suivantes sont équivalentes
i) |T||T*| = |T*||T|, T est dit binormal;
ii) T =U|T)|.
Démonstration. (ii = i) T = U|T|,ona
T|2|T"|> = |T|2U0*|T* 20U
= |T|?U|T|2U*
=TU"
= U|T|U*

= |T*|2|T|2
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors T est binormal

(i = ii) T est binormal, alors on a |T2|T*|2 = ‘|T*|%|T\%

Donc
T = |T|2U|T)|z

= |T|2|T"|2U = ||T|2|T"|2|U

= UU*(|T*|2|T||T*|?):U
1o 1.1
= U(|T|2U*|T|U|T|?)>
=U|T|
]

Remarque 2.1. T = U|T| dans cette proposition n'est pas une décomposition polaire parce

que ker(U) # ker(T).

Exemple 2.3. Il exits un opérateur binormal T, mais T n’est pas binormal.

Soit
0 0 5
T=11/2 V3/2 0
V3/2 —1/2 0
Ona
10 0 1 00
"r'=|{o1 of =ITI=(0 10
00 25 005
Et
25 0 0 50 0
TT*={0 1 of =T =10 1 0
0 0 1 00 1
Donc
50 0

T[T =10 1 0| =I[T"T]

0 0 5
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Alors, T est binormal.

Et on a aussi

0 0 5
T=1 12 V32 0
V15/2 —/5/2 0

tel que
0 0 1 1 0 0
U= 12 v32 0| e [TF=]01 o0
V3/2 —1/2 0 00 V5
Alorsona
20 —V3 0
T*TTT =|-5/3 2 0
0 0 25
Et
20 —5v3 0
TT*T"T=|—-\/3 2 0
0 0 25

Alors T n'est pas binormal.

Proposition 2.3. Soit T' = U|T| la décomposition polaire d'un opérateur binormal T'. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :
i) T est binormal ;

i) [U2|T|(U**,|T]] = 0.
Démonstration. On a
T est binormal si et seulement si [U|T|U*, |T|] =0 (2.1)

On obtient
[U|T|\U*, U|T|(U?)"] =0 (2.2)
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

Car

UIT|(U*)*U|T|\U* = UU|T|U*|T|U*
=U|T|U|T|U*U* d’apres(2.1)

= U|T|U*U*|T|(U?)*

Dong, on a
[TP|T*]? = |T|2U°|T|U|T|> |T|2U|T|U"|T|2
= U*U|T|2U*|T\U|T|U*U?|T|(U>)*U|T|2U*U s
_ U (T TP UITRUSU dapres (2.1) et (2.2) 9
= U*[|T|0?|T|(U*)"|UITP?

Et
[TP|T = |T|20|T|U*|T|2|T|2U"|T|U|T|2
= U*U|T|zU*U*T|(U?)*U|T|U*|T|U|T|2U*U y
_ U TIUR) T UITRUSU dlapres (2.1) et (2.2) e
= U [U*|T|(U*)*|TIWUIT
D’apres (2.3) et (2.4) on a 1’équivalence. [

Proposition 2.4. Soit T une isométrie partielle de L(H). Alors sa transformation d’Aluthge
est donnée par I'égalité

T =T"T?
Démonstration. On a
IT]> =TT = Plyer(ry = Plza = Plra)

Puisque, T est une isométrie partielle, R(7™) est fermée.
Donc

1
IT|2 = Plrr
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

OnaH =kerT @ ker(T)* =ker T & R(T*).

Soitz € H, x = x1 + x».

Donc
Tx =Txy =T(Px)
Alors
Ulrir+y = T|rr+ et kerU =kerT
Alors
Uu=T
Alors
T = |T|:U|T|*
= Plra-TPlr
= Plra-T
=T"TT
— T*T2

Proposition 2.5. T = 0 si et seulement si T est nilpotent d’ordre deux, i.e T? =0
Démonstration. (=) Soit T = U|T| la décomposition polaire de de T’
SiT =0, T2 =U|T|U|T| = U|T|>T|T|2 = 0, alors T est nilpotent d’ordre deux.
(<)SiT? =0, alors
UlIr\UiIT|=0=|T|U|T| =0

(Car U*U est la projection orthogonal dans R|T). ce qui implique que |T|2T|T|z = 0.
Car T est nulle sur ker ||, il suffit de montrer qu’ elle est aussi nulle sur R|T].
On suppose que y € R(|T|) mais z = Ty # 0, on écrit y = |T|2x, par conséquent

0=|T|2T|T|2z = |T|zTy = |T|2z # 0
Car z est différent de zéro sur R(|T]). alors on a la contradiction, et par conséquent

T = 0 sur R(|T|) alors sur R(|T|) aussi, alors T = 0. O
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CHAPITRE 2. TRANSFORMATION D’ALUTHGE

2.2 Second transformation d’Aluthge

Définition 2.2. Soit T est la transformation d’Aluthge de T et T = V|T| sa décomposition

polaire, la second transformation d’Aluthge de T est 'opérateur T défini par
T = |T|2V|T|>

Exemple 2.4. Soit (e, )nen+ une base de H et soit (cu,)ren+ une suite réelle positive. Considé-

rons le shift uniltéral S a poids, défini comme suit

S H—H

€n ? On€nt1

Et par suite
Sen = VO Qn1€n41

Alors la second transformation d’Aluthge

Sen = \/\/ anan+12&n+2€n+1
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Chapitre 3

Classes des opérateurs

Soit L(H) I'espace des opérateurs linéaires bornés. Un opérateur 7 est dit normal si
T*T = TT*. Un opérateur T est dit p-hyponormal si (T*T)? > (TT*)?, 0 <p <1, en
particulier T est dit hyponormal si p = 1, et semi-hyponormal si p = 1 [31]. L'inégalité

de Lowner Heinz [14] implique qu'un opérateur p-hyponormal est g-hyponormal pour

q = p
Un opérateur 7T est dit dominant d’apres ].Stamphli et B.L Wadhwa [24] si pour tout

complexe A\, R(T —\) C R(T — \)*. Ceci équivalent a I'existence d"un réel M, tel que
(T = A)z|| < MA[(T' = M)z, Vo e
Si M), =1, T est hyponormal. Par conséquent nous avons les inclusions suivantes :
(N) C (HN) C (D)
Un opérateur est dit log-hyponormal si 7" est inversible et

log(T™T) > log(TT™)

3.1 Classe des opérateurs normaux
Définition 3.1. Un opérateur T' € L(H) est dit normal si T' commute avec son adjoint T* i.e
Tr* =1T"T
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CHAPITRE 3. CLASSES DES OPERATEURS

Exemple 3.1. Soit le shift bilatéral tel que n € Z

N:-H—H

€n > €nt1

oit (ey,), est une base orthonormale de H

Ona
N*:H —H
Cp > Ch—1

Alors

N*N =NN"=e,
Alors N est un opérateur normal.
Proposition 3.1. Si T est normal, alors

UP=PU telque P =]|T|

Démonstration. On a TT* = UP?U* et par définition de P, T*T = P2 Donc si T est
normal

UP?U* = P* etdonc UP?U*U = P°U
Par ailleurs, comme U*U est la projection orthogonale sur
ker(T)* = ker(P)™*
L'opérateur I — U*U est la projection orthogonale sur ker(P) et donc en particulier
PI-UU)=0
D’ou PU*U = P et donc finalement
UP? = P?U

Donc U commute avec P2. Il commute donc avec (P?)z = P d’apres le théoreme (1.4)

]

30



CHAPITRE 3. CLASSES DES OPERATEURS

Proposition 3.2. Soit T' € L(H), alors T est normal si et seulement s’il existe Ty, Ty € L(H)

auto adjoints, tel que T'T, = TyTy et T =T, + T

Démonstration.
T*T =TT = (11 —iTL)(T) + iTy) — (11 + 1) (T} — iT5)
= 2i(TT» — ToTY)
Donc, T*T =TT* & T1T, = TyT, O

Proposition 3.3. T' € L(H) est normal si et seulement si ||Tz|| = || T*z||, Vx € H.

Démonstration. Yo € H, ||Tz|* =< 2, T*Tx >=< z, TT*z >= ||T*z|?
Réciproquement

SiVe € H, ||Tz| = ||T*z| alors V(z,y) € H?

Ona

1T+ =Tz +y)lI* et |T(x + iy)|* = |77 (= + iy) |,

Ce qui donne

Re < Tx, Ty >=TRe < T x, Ty >
Im< Tz, Ty >=Im< Tz, Ty >

Donc

V(z,y) € H? <Ta,Ty >=< Tz, Ty >

Ainsi, pour touty € H, ona
VeeH <z,T"Ty—TT 'y >=0

Et donc
T =TT

Proposition 3.4. Si T est normal, alors | T"|| = || T||"
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Démonstration. On a ||T"] < |T||™ est évident, donc il suffit montrer que

|T]™ < {7 3.1)
On a
| T*u|® =< T*u, T"u >
=< T*T*u, TF 1y >
<N T ul| [T
= [T ul || T |
Alors

1T < 7T (3-2)

I'égalité (3.1) est vérifiée pour n = 1, On suppose qu’elle est vérifiée pour tout n < k,
donc d’apres (3.2) on a
1T < (I

Ce qui donne (3.1) pour n = k + 1. Alors I'inégalité (3.1) est vérifiée pour tout n. O

3.2 Classe des opérateurs p-hyponormaux
Définition 3.2. Un opérateur T' € L(H) est dit p-hyponormal si
(T"T) > (TT")

Autrement dit, I'opérateur (T*T)? — (T'T*)? est positif, Si p = 1 on dit que T est hyponormal,
i.e

[Tzl| = [T, Vo eH
Exemple 3.2. Soit l'opérateur T € L(H) défini par

T(e,) = a* e, telque a>1
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Cet opérateur est hyponormal, en effet
Ona

T*(en) _ aQ("*l)en,l

Par conséquent

T*T(e,) = a*"e, et TT*e, = a*" Ve,

Alors
(T*T — TT*)e, = a™(1 —a *)e, >0

Exemple 3.3. Soit l'opérateur T' € L(H)

0 0 0 0
T, 0 0 0
T=10 I 0 0
0 0 I 0
Ona
0 0 0 0 2 0 0 0
0 72 0 0 0O I 0 0
TT =10 0 I 0 <l0 0 I 0 =1"T
0O 0 0 I 0O 0 0 I

Alors, T est hyponormal sous la condition (I — TZ) > 0

. 1 .
Théoreme 3.1. Soit T' = U|T| est p-hyponormal, 3 < p < letU est unitaire. Alors I'opéra-
teur T = |T|%U|T|% est hyponormal.

Lemme 3.1. Soient A, B, T € L(H), sachant que R(T) = H, alors on a la relation

A> B & THAT > T*BT (3.3)
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Démonstration. Soit A > B, alors on a la relation suivante
<T*ATx,x >=< ATz, Tx >
Poury=Tx € H,ona
< Ay,y >>< By,y >=< BTx,Tx >=<T"BTz,x >= T"AT > T*BT
Réciproquement, soit 7*AT > T*BT, car R(T) = H, on a

<T*ATz,x >><T*BTx,x >=>< ATz, Tx >>< BTz,Tx >

Pour y=TXx,

< Ay,y >>< By,y >= A>B

O

< p < 1) estsemi-hyponormal,

N —

Démonstration. Comme tout opérateur p-hyponormal (

ona (T*T)z > (TT*)z on, d’apres le lemme (3.1), i.e
UTIU > |T| = UIT|U* (34)
Dong, et d’apres (3.4) on a
(T°T) = (TT") = |T|*(U*|T|U = U|T|U")[T|* > 0
Alors, T est hyponormal. O

Théoréme 3.2. Soit T = U|T| est p-hyponormal, 0 < p < % et U est unitaire. Alors I'opéra-
teur T = |T|2U|T|= est (p + 1)-hyponormal.

Démonstration. Comme T est p-hyponormal on a
(T°T) > (TT")

ie
U|TPU = (T > UIT U (3.5)
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Soit

A=U*T)*U, B=|T|*, C=U|T|*U* (3.6)
Donc, d’apres (1.1)
(T Tyrts = (IT|=0° | T\ T )
= (BH A% Bw )"

> Bl Rt _ pits

D’apres (1.2)
(TT")#* = (TR0 T|U"|T|3) )
= (Bw(C% Br)Pts)
< BlGta)ts) _ glts;
Alors, (T*T)#+2) > (TT*)#+3) et T est (p + 1)-hyponormal. O

Corollaire 3.1. Si T est un opérateur p—hyponormal, 0 < p < 1, Alors l'opérateur
T=|T|*0/T)*
est hyponormal, tel que T = |T 12U|T|z et T = U|T| la décomposition polaire de T.

Décomposition polaire de I'opérateur T :
Lemme 3.2. Soient H et K deux opérateurs positifs, et on suppose que H ' existe. Alors la
condition nécessaire et suffisante de l'existence de I'opérateur positif S tel que

SHS = K

est
(H:KH?)? < aH 3.7)

1

Va > 0. Si cette condition est satisfaite, alors S = H2(H:KH?)

N

H-

[
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Si T = U|T| est p-hyponormal, on a
U*|T|**U > |T|* > U|T|**U*  d’apres (3.5)

Ou, équivalenta A > B > C d’apres (3.6)

Soit T = U|T’| la décomposition polaire de T'. Alors
T| = (ITUr|TUIT ) (3:8)

Soit H = U*|T|U et K = |T'|. Alors

=

Ar)

&=
S

(H:KH?): = (A% B

|~

(55+15)

)
[

IN

P

A
A% = H

On a d’apres les lemmes (1.4 et 3.1), il existe un opérateur positif S tel que SHS = K
i.e SU*|T|US = |T|. Car H et K sont inversibles, S = H 3(H2KHz)zH % est aussi

inversible. Donc d’apres (3.8), on a
T = (IT]2 S TS T|2)2 = T2 T
Pour obtenir U dans la décomposition polaire T = U|T'|, on utilise
TI2U|T|: =T = U|T|2S$7|T]
Alors
U =|T|2US|T| 2
Espaces propres de U :

Théoreme 3.3. Soit T' = U|T| un opérateur p— hyponormal, 0 < p < 1, tel que U est unitaire.

Alors les espaces propres de U réduisent T
Démonstration. 1l suffit de considérer le cas p = 2% On a
Qn = (T*T)7 — (TT*)T = |T|7T — U|T|7TU" >0
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Soit M\ = {f € H|Uf = Af,|\| = 1} 'espace propre de U correspondant a le valeur

propre \. Puisque U est unitaire, on a U* f = \f pour tout f € M,, alors

< Quf f>=<|T|7f f>—<U|T|7Uf f >

—< |T|7Tf, f > — < |T|T7TAf,U*f >=0

1 1 1

Car @, > 0,ona @Q,f =0.cca-d U|T|z"TU*f = |T|>> T fie U|T|>"Tf = )\|T|2“%1f,

1 1
donc |T'|2"-T f € M,. Et d’autre part, M, est invariant a |7|2»~T, et donc a

T|. Alors M,

réduit |T'| et donc il réduit 7' O
Proposition 3.5. Soit T' = U|T)| est semi-hyponormal, alors V = U|T'|? est ;-hyponormal.

Démonstration.

— (U|TP|TPU*)s

=
N

(V)T = (V)T = (TPUUITP)
= (T — (UITI*U™)7
1
=|T|—|T"| >0 (carT est E-hyponormal)
0

Théoreme 3.4 (L'inégalité de Louner Heinz). [14] Soit A, B € L(H) tel que A > B > 0,
alors A* > B* > 0, Va € [0, 1].

Proposition 3.6. Un opérateur p-hyponormal est g-hyponormal pour (p > q)

Démonstration. Car,

(T°T)" = (ITP)* = (ITP))>
Et

(TT*)" = (IT"*)* = ((IT"]P)")»

Comme T est p-hyponormal on a

(TP)r = (771"
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Et d’apres le théoréme (3.4)
(TP = (TP)")* Vo € [0,1]

Et comme

O<q§p:>0<g<1
D

Alors la condition de a dans le théoréme (I'inégalité de Louner Heinz) est satisfaite.
Alors T est g¢-hyponormal. O

L'inverse n’est pas vraie. En effet, soit un opérateur V' = U|T'|* est ;-hyponormal

qui n’est pas 3-hyponormal.
(V*V)2 = (VV)2 = (ITPUUIT) = (UITPTU)?
= [T~ TP
=TT -TT"
Alors V n’est pas 3-hyponormal.

Théoréme 3.5. Si T € L(H) est p-hyponormal inversible, alors T~ est p-hyponormal

Démonstration. Comme (T*T)? — (TT*)? > 0,0n a

[NIiS)

(T°T) 2 ((T"T) — (TT")P)(T"T) "% 2 0

Qui est équivalent a

I>(T*T) >(TT*P(T*T)"*
On sait que si A > I alors A1 < I,donc

0 < (T"T)S(TT") M(T°T)s — I = (T'T)S((TT") 7 — (T°T) 7)(1°T)’

Ce qui est équivalent a
0< (TT7) " = (T°T) " = (T T ) = (T (T 7))
Alors, T~! est p-hyponormal. O
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Théoreme 3.6. [26] Soit T' € L(H) un opérateur p-hyponormal, 0 < p < 1, avec T = U|T).
SiT = |T|%U|T|% est normal, alors |T\U = U|T| et T est normal.

Théoreme 3.7. [22] Si T est hyponormal, et M invariant pour T, alors T'| s est hyponormal.

Théoreme 3.8. [22] Soit T est hyponormal, et M invariant pour T oir T'| s est normal, alors

M réduit T.

3.3 Classe des opérateurs dominants
Définition 3.3. T' € L(H) est dit dominant si pour tout A € o(T) C C
R(T—X) CR(T -\
ie VreH, YAeo(T)C C,3M, > 0tel que:
(T = A)"z|| < MA(T = M|
Exemple 3.4. Soit T € L(H), et (e,)nez une base orthonormale de H, telle que
T., = 2"”'6”“, n € 7

1. Montrons que T n’est pas normal

Ona

* —|n—1
T*e, = 2" e, |

Alors
T*T(e,) = 272, £ 272 te = TT*(e,)

Alors T n’est pas normal.

2. Montrons que T est compact : Comme I'opérateur T est défini le shift a poids, alors

lim 27" =0

n—>-+o0o
Donc T est compact d’oit : o(T') = 0
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3. Montrons que l'opérateur T est dominant
Vn e Z:||Te,| < 2||Te,| < 4)|T"e,||
d’oir : T" est dominant.

Théoreme 3.9. [18] Soit T' un opérateur dominant et soit M un sous-espace invariant de T

Alors T'| s est un opérateur dominant.

Théoréme 3.10. [18] Soit T' un opérateur dominant et soit M un sous-espace invariant de T

tel que T'| s soit normal. Alors M réduit T.

3.4 Classe des opérateurs log-hyponormaux

Définition 3.4. Soit T un opérateur dans L(H). On dit que T est log-hyponormal si T est

inversible et satisfait 'inégalité suivante
log(A*A) > log(AA")

Rappelons que pour tout opérateur A inversible et positif , nous avons

AP — T
log A= 1li >0
ogA = lim ——, (p>0)
Exemple 3.5. Soient H = ®°°__C* et x=(.....,x_1,70,21,......) € H avec
z]|* = 5 l|lz;]|* < oo. Soient A, B deux matrices positives telles que

1 /3 0 0
log A = , log B =

3 1

3 3 0 -1

On défini P € L(H) avec (Px),, = P,x, et
B pourn <0

P, =
A pourn >1

Soit U le shift unitaire (Uz),, = x,—1 et T = UP. Alors
(T*T)x)n = Pl (TT")2), = Py_y2n
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Et par conséquent

0 sin#1
[(log(T™T) = log(TT™))x]n =
(2log A —2logB)x; sin=1

Alors T est log-hyponormal.

Théoréme 3.11. Soit T € L(H) un opérateur log-hyponormal. Alors T~ est aussi log-

hyponormal.
Démonstration. Comme T est log-hyponormal, on a
log((T~1)*T~") = log(TT*)™"
= —log(TT™)
> —log(T"T) = log(T"T) ™" = log(T~(T")")
O

Théoreme 3.12. Soit T' € L(H). Si T est un opérateur log-hyponormal avec une décomposi-

tion polaire T = U|T). Alors sa transformation d’Aluthge T = IT|zU|T|z est semi hyponor-

mal.
Démonstration.
(T*T): = (|T|=U|T|U|T|?)?

= U*(U|T|2U*|T|U|T|2U*)=U

= U(|T°]2|T||T*|2)2U

> U|T"|U = |T|
Alors

(T°T)% > |T|

Et d’autre part

~ =L 1 P B |
(TT)z = (|T]2U|T|U*|T|=)>

= (IT[|T||T]2)> <|T
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Donc

(I*T)? > |T| > (TT*):
Alors T est semi-hyponormal. O

Théoreme 3.13. [13] Soit T' un opérateur log-hyponormal et M invariant pour T. Si T'|p,

inversible, alors T'| s est log-hyponormal.

Théoréme 3.14. [28] Si A est log-hyponormal et M un sous espace invariant de A pour la-

quelle A |y est normal. Alors M réduit A.
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Chapitre 4

Théoreme de Fuglede-Putnam

Soient H; et H, deux espace d’Hilbert complexes séparables de dimension infinie.
Rappelons que le théoreme de Fuglede-Putnam [20] assure que si A et B sont des opé-

rateurs normaux et

AX =XB

Pour certain X € £(H), alors

A*X = XB*

Ce théoreme a été généralisé par plusieurs auteurs notamment K. Tanahashi et A.
Uchiyama pour les opérateurs p-hyponormaux et log-hyponormaux.
Dans ce chapitre on prouve que le théoréme de Fuglede-Putnam reste valable pour A

un opérateur dominant et 5* p-hyponormal.

4.1 Le théoréme de Fuglede-Putnam pour les opérateurs
p-hyponormal et dominant

Définition 4.1. On dit que la paire (A,B) vérifie le théoréme de Fuglede-Putnam. Si AX = XB
pour un certain X € L(H), alors
A*X = XB*
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Théoreme 4.1. [9] Soit A € L(H,) et B € L(Hs). Alors les assertions suivantes sont équi-

valentes :

i) (A, B) satisfait la propriété de (FP);

ii) Si AC'= CB pour tout C' € L(Ha, H1), alors R(C) réduit A, ker(C)* réduit B. Alzr

et B|ker(c)L sont des opérateurs normaux.
Théoreme 4.2. [7] Soient A € L(H,) et B* € L(Hs2) sont p-hyponormaux. Si
AX =XB

pour certain X € L(Ha, H1), alors
A*X = XB*

R(X) réduit A, ker(X)* réduit Bet A =y B Ker(x)+ sont des opérateurs normausx.

Théoreme 4.3. [9] Si A € L(H1) est dominant et B* € L(Hs) hyponormal, alors la paire

(A ;B) vérifie le théoreme de Fuglede-Putnam.

Théoreme 4.4. [1] Si A* € L(H,) est p-hyponormal et B € L(H,) dominant tels que

XA=BX
pour tout X € L(H,,H2), alors
XA*=B"X
Démonstration. Cas1:(1/2 < p <1)
Supposons que
XA=BX

pour certain X € L(H;,H,). Comme R(X) est invariant pour B et ker(X)* est inva-

riant pour A*, nous considérons les décompositions suivantes :

Hy = ker(X)* @ ker(X) , Hy=R(X)®RX)
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Alors
A 0 B, B
= 1 | B 1 Do
A2 Ag 0 B3
X; 0 N 1
X = cker(X)” @ ker(X) — R(X) & R(X)
0 0
De
XA=BX
On obtient
X114, = B Xy

Soit A, = U|A,| la décomposition polaire de 4,. Etant donné que
UlA| = |A|U

I'égalité (4.1) prend la forme
X1|AM|U = B1 X,

Multipliant les deux cdés de (4.2) a |A;*|"/%, on obtient
(Xl|A1*|1/2)’Al*ll/QU’Al*ll/Q _ BlX1|A1*|1/2
Ainsi, la transformation d’Aluthge
;H; _ |A1*|1/2U*|A1*|1/2

est hyponormal d’apres le théoreme 3.1, et B; est dominant.

(4.1)

(4.2)

D’ot1 la paire ((/Tf* )*, By) satisfait le théoreme de Fuglede-Putnam d’apres le théoreme

(4.3). Par conséquent

By | et A .
1 |R(X1|A1*\1/2) € 1 |Ker(X1\A1 [1/2)L

Sont des opérateurs normaux d’apres le théoreme 4.1.

Comme X est injectif & image dense et | A;*|"/? est injectif ainsi

REGIAY?) = R(X) = R(X)
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et

Ker(X1|A*|Y?) = Ker(X,) = Ker(X)

Par conséquent ;1? est normal d’apres [23]. A; est donc normal d’apres le théoreme
3.6.

Puisque B; est dominant d’apres le théoreme 3.9 et la restriction B; est normal, m
réduit B d’apres le théoréme 3.10, de méme, étant donné queA;* et p-hyponormal et la

restriction A;* est normal, ker(X)* réduit A* d’apres le théoréme 3.8. Par conséquent

le paire (A;, B;) satisfait le théoréme de Fuglede-Putnam,

XlAl* = Bl*Xl

XA*=B"'X

Cas2:(0<p<1/2)
Il suffit de prendre p’ = p+ 1/2, ot p’ € [1/2,1]. Il revient que A;" est p’-hyponormal et

on continue la preuve par la méme maniére que la premiee partie. [

Corollaire 4.1. A € L(H) est normal si et seulement si A est dominant et A* est P—hyponormal.
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