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Résumé

Dans le cadre des travaux de cette theése, nous tenterons de mieux comprendre 1'effet d'assise
¢lastique sur le comportement mécanique des structures en matériaux composites avancés avec
des propriétés graduellement variables suivant 1’épaisseur de la structure. La distribution de

propriétés des matériaux varient selon des lois de distribution. Nous avons trois axes de travail :

Dans la premiére partie de ce travail, le comportement dynamique des plaques a gradient de
propriétés reposant sur des fondations élastiques variables a été étudié en utilisant une théorie du
cisaillement d'ordre supérieur. La théorie actuelle n'a que quatre variables inconnues en utilisant
l'intégrale indéfinie pour réduire le nombre d’équations de mouvement, donnant un nombre
d'inconnues réduit par rapport aux théories classiques premier ordre et celles d'ordre supérieur.
Les plaques FGM étaient supposées étre reposées sur des assises de type Winkler-Pasternak dans

laquelle le module de Winkler est supposé¢ variable dans la longueur des plaques.

La deuxieéme partie, I’étude de la propagation des ondes dans des plaques FG reposant sur
une fondation élastique a été étudiée. Les fondations élastiques sont modélisées en deux couches
(Winkler et Pasternak). La théorie actuelle a été développée en utilisant la fonction de

cisaillement de Reissner.

Dans la derniére partie des travaux, 1'analyse statique de plaques composites reposant sur des
fondations ¢élastiques variables a été¢ étudiée sur la base de la théorie de la déformation par
cisaillement sinusoidal. Nous avons proposé de nouvelles variations du module de Winkler en
longueur de la plaque ; ces variations sont de type exponentiel, cosinus et polyndme, confrontés

avec ceux trouvée dans la littérature.

Les équations d'équilibre des problémes mécaniques sont dérivées en utilisant le principe de
Hamilton et sont résolues en utilisant des solutions analytiques de Navier. Les résultats
numériques et la validation montrent la précision de la présente méthode pour la prédiction des

effets de la fondation sur le comportement statique et dynamique des plaques non homogenes.
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Summary

In the framework of our thesis, we will try to understand the effect of elastic foundation on
mechanical behavior of structures in advanced composite materials with gradually varying
properties following the thickness of the structure. The property of the materials of the structures
is supposed to vary in smoothly through the thickness according to a distribution law. We have

three areas of work:

In the first work, the dynamic behavior of functionally graded plates resting on the elastic
foundation variables was studied using a higher-order shear theory. The current theory has only
four unknown variables using the indefinite integral to reduce the number, it has few unknowns
compared to first order and other higher-order theories. The FGM plates were supposed to be

resting on Winkler-Pasternak in which the Winkler modulus is variable in the length of the plates.

The second work, the propagation of the waves in functionally graded plates resting on an
elastic foundation were studied, upon on a theory higher order. The elastic foundations are of the
Winkler layer and the Pasternak layer. Current theory has developed using the Reissner shear

function.

In the last part of the work, the bending analysis of functionally graded plates resting on
variable elastic foundations was studied based on the sinusoidal shear deformation theory. We
have proposed new variations of the Winkler modulus through plate length that have exponential,

cosine and polynomial, plus the variation found in the literature.

The equilibrium equations for mechanical problems are derived using the Hamilton principle
and are solved using Navier analytical solutions. Numerical results and validation show the
accuracy of the present method to predict the effect of the foundation on the static and dynamic

behavior of non-homogeneous plates.
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Introduction Générale

Le progres technologique est associé a 'amélioration continue des propriétés des matériaux
existants, ainsi qu'a l'expansion des classes et des types de matériaux de structure.
Habituellement, de nouveaux matériaux émergent en raison de la nécessité d'améliorer l'efficacité
structurelle et les performances. De plus, en régle générale, les nouveaux matériaux eux-mémes
offrent a leur tour de nouvelles opportunités pour développer des structures et des technologies
mises a jour, ce qui pose un défi a la science des matériaux avec de nouveaux problémes. L'une
des meilleures manifestations de ce processus interdépendant dans le développement des
matériaux, des structures et de la technologie est associée aux matériaux composites avanceés et

aux éléments structurels.

Les matériaux a gradient de propriétés en tant que composite avancé ont été initialement
congus comme matériaux de barriere thermique pour les structures aérospatiales et les réacteurs
a fusion et maintenant ils sont également considérés comme des matériaux structurels potentiels
et récemment, ils sont de plus en plus pris en compte dans diverses applications. Pour maximiser

les forces et les intégrités de nombreuses structures d'ingénierie.

L'augmentation spectaculaire de l'utilisation des matériaux et structures a gradient de
propriétés dans tous les types de structures d'ingénierie (par exemple, le génie civil, 'aérospatiale,
I'automobile et les structures sous-marines, ainsi que dans les prothéses médicales, les cartes de
circuits électroniques et les équipements sportifs) et le nombre de revues et les documents de
recherche pu(bliés au cours des deux dernieres décennies attestent qu'il y a eu un effort majeur
pour développer des systemes de matériaux composites et pour analyser et concevoir des

composants structuraux fabriqués a partir de matériaux composites.

Les structures composites avancées considérées dans ce travail sont des structures
bidimensionnelles continuellement variables suivant la plus petite direction de la structure,
intégrant plusieurs couches, par alternance, aux propriétés mécanique différentes. En tant que
structures bidimensionnelles, nous considérons celles dont la dimension, généralement
1'épaisseur, est négligeable par rapport aux deux autres dans les directions planes. Les structures
bidimensionnelles typiques sont les plaques et les coques. Dans notre étude actuelle, nous nous
concentrerons sur les plaques de différentes épaisseurs, c'est-a-dire les plaques minces, les
plaques moyennement épaisses et les plaques épaisses. Les plaques sont supposées sans courbure
suivant les deux directions dans leur plan. Dans le cas des plaques, un systeme de référence

cartésien est utilisé.
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Le concept de structures composites avancées, telles que les structures a gradient de
propriétés, a été propos¢ comme matériau de barriére thermique et mécanique a plus haute
résistance. Par conséquent, le probléme thermomécanique dans les FGM est un sujet majeur
d'intérét actuel. De nombreuses études ont ét¢ menées pour prédire et évaluer le comportement
mécanique des structures a gradient de propriétés en utilisant diverses théories de modélisation.
Reddy [1] a présenté la formulation théorique et les modéles d'éléments finis pour les plaques
FGM par le biais de la théorie de la déformation de cisaillement du troisi¢eme ordre. Les
formulations tiennent compte du thermo-couplage, de la dépendance temporelle et de la non-
linéarité géométrique des plaques FGM de type Von Karman. Matsunaga [2] a procédé a une
analyse de la vibration libre et de la stabilité des plaques FGM par une théorie bidimensionnelle
de déformation d'ordre supérieur. Hebali et al. [3] ont étudié la flexion et la vibration libre des
plaques FGM en se basant sur une nouvelle théorie de la déformation de cisaillement
hyperbolique prenant en compte la déformation normale suivant la direction de 1’épaisseur ; En
divisant le déplacement transversal en parties flexionnelle, de cisaillement et d'étirement
d'épaisseur. Bennai ef al. [4] ont étudi€ la vibration libre et le flambage des poutres sandwich a
gradient de propriétés en tenant compte d’une nouvelle théorie du cisaillement d'ordre supérieur
en quasi-3D. L'analyse de la flexion et de la vibration libre utilisant une théorie de déformation
de cisaillement a deux variables avec le concept de la position de surface neutre a été traitée par
Bellifa et al. [5]. Brischetto et al. [6] ont examiné le comportement vibratoire des plaques et des
cylindres en FGM a I'aide de mod¢les différentiels en quadrature généralisée en deux et en trois
dimensions. Le comportement dynamique des plaques et des poutres FGM a été étudié, en
utilisant diverses théories de déformation de cisaillement, par Ait Yahia et al. [7], Bounouara et
al. [8], [9], Kolahchi ef al. [10], Menasria ef al. [11], Benadouda et al. [12], Ayache et al. [13],
Bouhadra et al. [14], Yousfi et al. [15], Fourn et al. [16], Zidi et al. [17], Ait Atmane et al. [18],
Darilmaz [19], Kar et Panda [20], Bennoun et al. [21], Younsi et al. [22].

Les fondations sont des éléments ou des systéemes physiques importants en raison de leur
large éventail d'application dans différents domaines scientifiques et techniques, y compris la
mécanique, le civil, 1'¢lectricité, la nanotechnologie. En fonction des applications du systéme
structural considéré, les chercheurs ont proposé plusieurs types de modélisation pour les
fondations. Ils sont trés attractifs pour les chercheurs en raison de leurs applications cruciales
dans différents systémes. L'un des principaux objectifs des chercheurs est d'étudier le

comportement dynamique et statique de 1’interaction structures-fondations.
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La premicre et la plus simple présentation d'une fondation a été proposée par Winkler. Ce
modele est connu sous le nom de modele élastique linéaire de Winkler [23]. Les modéeles a deux
parametres sont appelés mécanismes selon lesquels une couche relie les extrémités supérieures
de I'¢lément de la fondation entre elles. En conséquence, les fonctions force-déplacement pour
ce type de fondation sont continuées car les extrémités supérieures des éléments sont reliées par
une couche de cisaillement. Les principaux exemples de ces types de fondations sont les modéles
Filonenko-Borodich [24], Hetényi [25], Pasternak [26], Vlasov [27]. Les mode¢les Filonenko —
Borodich, Hetenyi et Pasternak ont ét¢ développés sur la base du modéle Winkler, tandis que le
modele de Vlasov a été proposés conformément a la théorie du modele du continuum élastique

[28].

Les modélisations de structures faites de matériaux non homogenes sur appuis ¢élastiques ont
suscité une grande importance par la communauté scientifique. Ying et al. [29] ont présenté des
solutions exactes pour la flexion et la vibration libre de poutres a gradient de propriétés reposant
sur une fondation ¢€lastique de type Winkler—Pasternak, basée sur la théorie bidimensionnelle de
'€lasticité. Lii et al. [30] ont étudié le comportement dynamique des plaques a gradient de
propriétés épaisses sur des fondations ¢élastiques en supposant 1'élasticité tridimensionnelle, en
utilisant la méthode de I'espace d'état pour arriver a une solution exacte pour le cas des plaques
simplement supportées. Malekzadeh [31] a fait une analyse tridimensionnelle des vibrations
libres pour les plaques reposant sur ou sans fondations élastiques en utilisant la méthode de
quadrature différentielle et la solution en série, en prenant comme conditions d’appuis, deux
bords opposés simplement appuyés et les deux autres sont pris quelconques. Ait Atmane et al.
[32] ont étudié I’effet des fondations élastiques a deux paramétres et la distribution des propriétés
des matériaux sur la vibration libre des plaques FGM en utilisant une théorie de déformation de
cisaillement plus élevée. Sobhy [33] a étudié 'effet des fondations élastiques sur le flambement
et les vibrations libres de plaques sandwich avec une variation matérielle exponentielle et sous
diverses conditions aux limites. Taibi ef al. [34] ont étudié le comportement de déformation
thermomécanique des plaques sandwich reposants sur une fondation élastique de Pasternak-
Winkler, basée sur une déformation de cisaillement raffinée. Zhang et al. [35] ont étudié le
comportement dynamique de plaques quadrilatérales composites renforcées par des nanotubes
de carbone fines et modérément €paisses reposant sur des fondations €lastiques en utilisant une
méthode améliorée des moindres carrés de Ritz. Chakraverty et Pradhan [36] ont étudié les
vibrations libres des plaques minces a gradient de propriétés, reposant sur des fondations

¢lastiques et soumises a différentes conditions d’appuis. Les différentes théories de cisaillement
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raffinées pour I’étude des vibrations, du flambage, de la flexion et de I’hygro-thermo-mécanique
des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques ont été étudiées par Zidi et al. [17],

Akavci [37], Khalfi et al. [38], Lee ef al. [39], Mahmoudi et al. [40].

L'objectif principal de cette theése est d'étudier l'effet de la fondation élastique sur le
comportement statique et dynamique des structures non homogenes. Pour une fondation
¢lastique, nous cherchons a utiliser les différentes approches et la précision de la modélisation
du comportement des sols. Dans la plupart des recherches, la fondation élastique est censée avoir
une réponse uniforme, cependant, en fait, les couches de sol sont hétérogénes ; nous nous
concentrons sur ce point et son effet sur le comportement mécanique des structures. Comme
deuxiéme travail, une théorie basée sur la déformation de cisaillement d'ordre supérieur pour
¢tudier les vibrations, la propagation des ondes et le comportement statique des ¢léments plaques
a été proposée. Cette théorie actuelle n'a que quatre inconnues contre d'autres théories qui ont
cinq inconnues ou plus. Les propriétés des matériaux des plaques fonctionnellement graduées
sont supposées varier continuellement a travers 1'épaisseur selon différents modeles de
distribution. Les équations d'équilibre des plaques, reposant sur la fondation élastique, sont

dérivées en utilisant le principe des travaux virtuels appelé, aussi, principe d’Hamilton.
Le travail est organisé en cinq chapitres :

Le premier chapitre de ce travail consiste a une étude bibliographique portant sur les
matériaux non-homogenes de type FGM. Tout d'abord, 1'histoire, le développement et la
définition générale des matériaux a propriétés graduellement variables sont présentés. Nous
décrivons I'évolution de la recherche scientifique sur ce type de matériau durant plus de 30 ans
et nous évoquant, aussi, les pays émergeant dans la recherche scientifique a ce sujet. Ensuite,
nous discutons de l'idéalisation mathématique des FGM et des modeles micromécaniques des
FGM, qui donnent une explication plus ou moins réaliste sur la distribution spatiale du matériau
de base selon différentes approches. Nous présentons ensuite une revue des techniques utilisées

pour fabriquer les FGM et les applications de ses matériaux.

Le second chapitre présente une étude bibliographique sur les théories de modélisation de
structures non-homogenes reposant sur fondations élastiques. Les théories monocouches
équivalentes, les théories de Zigzag et formulation unifiée de Carrera (CUF) sont présentées.
Nous nous sommes concentrés sur des théories monocouches équivalentes. Pour les approches
de modélisation de la fondation élastique visant a représenter le sol, le model Winkler Pasternak

est utilisé.
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Le troisieme chapitre s'intéresse au développement d'une formulation mathématique pour
¢tudier l'effet de la variation de la raideur de la fondation sur le comportement dynamique des

plaques FGM basées sur une théorie d'ordre supérieur et considérant 1'effet de cisaillement.

Le chapitre quatre est consacré a 1'étude de la propagation des ondes dans les plaques en
FGM reposant sur des fondations ¢élastiques de type Winkler-Pasternak, pour cela, nous avons
développé une formulation mathématique basée sur la théorie de la déformation de cisaillement
d'ordre ¢levé de quatre variables. Enfin, la formulation actuelle sera validée par une étude

paramétrique détaillée.

Le cinquieme chapitre consiste a une présentation d'un mod¢le analytique de flexion de
plaque FGM posée sur des fondations élastiques variables, en utilisant la théorie de la
déformation de cisaillement sinusoidale a quatre variables. Nous allons proposer une formulation
probable qui décrira la variation spatiale de la raideur sous la fondation. Avant de faire une
validation et une étude paramétrique concernait 1’effet de variabilité de la raideur des fondations

sur le comportement statique des plaques confectionnées en FGM.

Nous terminerons la thése par une conclusion générale reflétant le contenue de la these, ainsi

que des perspectives pour de futurs chercheurs inspirées au cours de ce travail.

6



Chapitre I : Généralités sur les matériaux

non-homogénes de type FGM




I.1 Introduction

Les composites traditionnels résultent de la combinaison de deux matériaux ou plus,
résultant généralement en des matériaux qui offrent des avantages par rapport aux matériaux
conventionnels. Lors de I'observation a 1'échelle macroscopique, les composites standards (par
exemple stratifiés) ont une interface nette entre les matériaux constitutifs, ce qui peut provoquer
des problémes tels que la concentration et la diffusion des contraintes (si une onde se propage a
l'intérieur du matériau), entre autres. Le matériaux a gradient de propriété (en anglais nommé
FGM=functionally graded materials) représente une nouvelle classe de composites avancé
constituée d'un motif gradué de composition de matériau et / ou de microstructures [41]. Un
matériau a gradient de propriétés (FGM) est un type des matériaux composites avancé. Cette
conception est destinée a tirer parti de certaines caractéristiques souhaitables de chacune des
phases constitutives. Par exemple, si le FGM doit étre utilisé pour séparer des régions de
température élevée et basse, il peut étre constitué de céramique pure, a I'extrémité la plus chaude,
en raison de la meilleure résistance de la céramique aux températures plus élevées. En revanche,
l'extrémité la plus froide peut étre en métal pur en raison de ses meilleures propriétés mécaniques

et de transfert de chaleur.

1.2 Histoire des matériaux a gradient de propriétés

Bien que le concept de FGM, et notre capacité a les fabriquer, semble étre une invention de
l'ingénierie avancée, le concept n’est pas nouveau. Ces sortes de matériaux se trouvent bien dans
la nature. Quelques exemples de FGM naturelles ont ét¢ inclus dans la Figure 1.1[42] pour
illustration. Les os ont un classement fonctionnel. Méme notre peau est également classée pour
fournir une certaine ténacité, des qualités tactiles et €lastiques en fonction de la profondeur de la

peau et de I'emplacement sur le corps.

Les constituants de FGM congus par les humains impliquent généralement deux phases de
matériau isotrope ; bien qu'un nombre quelconque de configurations chimiquement et
spatialement compatibles soit possible. Ces composants comprennent souvent les alliages
techniques de magnésium, d'aluminium, de cuivre, de titane, de tungsténe, d'acier, etc. et les
céramiques de structure avancées telles que la zircone, l'alumine, le carbure de silicium et le
carbure de tungsténe. Quelques exemples de composants de FGM d'ingénierie humaine

actuellement en cours de développement sont également inclus dans la Figure 1.1[42].



Boitier de fusée

Arbre de bambon FGM Céramique-métal

Figure 1.1 Quelques exemples de FGM d'origine naturelle et congu par les humains [42].

1.3 Développement de FGM

Le concept de gradation dans la composition des matériaux a été proposé pour la premiere
fois par Shen et Bever [43] pour les matériaux composites et polymeres. La plupart de ces
matériaux étaient utilisés comme matériaux de revétement pour améliorer la force de liaison et
réduire les contraintes thermiques. La premiére application pratique FGMs a été réalisée en 1984
au National Aerospace Laboratoires du Japon pour créer des coques carrées pour la base du

fuselage et des bols hémisphériques pour les cones d'un avion spatial.

En général, les structures aérospatiales sont censées fonctionner a des températures de
service cibles de 2100 °K et un gradient de température de 1600 °K sur une section de moins de
10 mm [44]. 1l n'existe actuellement aucun matériau industriel capable de supporter de tels
gradients a haute température sans perdre leur intégrité structurale. Par conséquent, I'idée unique
de la gradation de la composition du matériau a été congue en utilisant un matériau céramique
résistant a la chaleur sur le c6té haute température et des métaux durs avec une conductivité
thermique €levée de 'autre coté, faisant varier graduellement la composition de la céramique au
métal. Ces matériaux a gradient de propriétés ont l'avantage des propriétés physiques et
chimiques des deux matériaux, augmentant ainsi la force de liaison et réduisant les contraintes

inter faciales, les contraintes thermiques et les forces d'entrainement des fissures [45].
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Chapitre I : Généralités sur les matériaux non-homogenes de type FGM

1.4 Evolution de la recherche scientifique autour des FG-Matériaux

Des recherches approfondies ont ét¢ menées dans le domaine des matériaux a gradient
propriété (FGM) en tant que matériaux et structures. Le nombre de publications dans ce domaine
de recherche a augmenté d’une maniére exponentielle au cours des vingt derni¢res années. La
Figure 1.2 (A) illustre le nombre annuel de publications sur les FGMs fournies par le moteur de
recherche de Scopus. La Figure 1.2 (B) illustre également la contribution de différents pays a la

création de connaissances dans ce domaine.

(A) 1200
1000
B
S 800
.3 600
o
5
§ oo
=
200 N i
0 Ii ii |i li il S
2016 2014 2012 2010 2008 2006 2004 2002 2000 1998 1996 1994 1992 1990 1988 1986 1984 1982 1980
Années
(B) Corée du Sud
Allemagne .Ang.lererre _
. Turqme_

Australie

Italie

oz Canada
‘apon Hong K:y Pologne
France
Egy Singapour

Russie
Iran Slovaquie
Portugal
Algérie
Vietnam

Brésil

Figure 1.2 (A) Le nombre annuel de publications sur les matériaux a gradient propriété (FGM), telles que

fournies par le moteur de recherche de Scopus (a partir de juillet 2016).

(B) Génération de connaissances dans le domaine des matériaux a gradient propriété [46].
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1.5 Matériaux a gradient de propriétés

Les matériaux a gradient de propriétés sont une nouvelle génération de matériaux d'ingénierie
dans lesquels les détails microstructuraux varient spatialement a travers une distribution non
uniforme de la (des) phase(s) de renforcement, en utilisant un renforcement avec différentes
propriétés, tailles et formes, ainsi qu'en inter-changeant les roles des phases de renforcement et de
la matrice d'une maniere continue. Le résultat est une microstructure qui présente des propriétés
thermiques et mécaniques continuellement ou discrétement changeantes a 1'échelle macro ou

microscopique (voir Figure 1.3).

Ce nouveau concept d'ingénierie microstructurale des matériaux marque le début d'une
révolution a la fois dans la science des matériaux et dans la mécanique des matériaux, car elle
permet d'intégrer pour la premicre fois les considérations matérielles et structurelles dans la
conception finale des composants structuraux. L'intérét croissant des matériaux FGM, congus a
l'origine au Japon, est attesté par le grand nombre de récentes conférences et numéros spéciaux de

revues techniques consacrées a 1'analyse, la conception et la fabrication de ces matériaux.

La fabrication des FGM peut étre envisagée en mélangeant deux phases distinctes de
matériaux, par exemple, un mélange distinct du métal et de la céramique. Souvent, les
informations précises sur la forme et la distribution des particules peuvent ne pas Etre
disponibles ; ainsi, il est primordial de connaitre les propriétés matérielles effectives ; a savoir,
Les modules d'¢lasticité, les modules de cisaillement, la densité, etc. Des composites gradués
sont évalués sur la base de la distribution de la fraction volumique et de la forme approximative

de la phase dispersée.

Purement de Cu
Cu avec l'inclusion de Ni
Transition de Cu a Ni

Ni avec l'inclusion de Cu

Purement de Ni

Figure 1.3 Microstructure d'une FGM graduée en nickel(Ni)-cuivre (Cu) [18].
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Chapitre I : Généralités sur les matériaux non-homogenes de type FGM

Une description détaillée des microstructures réellement calibrées n'est généralement pas
disponible, sauf peut-étre pour des informations sur la distribution des fractions volumiques.
Puisque la fraction volumique de chaque phase varie progressivement dans la direction de la
gradation, les propriétés effectives des FGM changent dans cette direction. Par conséquent, nous

avons deux approches possibles pour modéliser FGM.

1.5.1 Variation discontinué (par couche)

Pour le premier choix, on suppose une variation par couche de la fraction volumique de
céramique ou de métal et on suppose que les FGM sont stratifiés avec la méme fraction
volumique dans chaque région, c’est-a-dire des couches céramique-métal quasi homogenes

(Figure 1.4b).

1.5.2 Variation continué

Pour le deuxiéme choix, on suppose une variation continue de la fraction volumique de
céramique ou de métal (Figure 1.4a). La majorité des structures FG sont constituées de deux
phases dont les fractions volumiques varient progressivement. Par conséquent, les fonctions
utilisées pour déterminer la distribution des fractions en volume des constituants matériels de ces

structures revétent une importance significative.

Gradation des matériaux
Gradation des matériaux

Figure 1.4 Choix de modéle pour la variation graduelle du FGM [4]

a) modéle continu b) modéle discontinué.
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Chapitre I : Généralités sur les matériaux non-homogenes de type FGM

1.6 Fraction volumique et microstructurale du matériau

Les échantillons de FG obtenus a partir du processus ci-dessus ont été sélectionnés de
maniére aléatoire afin de sectionner I'épaisseur et, par la suite, examiner la qualité de la zone
coupée. Ensuite, les échantillons ont ét¢ montés avec de la résine époxy avant d'étre broyés et
polis avec du papier sablé et de la pate de diamant, respectivement. Des images des surfaces
polies, obtenues par microscope optique de type Nikon 200 et une caméra numérique, utilisées
pour caractériser les phases alumine pure et époxy [47]. Une telle image en coupe est illustrée a
la Figure 1.5. Une mesure des surfaces (technique surfacique) dans la section transversale a donné
les pourcentages de composition du matériau dans chaque région classée. Les surfaces supérieure

et inférieure sont appelées respectivement les couches d'alumine pure et de résine époxy [47].

Al,0; 100%-Epoxy 0%

Al0s  AL,0; 70%-Epoxy 30%
Porosité nesn
Al;0; 40%-Epoxy 60%
Epoxy ,

Al,O; 20%-Epoxy 80%

Al,0; 0%-Epoxy 100 %

Figure L5 Fractions de volume de matériau de la région graduée a travers 1'épaisseur [47].

= FGM en couches = [} = Prédiction

0.9 : <
0.8 z

07 4

0.6 e

0.4

0.3 [ ;
0.2 —Z ’l

0.1 '.'l

D C\. L] L) ) 1
-0.5 -0.3 -0.1 0.1 0.3 0.5

Figure 1.6 Fraction volumique d'alumine (7.) de I'échantillon et son profil de matériau prévu

(h=3 mm, n=1,3) [47].
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Quelques pores ont été découverts en raison d’une infiltration époxy imparfaite. Sur les
Figures 1.5 et 1.6, on peut voir des couches distinctes, avec des changements progressifs dans la
composition du matériau plutdt qu'une variation continue sur toute I'épaisseur de l'échantillon.
Cependant, dans I'analyse théorique, les propriétés du matériau et la fraction volumique sont
supposées obéir a la distribution continue de la loi de puissance [47]. Par conséquent, la fraction
volumique ou l'indice de loi de puissance (1) est nécessaire pour calculer les composants de
rigidité et de moment d'inertie du matériau. Ci-dessus, 1'équation permettant d'obtenir le

parametre (n) a partir de I'échantillon stratifié a notation fonctionnelle :

Y (V)
Zflln{?ﬂ (L1)

Ou, n est le nombre de couches dans la région graduée. La combinaison des compositions
de matériaux de la Figure 1.6 avec 1'équation (I.1), donne la valeur n = 1,3. Cette valeur de (1)
avec est utilisée dans les relations de loi de puissance, Les formules les plus applicables

concernant la gradation des matériaux a travers les FGM sont données [48-51], ci-dessous :

V= G + %J (1.2a)

V.=1-V, (1.2b)

Ou, /& est I'épaisseur de la structure et n est I’exposant de volume fraction, qui commande le
profil de variation du matériau a travers 1'épaisseur de la couche de FGM. Comme le montre la
Figure 1.5, la modification de la valeur de n génére un nombre infini de distributions de

composition.

La fraction de volume peut étre représentée avec d'autres fonctions suivant des paramétres

constants qui dictent la répartition des matériaux comme suit :

Mode¢le trigonométrique [52] :
‘ 1 Z n
V =sin*|| - += 1.3
a1 o

Modg¢le a trois parametres de Viola-Tornabene [52]:

1 =z 1 =z d
Vr[g‘g”{?g” (1.4)



Modg¢le a quatre parametres Viola-Tornabene [52] :

1 =z 1 =z gl
1‘“[5‘2)“{5*2]] (LS)

Ou a, b et ¢ sont des paramétres constants qui dictent la répartition des matériaux dans la

V =

1

structure FG.

Modele a quatre parametres [52] :

()]

Modgele trigonométrique a cinq parametres [52] :

V4
1 o . [nrz
V =C|=-Zsin| =
! {2 281n[h +¢H (L.7)

Modgele trigonométrique a cinq parametres pour les FGM 2D [52]:

4
N P I R .| 1,7y
vV, = |:1 sm[ L + (pf}sm [_Ll/ + (pUJ} (L8)

ouy.n, ¢, a, @et psont des parametres de contréle qui déterminent le modele de

variation du matériau via la structure FG.
Afin de modéliser avec précision les propriétés du matériau de FGM, les propriétés doivent
étre a la température et dépendant de la position. Ceci est réalisé en utilisant une simple regle

d'un mélange de matériaux composites (modele Voigt). Les propriétés matérielles effectives P,
de la couche FGM, telles que le module de Young F , et le coefficient de dilatation thermique

o peuvent alors étre exprimées comme suit :

P = 2P Vi (1.9)

J=1

Ou P etV sont les propriétés du matériau et la fraction volumique du matériau constitutif

j et la somme des fractions volumiques de tous les matériaux constitutifs fait 1, a savoir :

V,=1 (1.10)

J=1
Les différentes approches analytiques disponibles dans la littérature pour la modélisation des

FGM sont présentées dans les sections suivantes.



1.7 Idéalisation mathématique des matériaux de type FGM

Bien que les FGM soient trés hétérogenes, il sera tres utile de les idéaliser en tant que continua,
leurs propriétés mécaniques évoluant de maniére réguliére par rapport aux coordonnées spatiales.
Les schémas d'homogénéisation sont nécessaires pour simplifier leurs microstructures hétérogenes

complexes afin d'analyser le FGMS de maniere efficace.

Cette idéalisation permet d’obtenir des solutions en forme close de certains problemes
fondamentaux de la mécanique des solides. Elle contribuera également a 1’évolution et au
développement de modeles numériques des structures constituées de matériaux graduées. Il
convient de noter que la distribution du matériau dans les structures a gradient de propriétés peut
étre congue selon diverses spécifications spatiales. Un FGM typique représente un composite

particulaire avec une distribution prescrite de fractions volumiques des phases constituants.

On suppose généralement que les propriétés du matériau suivent I’évolution graduelle de
I’épaisseur de maniére continue. Deux types de variations / gradations sont populaires dans la

littérature qui couvre la plupart des modeles analytiques existants.

1.7.1 Loi de puissance

Cette méthode d'estimation est basée sur la régle linéaire du mélange et a été largement
utilisée dans la littérature pour étudier la réponse des structures FGM (Praveen et Reddy [53],
Shariat et Eslami [54]). Il s'agit de I'un des mod¢les les plus simples et les mieux établis dans
lesquels les propriétés des matériaux sont classées sur 1'épaisseur (h) de la plaque FGM de la
surface riche en métal (z=-h / 2) vers le haut (z=h/ 2) surface riche en céramique en modifiant
la fraction volumique des constituants [55-57]. La variation de la propriété du matériau en

fonction de la position dans la direction de I'épaisseur est donnée par,

P

P()=P +(P -P)|1+2 (L11)
m c m 2 h

Ici, P(z)désigne une propriété typique du matériau, a savoir, le module d'élasticité de Young

(E), le module d'¢lasticité au cisaillement (G), le coefficient de Poisson (), la densité de matériau

(@), etc. Des structures fabriquées. Des FGM. «h» est I’épaisseur totale de la structure. « p » et
«p» sont les propriétés des matériaux situes au plus haut (z = + & /2) et au plus bas (z = & / 2).

"2 "Dans le modele exponentiel, et "p" dans le modéle de puissance sont les indices de



classement des matériaux, respectivement. La schématisation de cette loi est montrée dans la

Figure 1.7.
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Figure 1.7 Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM

1.7.2 Loi d’exponentielle

Plusieurs chercheurs ont adopté cette loi pour prédire le comportement statique et dynamique
des structures de FGM. Pour une structure en FGM d'épaisseur uniformern , les propriétés
typiques du matériau «P (z)» en tout point situé a une distance z de la surface de référence sont

données par :

L
p@):pexp[g[%ﬁn Oa A=l (112)

t 9 s
P(z) est les propriétés dans la direction z, pet psont les propri€tés a la surface inférieure et
»
supérieure, respectivement. La loi exponentielle, montrée dans la Figure 1.8, est le plus

couramment utilisée dans les études de mécanique de la fracture [58-60].

La distribution des matériaux via la loi exponentielle a une autre formulation [32, 61], ou

elle peut étre exprimée comme suit,

P(z) =P, exp(n[%+ %]]7 Ou n=0..0 (1.13)
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Figure 1.8 Variation de la fraction volumique dans une plaque E-FGM

1.7.3 Loi de sigmoide

Cette méthode est plus applicable dans les plaques FGM en couches, c'est-a-dire les plaques
FGM avec de la céramique au centre et graduées sur le métal des deux cotés ou vice versa. Dans
de tels cas, si une seule fonction de loi de puissance est utilisée, les concentrations de contraintes
apparaitront aux interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement. Par conséquent,
la distribution réguliere des contraintes aux interfaces est assurée en définissant la fraction
volumique a 'aide de deux fonctions de loi de puissance, également appelée fonction sigmoidale
[62-65]. La variation de la fraction volumique des constituants du plan médian a la surface

supérieure ¢ () et de la surface inférieure au plan médian g4 (») de la plaque est exprimée comme

suit ;

91(2)21—[h/2_z] for 0<z<h/2

1 h/};/2 ! (I.14)
+z
QQ(Z)ZE( h /o Jfor -h/2<2<0

En outre, les propriétés efficaces du matériau sur 1'épaisseur de la plaque sont calculées en
utilisant une fonction de loi de puissance basée sur la régle du mélange en utilisant une fonction
de fraction volumique appropriée dans la direction de 1'épaisseur. En outre, la composition
optimale des constituants peut étre obtenue en faisant varier le parametre de loi de puissance. La

Figure 1.9 montre la variation des propriétés suivant I’épaisseur de la plaque en S-FGM.
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Fraction volumique

Figure 1.9 Variation de la fraction volumique dans une plaque en S-FGM

1.7.4 Plaques sandwich en matériau de type FGM
Dans ce modele illustré, les matériaux sandwich sont composés d'un noyau FGM avec des
peaux en céramique et en métal a la surface supérieure et inférieure de 1'épaisseur (h),
respectivement et le deuxiéme concept est inverse du premier, par exemple un noyau homogeéne

avec un FGM peaux a la surface supérieure et inférieure de I'épaisseur [66, 67]. Les propriétés

matérielles effectives (E, v, p) sont basées sur la régle de mélange :

m K3

P(z)=P +(P. - P )V (2) (1.15)
Ou

P et p sont les propriétés matérielles du metal et de la céramique. Les proprietes matérielles

du sandwich sont réparties dans les deux cas suivants :

1.7.4.1 Plaques sandwich avec noyau en FGM

Les faces supérieure et inférieure sont en céramique et en métal, tandis que le noyau est
gradué¢ de métal en céramique (Figure 1.10 a). La fonction de fraction volumique du matériau

céramique de la i couche V (z) est definie par :
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Z_h n
V.(2)= ! h <z<h, I.16
z(z) h2 —hlJ 1 Z 9 ( )
V,(2) = h, <z<h

1.7.4.2 Plaques sandwich avec faces en FGM
La face supérieure et inférieure de la céramique, tandis que pour noyau est en céramique
(Figure 1.10b). La fonction de fraction volumique du matériau céramique de la i couche V (2)

est définie par :

h, —h, !
VQ(Z):l hl SZSh2 (117)
Z h3 n
V,(2) = — h, <z <h,
2 3
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(a) Noyau en FGM (b) Facettes en FGM

Figure 1.10 Variation de la fraction volumique dans une plaque Sandwich-FGM

1.8 Modé¢les micromécaniques des matériaux de type FGM

Plusieurs modeles de micromécanique ont été développés au fil des années pour déduire les
propriétés effectives de matériaux composites homogenes sur le plan macroscopique. Les
approches analytiques, a la fois la méthode des ¢léments finis et les modeles micromécaniques
sont fréquemment utilisées pour la modélisation des FGM. Les sujets les plus importants de la
modélisation des FGM sont : la déformation ¢lastique, la déformation plastique, le fluage a

température €levée, la propagation de la fissure, etc.



1.8.1 Modéle d’auto-cohérence

Cette méthode décrit ses estimations en résolvant un probléme ¢élastique dans lequel une
inclusion ellipsoidale est intégrée dans une matrice possédant les propriétés matérielles effectives
des composites [46]. Cette méthode suppose que chaque inclusion de renforcement est incorporée
dans un matériau de type continu dont les propriétés effectives sont celles du composite. Cette
méthode ne fait pas la distinction entre les phases de matrice et de renforcement, et les mémes
modules globaux sont prédits dans un autre composite dans lequel les roles des phases sont
¢changés. Cela le rend particulierement approprié€ pour déterminer les modules efficaces dans les
régions qui ont une microstructure squelettique interconnectée, comme le montre la Figure I.11a.
11 s'agit d'une méthode analytique rigoureuse applicable aux matériaux composites isotropes a

deux phases. Les modules localement efficaces par la méthode auto cohérente sont donnés

comme suit :
s Y v,
K K-K, K-K
” v v, (1.18)
- = +
G G-G, G-G,
Ou
0=3-5n=K/(K+4G) (1.19)

Ce sont des expressions implicites pour les inconnues k et ¢. L’équation (I.18) peut étre

résolue pour xen termes de fraction volumique pour obtenir :

K= e
Vi v, / (1.20)

+
K +4%G K +4%G

Et ¢ est obtenu en résolvant 1'équation quartique suivante :

‘/IKI V2K2 ‘/IGQ V2G1
0= + + + +2 (1.21)
K +4G K,+4G \G-G, G-G,

1.8.2 Modéle de Mori-Tanaka

Le schéma d'estimation des modules effectifs de Mori—Tanaka est applicable aux régions de
la microstructure graduée qui ont une matrice continue bien définie et une phase particulaire
discontinue, comme la montre la Figure 1.11b. Il prend en compte l'interaction des champs
¢lastiques entre les inclusions voisines. On suppose que la phase matricielle, désignée par 1'indice

1, est renforcée par les particules sphériques d'une phase particulaire, désignée par l'indice 2.



Figure 1.11 Matériau biphasé avec (a):une microstructure squelettique et (b): une microstructure particulaire

[68].

Dans cette notation, ket ¢ repreésentent le module de masse et le module de cisaillement

respectivement, et v la fraction volumique de la phase matricielle. i, et ¢, correspondent aux

propriétés du matériau et v a la fraction volumique de la phase particulaire. Les estimations

suivantes du module de masse en vrac local efficace X et du module de cisaillement G sont utiles

pour une distribution aléatoire de particules isotropes dans une matrice isotrope :

v,
K=K +(K,-K,)- ;[K 5]
2 1

t+[1-v.] 3K, + 4G,

Dans lequel,
__q[wq+8q]
6K, +2G,]

Le module de Young effectif et le coefficient de Poisson peuvent étre donnés :

_ 9KG
I 3K +G@G

3K - 2G
e
! 2@K+G)

(1.22a)

(1.22b)

(1.23)

(1.24)



1.8.3 Modéle de Tamura — Tomota — Ozawa

Basé sur une regle de mélanges, Tamura et al. [69] ont proposé un modele simple (modéele
Tamura—Tomota—Ozawa (TTO) pour décrire les courbes de contrainte-déformation de matériaux
composites. Leur modele a été utilisé pour étudier les FGM par Williamson et al. [70],
Giannakopoulos et al. [71] et Carpenter et al. [72]. Le modéle TTO associé aux contraintes uni
axiales et aux déformations (&) uni axiales moyennes correspondantes du composite des deux

matériaux constitutifs est donné comme suit :

o=Vo +V,o,

e=Ve +Ve, (1.25)
Ou o et ¢ (i=12) sont les contraintes et déformations moyennes des phases
constituantes, respectivement, et v (7 = 1,2 ) sont des fractions volumiques.

Le modele TTO introduit un parameétre supplémentaire, q, pour représenter le rapport
contrainte / transfert de contrainte,

q=o-1_o-2, 0<g<o
= (126)

Il est clair que ¢ >0 et ¢ —> oo g-N correspondent a la moyenne des propriétés avec

contraintes égales et déformations égales, respectivement. Le module de Young du composite

peut étre obtenu a partir des équations (1.25) et (1.26) comme :

-1
+FE +F
E=| VB (1-1) x| v, E 2 4 (1-1) (1.27)
q+E, q+E,

Ou, (7 = 1,2 ) sont les modules de Young des phases constitutives de base.

Pour les applications du modéle TTO aux composites céramique/métal (fragiles/ductiles),

la limite d'¢lasticité¢ du composite o, est donnée par :
g+ EE
o (V)=0c, |V +———(1-V 1.28
() m[2q+ag( ) (1.28)
Ou ¢, est la limite d'¢lasticité du métal (phase 2).
L’idéalisation du métal en tant que matériau bilin€aire a module tangent 7, conduit a un

composite bilinéaire a module tangent suivant#,

-1

+E +FE

H=|VH, 2 (1-7,) x| v, = 4 (1-1;) (1.29)
g+ H q+H,
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La Figure 1.12 montre le schéma de la courbe contrainte-déformation du composite décrit
par le modele TTO.

Lorsque le métal suit une relation de loi de puissance avec un exposant n =2, les équations

non linéaires suivantes déterminent la courbe de contrainte-déformation du composite,

e VE &+(Q+V2E1>E&(&T

&, q+E o (q+E])E'2 o, | o,

(1.30)

Va+k o, Vb %[g]"
2

o
o, q+E o, (q+E’1)E2 o, | o,

Oueg =0, /E,cte =0, /E designent les contraintes de rendement du metal et du
composite, respectivement.

La constante q dans le modele TTO régit l'interaction des constituants dans un FGM.

Dans les applications, q peut étre déterminé approximativement par un étalonnage expérimental.
c

A

Phase 1 (fragile) Composite
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Figure 1.12 : Schéma de la courbe contrainte — déformation pour le modele TTO [73].
1.8.4 Modé¢le de limites Hashin—Shtrikman

Etant donné que les propriétés effectives d'un matériau composite sont estimées a l'aide de
mode¢les micromécaniques tels que les modeles auto cohérents et de Mori — Tanaka décrits ci-
dessus, il est important de définir des limites pour ces propriétés. Pour un matériau composite a
deux phases, Hashin et Shtrikman [73] ont déduit les limites suivantes pour les modules de

cisaillement et de volume efficaces.
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Ou G et g sont les bornes inférieures et G, K, sont les limites supérieures des modules

de cisaillement et de volume, respectivement, lorsque x| > K , G, > G-

1.9. Méthodes de fabrication des matériaux de type FGM

Il existe différentes méthodes physiques et chimiques pour la fabrication de FGM, en
fonction du type de matériau, de l'application et des commodités accessibles. Les méthodes de
traitement des FGM peuvent étre classées en deux grandes catégories basées sur le traitement
constructif et le transport de masse [74, 75]. Dans la premiére catégorie, la section FGM est
construite couche par couche en commengant par une distribution appropriée dans laquelle les
gradients sont littéralement construits dans l'espace. L'avantage de cette technique est de
fabriquer un nombre illimit¢ de gradients. Parallélement, dans la deuxieéme catégorie, les
gradients au sein des composants dépendent de phénomenes de transport naturels tels que
I'écoulement d'un fluide, la diffusion d'espéces atomiques ou la conduction thermique.
Cependant, les progres de la technologie de l'automatisation au cours des deux derniéres
décennies ont permis de proposer des processus de gradation constitutifs réalisables sur les plans

technologique et économique.

Les techniques existantes et les plus récentes de fabrication des FGMs sont détaillées et
I’apercu des processus de traitement est présenté dans le tableau I.1. Parmi ces exemples, une

procédure est détaillée ci-dessous.

1.9.1 Technique de dépdt en phase de vapeur

Les techniques de dépot en phase vapeur décrivent diverses méthodes de dépot sous vide
pouvant étre utilisées pour produire des films minces sur les matériaux de base. Toutes ces

techniques ne peuvent étre utilisées que pour produire des FGM minces. Les différents types de



techniques de dépdt en phase vapeur comprennent le dépdt physique en phase vapeur (PVD) et

le dépot chimique en phase vapeur (CVD). Ceux-ci sont énergivores et produisent des jauges

toxiques comme sous-produits [74].

Parmi les autres techniques basées sur le dépot qui peuvent déposer des revétements minces

a gradient de propriétés, on peut citer le dépot par faisceau d'¢lectrons (EBD), le dépot par poutre

d'ions (IBD) et la synthése a haute température se propageant automatiquement [76]. Toutes les

méthodes mentionnées ci-dessus ne sont pas économiques pour produire des FGM en vrac.

Tableau I.1 Apergu des processus de traitement [77, 78].

Variabilité
Polyvalence dans Polyvalence dans
de la Type de )
M¢éthode le contenu de la la géométrie des
fonction de FGM
- phase composants
transition
Empilement de poudre Trés Bien Trés Bien Masse Modéré
Empilement de poudre Trés Bien Trés Bien Masse Modéré
Laminage de feuilles Trés Bien Trés Bien Masse Modéré
Pulvérisation de poudre humid¢ Trés Bien Trés Bien Enrobage Bien
Trempage du lisier Trés Bien Trés Bien Masse Trés Bien
Solidification par jet Tres Bien Trés Bien Enrobage Modéré
PVD, CVD Trés Bien Modéré Masse Bien
Processus GMFC Tres Bien Treés Bien Masse Bien
Filtration / coulée en barbotine | Trés Bien Tres Bien Masse, Tres Bien
Enrobage
Revétement laser Tres Bien Tres Bien Masse, Bien
Enrobage

Projection thermique Bien Trés Bien Masse Pauvre
Sédimentation Modéré Tres Bien Joindre Bien
La diffusion Modéré Modéré Masse Pauvre
Solidification dirigée Modéré Bien Masse Bien
Gradation électrochimique Modéré Bien Masse Bien
Moussage de polymere Modéré Bien Masse Bien

1.9.2 La métallurgie des poudres

Une technique basée sur la métallurgie des poudres peut étre utilisée pour produire des FGM

de type en vrac a structure discontinue (par étapes). Le processus est effectué¢ en utilisant des

¢tapes comprenant la pesée et le mélange de la poudre selon la distribution spatiale prédéfinie

selon les exigences fonctionnelles, I'empilement et le pilonnage des poudres pré-mélangées, et

enfin le frittage [79].



1.9.3 Méthode centrifuge

La méthode centrifuge est capable de produire des FGM en vrac a structure continue. Il
utilise la force de gravité a travers le filage du moule pour produire des matériaux a gradient de
propriétés [80]. La différence de densité de matériau et de rotation du moule produit des FGM.
Cette méthode présente deux inconvénients : cette méthode ne peut produire que des FGM de

forme cylindrique et il existe une limite quant au type de gradient pouvant étre produit.

1.9.4 Méthode de fabrication des formes solides quelconques

La méthode de fabrication de formes libres ou quelconques (SFFM) est ['une des
technologies de pointe permettant de produire des objets physiques directement a partir des
informations générées par ordinateur des pi¢ces. La fabrication de matériaux a gradient de
propriétés est I’application la plus remarquable de cette méthode, car cette méthode représente
de manicre détaillée la distribution variée des matériaux dans la géométrie et son aptitude a
controler la composition interne des composants [79, 81]. Solid Freeform est un processus de
fabrication additive qui offre de nombreux avantages, notamment [82]. La plus grande vitesse de
production, moins énergivore, utilisation maximale du matériau, et capacité a produire des
formes et des dessins complexes. Les procédés au laser utilisent principalement la méthode SFF

dans la fabrication de matériaux a gradient de propriétés [83].

1.10 Domaines d’application des matériaux a gradient de propriétés

L'intérét pour les applications des FGM s'explique par leurs caractéristiques supérieures a
celles des matériaux composites traditionnels. Apres plus de 30 ans de recherche, les applications
des FGM ont des effets a la fois attendus et inattendus au profit de la société. La plupart des
avantages de ces matériaux dépendent du fait qu’ils peuvent étre adaptés aux besoins, ce qui
¢largit considérablement les outils bien utilisés de la science des matériaux. Les FGMs sont
utilisés dans I’aérospatiale, mais au cours des derni¢res décennies, les chercheurs ont montré son
application dans d’autres domaines, tels que les matériaux industriels, structure en génie civil,
I’optoélectronique, les biomatériaux et les matériaux énergétiques, comme le montre la Figure
I.13. Les FGM sont trés prometteurs dans des conditions de fonctionnement et de chargement
difficiles. Les applications actuelles des matériaux a gradient de propriété dans le domaine du

génie civil sont les suivantes :

e Les murs structurels combinent deux fonctions ou plus, notamment l'isolation thermique et

phonique.



e Construction d’édifices et d’ouvrage d’art léger ;

e Renforcement structurel d’édifices existants, afin de respecter de nouvelle norme ou en
prévision d’utilisation nouvelle d’un batiment (ajout d’étage, changement du type
d’exploitation).

e Réalisation de formes de grande portée ;

e Utilisation de produits dérivés du béton avec ajouts de fibre, béton armé avec renfort en fibre
de verre ou de carbone de manicre gradient ;

¢ Elaboration de matériaux hybrides avec des matériaux traditionnels ;

e Structures destinées aux réservations d’eau ;

¢ Panneaux pour murs et planchers ;

Dans le domaine du génie civil, les matériaux composites avancés sont utilisés pour le
renforcement et la réhabilitation d’¢léments structuraux en béton armé, tels que les poutres, les
dalles, les colonnes et les murs. Les premicres recherches sur 1’application de ce nouveau
matériau destinées aux ouvrages de génie civil datent de 1980, bien que ce soit plutdt vers 1990
que le matériau est utilis¢, d’abord sur une base expérimentale, puis progressivement sur une

base commerciale.

1.11 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étalé une bibliographie des matériaux non-homogenes, de type
matériaux composites avancés nommeés, aussi, matériaux a gradient propriété. La définition
générale, le développement et I'histoire des matériaux a gradient de propriétés ont été présentés

en détail.

La variation spatiale progressive des propriétés des matériaux permet de créer des structures
innovantes dans de nombreux domaines d'application. Etant donné que la distribution progressive
du matériau suivant 1'épaisseur de ce type de structures provoque des changements dans leur

comportement.

De plus, nous avons vu de manicre générale différentes méthodes de fabrication des
matériaux a gradient propriété et leur application dans divers domaines de I'ingénierie. Enfin, on
peut conclure que le matériel présenté a attiré les chercheurs dans de nombreux domaines pour

leurs caractéristiques qui ne I'ont pas dans les matériaux conventionnels.

L’appropriation de modéeles de structures bien définis pour l'analyse des FGM doit étre
clarifiée ; plus particulierement les structures épaisses, basées sur les théories de gauchissement,

c'est ce que nous verrons au chapitre suivant.



Chapitre 11 : Revue sur la
modélisation des structures reposant

sur les fondations élastiques




I1.1 Théories de 1a Modélisation des structures

I1.1.1 Introduction

En génie des structures, les matériaux a gradient de propriétés sont principalement utilisés
comme matériaux constitutifs des plaques rectangulaires. Ainsi, ce chapitre est consacré a un
apercgu des théories sur les plaques ¢€lastiques les plus courantes, a partir des théories classiques et
d’autres a ordre élevé. Il est bien connu que ces modeles structurels sont basés sur des hypothéses

concernant la cinématique de déformation ou la contrainte a travers 1'épaisseur de la plaque [84].

En général, ces hypothéses permettent de ramener un probléme tridimensionnel a un probléme
bidimensionnel. Ainsi, ces théories conviennent pour décrire le comportement des plaques minces

et/ou moyennement épaisses et/ou épaisses [84].

Les chercheurs ont utilis¢ différentes approches pour parvenir a I'équation différentielle
régissant une structure. Les modeles d'ordre réduit peuvent étre globalement classés en trois
catégories en fonction de la variable primaire adoptée pour arriver aux équations différentielles

qui régissent leurs cinématiques [85-87].

La premicre est appelée formulation basée sur le déplacement, dans laquelle les variables
primaires sont les déplacements de la surface de référence. Les théories basées sur le déplacement
prend cette appellation car les variables primaires sont liées au champ de déplacement [88]. En
partant de leur champ de déplacement et en supposant des relations de déplacement-déplacement
et constitutives, les contraintes et les déformations sont déterminées. La seconde est appelée
formulation basée sur la contrainte ; ici les variables primaires sont les contraintes membranaires
de la surface de référence. La derniére est appelée formulation mixte ; ici les variables primaires

sont les déplacements du plan de référence et les contraintes transversales.

Les variables primaires sont définies sur la surface de référence ; cependant, la plaque est une
structure physique tridimensionnelle, et donc les variables primaires seront également des
fonctions connues dans le sens de 1'épaisseur. La direction de 1'épaisseur est omise. Les théories
disponibles peuvent étre davantage divisées en modeles basés sur la présupposition. Les théories
présupposées disponibles des plaques stratifiées composites peuvent étre classées selon les
références [89, 90], comme suit:

e Théories monocouches équivalentes (ESL),
e Théories par approche discrétisée layer Wise (LW),
e Formulations unifiées (UF).



I1.1.2 Théories monocouches équivalentes (ESL)
I1.1.2.1 Théorie de Kirchhoff — Love

Kirchhoff [91a], [92b] a développé la théorie des plaques classique (CPT) bien connue. elle
est basée sur I’hypothese de Kirchhoff selon laquelle les lignes droites normales au plan médian
non déformé restent droites et normales au plan médian déformé et ne subissent pas d’étirement
de I’épaisseur [93]. Conformément aux hypothéses cinématiques retenues dans les théories des
plaques classiques (CPT), toutes les déformations de cisaillement transversal et normal

transversal sont nulles. Le champ de déplacement de la théorie se présente comme suit :

ow
u(z,y,t) = vy (2,y,0) —2—
ox

o nt) = vy (@, t) — 2 22 (IL1)
oy

w(z,y,t) = w, (z,y,1)
Ou (o, x, y, z) est le systtme de coordonnées cartésien rectangulaire ; (o x y) est le plan

médian non déformé ; u, v, w sont des déplacements dans les directions x, y, z respectivement ;

Uo, Vo €t wo sont les fonctions inconnues de la position (x, y) (voir Figure I1.1).

Figure II.1 Déformation d'une normale transversale selon les théories classiques.

I1.1.2.2 Théorie de déformation par cisaillement du premier ordre

La théorie classique néglige les déformations de cisaillement transverses et est valable pour
les structures minces. Pour les structures moyennement épaisses, les efforts de cisaillement
transversal ne sont pas négligeables. La prise en compte de déformations de cisaillement
transverses constantes donne I'hypothése de Reissner — Mindlin, qui est plus précise que la théorie
classique pour les plaques et les coques moyennement épaisses. L hypothése de Reissner —
Mindlin est également appelée hypothése de déformation par cisaillement du premier ordre

(FOSD), qui suppose que les lignes droites perpendiculaires a la surface médiane restent droites



apres la déformation, mais pas nécessairement normales a la surface médiane (voir la Figure
I1.2). Maintenant, la distribution des déplacements le long de 1’épaisseur dans le systéme de
coordonnées curviligne suppose le champ de déplacement suivant,

w(®,y,t) = u,(z,y,t) + 24, (2,y,1)

v(@,y,t) = v, (z,9) + 24, (2,9, 1) (11.2)
w(z,y,t) = w(z,y,1)

Ou u,, vo et wo sont les fonctions inconnues des coordonnées x et y ; x et y sont les rotations

d'une normale transversale autour de 1'axe des y et de I'axe des x, respectivement.

Ces théories basées sur le déplacement sont bien connues dans la littérature sous le nom de
théories de déformation par cisaillement de premier ordre (FSDT). Cependant, ces théories
souffrent de I’inconvénient de I'utilisation de facteurs de correction du cisaillement dépendant

du probléme.

Figure I1.2 Déformation d'une normale transversale selon les théories du premier ordre.

I1.1.2.3 Théorie de déformation de cisaillement de deuxiéme ordre

Plusieurs auteurs ont utilisé¢ des champs de déplacements polynomiaux de second ordre, y
compris Dozio [94], qui a utilisé la théorie de deuxieme ordre sans contrainte pour les plaques
FGM et a comparé ces résultats avec d’autres théories. Les théories de deuxieéme ordre sont
¢galement utilisées par Barut [95]. Whitney et Sun [96] ont développé une théorie de deuxieme
ordre pour étudier la propagation des ondes. Cette théorie a un total de huit variables de
déplacement. Khdeir et Reddy [97] ont utilisé une plaque stratifiée de la théorie, parfois appelée
théorie de la déformation au cisaillement du second ordre (SSDT), par analogie avec la théorie
de Reissner-Mindlin, également connue sous le nom de théorie de la déformation de cisaillement

du premier ordre (FSDT). Shahrjerdi ef al. [98], Yang et Yuan [99] ont utilis€¢ une théorie de



second ordre pour les plaques isotropes. Le champ de déplacement de ces théories peut

généralement €tre décrit comme suit

U(.CL', Y, t) = U, ('Ta Y, t) + Z¢_T ('Ta Y, t) + Zz‘//_,, (Iayat)
u(z,y,t) = vy (z,9) + 24, (2,9, 1) + zzl//y (z,y,t) (I1.3)
w(z,y,t) = w,(2,9,t)

Ouu0 SV By s W, sont des fonctions inconnues de coordonnées x et y.

I1.1.2.4 Théorie d’ordre supérieur
I1.1.2.4.1 Troisiéme ordre avec cinq variables

La théorie des plaques du troisiéme ordre est basée sur les mémes hypothéses que celles des
théories classiques et des plaques du premier ordre, sauf que I'hypothése sur la rectitude et la
normalit¢ d'une normale transversale aprés déformation est relaichée en développant les

déplacements u, v, w [100] comme suit :

u(z,y,t) = u, (z,y,t) + z¢w (z,y,t) + ¢’ [¢w + %}
T
’U(.Z’, Y, t) = 1}0 (x,y,t) + Z¢V («T7y,t) + CZS [¢V + —aw(ax’ Y t)]7 (II4)
' ' y

w(z,y,t) = w,(z,y,1)

Ou ¢ =4/(3h%) est déterminé en exigeant que la contrainte de cisaillement transverse
disparaisse sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque. Le choix particulier pour le
champ de déplacement, Equation (II.4), permet la distorsion (du troisi¢me ordre) des normales
au plan médian de la plaque non déformée, voir la Figure I1.3. Cette théorie raffinée prédit les
déplacements et les fréquences propres avec précision pour les plaques avec un rapport épaisseur

sur largeur.

Figure I1.3 Déformation d'une normale transversale selon les théories d'ordre supérieur



I1.1.2.4.2 Théories a quatre variables

La division du déplacement transversal en plusieurs composants a été proposée dans [101].
Le champ de déplacement pour une colonne sous compression axiale impulsionnelle a été utilisé
pour suivre la théorie de la déformation par cisaillement du premier ordre avec

u(z,y,t) = u,(z,y,t) - 24 (z,y,t)pour le déplacement axial.

Le déplacement transversal w consiste en une composante de flexionw,(z,y,t), une
composante de cisaillement w (z,y,¢) et une composantew (z,y,t)due aux imperfections

géométriques initiales w(z, y, t) = w, (z,y,t) +w (z,9,t) + w, (2,y,t).

Shimpi et al. [102] ont développé deux théories pour la flexion de plaques isotropes avec

u(z,y,t) = —2w, (7,y,1)
U(Ia Ys t) = _Zwbﬁy (.T, Ys t) (IL5)
w(z,y:t) = w,(z,9,t) +w,(z,y,1)

Pour la théorie I et, pour la théorie II,

u(x7y7t) = =20, (l‘,y,t), /U(x7y7t) = _Z(ﬂy (l‘,y,t)

Il y a deux variables dans les deux cas. Déplacements dans le planu(z,y,t) et v(x,y,t)dans

les cas ou des déformations dans le plan et en flexion sont couplées, le champ de déplacement

peut étre écrit ainsi :

0 ) >t 0 , ,t
u(z,y,2,t) = u (2,9,1) —zm_f z)M
Oz ox
0 ) 7t 0 , 7t '
sy 2t) = (1)~ 2B _ gy Q50D (IL7)
oy or

w(z,y, 2,t) = w, (z,y,t) + w (z,y,1)
Ou
u,»y, w, €t w_sont les fonctions inconnues des coordonnées x ety ; X et y sont les rotations
d'une normale transversale autour de 1'axe des y et de 'axe des x, respectivement. Avec f(z), sont

des fonctions de cisaillement présentés dans le tableau II.1.



Tableau II.1 Mod¢les polynomiaux

f2) Références
f(z) = {i - g[%) ] Abrate et Di Sciuva [103], Kim et al. [104]
f2) = —4"— f(z) = -4 Senthilnathan ef al. [105]
3h 3h
f(z) = 2 - gh% Mantari [106]

11.1.2.4.3 Modeles non polynomiaux

Bien que I’idée d’utiliser d’autres fonctions que les polyndmes remonte au début du 19¢
siecle, de nombreux développements ont eu lieu ces dernieres années. Cette section décrira les
théories avec des champs de déplacement comportant des fonctions trigonométriques,
hyperboliques et exponentielles. Puisque 1'efficacité du calcul présente un intérét, la plupart des

théories doivent déterminer quatre a six variables.

11.1.2.4.5 Modeles trigonométriques

Dans ce type de théorie, f(z) contient des fonctions trigonométriques de z. Dans la théorie

des plaques de déformation en cisaillement sinusoidal de Levy [107], Stein [108] et [109],

f(z)=(h/ m)sin(zz / h) Il est utilis¢é par de nombreux enquéteurs, trop nombreux pour éEtre

mentionné. Le tableau I.2 montre plusieurs autres fonctions f(2), utilisées dans les théories

trigonométriques.

Tableau I1.2 Modg¢les trigonométriques

Références

Thai et al. [110]

Nguyen et al. [111]

1 +gtan(r /2)

rz] _, sec(r / 2)

Grover et al. [112]




11.1.2.4.6 Modé¢les hyperboliques

Le champ de déplacement de ces théories est donné par les équations 4.1 et f (z), contient
des fonctions hyperboliques. La premiére théorie de ce type semble étre celle de Soldatos [113].
I1 a été adopté par de nombreux chercheurs de nombreuses autres fonctions de déformation de

cisaillement hyperbolique proposées dans le tableau II.3.

Tableau I1.3 Mod¢les hyperboliques

f2) Références
£(z) = hsinh [f] - cosh [;j Soldatos [113], Shinde et al. [114]
f(2) = 37”h tanh (%J - 37”2 sech’ [%j Akavci [37]
fo oSt (7/2) (/2 coshizz/2) Ait Atmane et al. [32], Benyoucef et al.
cosh(;z'/Q)—ld cosh(z /2)-1 [115]
| . (w2 .
f(z) = sinh (sm [TD Thai et al. [116]

11.1.2.4.7 Modeles exponentiels

2(z/h)?

La fonction de forme de cisaillement exponentiel f(z ) = ze proposée par Karama

et al. [117] est utilisée dans les références [118-120]. Aydogdu [121] a utilisé

—-2(z/h)? /In . 1. )
f(z) = 20" MO o Mantari et Soares [122] a utilisé f(z) = 0.028 + 2.85z¢ 2/

11.1.2.4.8 Effet de déformation normale

I1 est essentiel de comprendre et de calculer avec précision le cisaillement transverse et les
contraintes normales dans 1'épaisseur des plaques non-homogénes, car cela est important pour
l'analyse statique et dynamique. Cependant, dans toute une variété de théories de plaques d’ordre
supérieur existant dans la littérature, trés peu de personnes se sont penchées sur I’effet de
déformation/déformation normale transverse lorsque ces théories d’ordre supérieur sont
appliquées au cisaillement de FG-plaques en vue de minimiser le nombre de variables inconnues.
Un champ de déplacement unifié des théories d'ordre supérieur (théories quasi-3D) prenant en

compte les effets du cisaillement transverse et des déformations normales est le suivant :



dw(z,y,t)

ox

U(I7y7 Z7t) =7, (.T,y,t) -z %;ht) + f(Z)HI/ (I7y7 t) (II.S)

u(z,y,2,t) = u, (z,y,t) — 2 + f(2)0, (7,y,t)

w(z,y,2,t) = w, (z,y,t) + g(z)p(z, y,1)
Ou plusieurs expressions pour f(z) etg(z) = df / 0z sont données dans le tableau 11.4. Une
expression plus complexe pour f(z) qui ne sera pas reproduite ici est utilisée par Belabed et al.

[49].

Tableau I1.4 : Fonctions de formes utilisées dans les théories quasi-3D

/&) 92 Références
f(2) = hsinh (%j — zcosh (%j g(z) = cosh [%j — cosh [%] Soldatos [113]
B 42 47
f(z) =21~ "y g(z)zl—? Pawar et al. [123]
f(z) =sin (E) 9(z) = 7 cos (EJ Abualnour et al.
ho\h [124]

I1.1.3 Théories de Zig-zag

Les idées fondamentales dans le développement des théories en Zig-zag consistent a adopter
un certain modele de déplacement et / ou de contrainte dans chaque couche, puis a utiliser des
conditions de compatibilité¢ et d'équilibre a l'interface pour réduire le nombre de variables

inconnues [125].

Par souci de simplicité¢, un boitier plat unidimensionnel est considéré. L'extension aux
géométries bidimensionnelles de cas et de coquilles doit étre immédiate. L'origine des
coordonnées d'épaisseur est pour des raisons de simplicité dans la couche inférieure; 1'attention

s'est limitée a un champ de déplacement linéaire continu par morceaux [125].

Le champ de déplacement u de chaque couche peut d'abord étre écrit en utilisant des valeurs

de déplacement aux interfaces. Par exemple, pour les premiére et derniére couches, on a :

u'(z) =u’ + 2o, 0<z<h

u"(2) = u™(h

(IL.9)

N1 I 1 N N



Ou,u’ est la valeur du dipldome u avec une correspondance a la surface inférieure. «* (&),

k =1, N, sont la valeur d'interfacede ©, ¢ , k = 1,sontles valeurs qui identifient les rotations
1

dans les couches.

Murakami [126] a introduit dans un champ de déplacement ESL du premier ordre une
fonction Zig-zag capable de décrire la forme zig-zag pour les déplacements. Il a modifié les

théories FSDT selon le modé¢le suivant,

u, (z,y,2) = u,, + 2, (z,y) + (—1)k gy,
Uy (~T71/7Z) = on + zuyl (I7y) + (_1)k é’kunz

u (2,y,2) = u,,

(IL.10)

L'indice z fait référence a la fonction de zigzag de Murakami introduite. La signification

géométrique de la fonction zig-zag est expliquée sur la Figure I1.4. ¢ =2. /h est une
coordonnée de couche non dimensionnée - est la coordonnée physique de la couche-% dont
I'épaisseur est, ). L'exposant & change le signe du terme zigzag dans chaque couche.

Les modeles d'ordre supérieur pour les théories du zigzag apparaissent sous la forme suivante

u (z,,2) =, +z2u (z,y)+ 2w (2,9)+..+ 2w (2,9) + (1) Su,
u (z,y,2) =, +2u, (z,y)+ 2 u, (@) +...+ 2 u (T,y)+ (-1" LUy

(L11)

u, (z,y,2) = u, + 2, (z,y)+ zQuZ1 (T,y)+...+ z"_luzN (z,y) +(-1)" LU,

Figure I1.4 Représentation du champ de déplacement selon la théorie du Zigzag.



I1.1.4 Formulation unifiée de Carrera (CUF)

Carrera a mis au point une formulation unifiée bien connue basée sur le principe du
déplacement virtuel ou sur le théoréme de variation mixte de Reissner (RMVT). Carrera a
présenté¢ les travaux pionniers sur l'analyse de structures multicouches dans toutes ses
publications de recherche au cours des deux derni¢res décennies, ce qui a incit¢ de nombreux
chercheurs a intensifier leurs travaux de recherche sur les structures composites. En particulier,
son travail sur les théories raffinées basées sur RMVT pour les structures multicouches est tres
stimulant, novateur et fondamental. Plusieurs théories classiques et raffinées disponibles dans la
littérature ne sont que des cas particuliers de la formulation unifiée de Carrera. Selon le CUF, les

déplacements et les contraintes sont les variables développées selon les formules suivantes :

u=Fu +Fu +Fu =Fu r=tbr r=2...N

ot b b T TT

oc=Fo +Fo +Fo =Fo r=tbr r=2..,N
tnt Toonr Tonr

b~ nb

(IL12)

Ou g,F et F sont les fonctions de base utilisées pour l'expansion z; les deux premiers
polyndmes sont liés a la partie linéaire de ces développements, tandis que r introduit les N-1

termes d'ordre supérieur.

Une extension supplémentaire de GUF a ét¢ récemment proposée, qui introduit la possibilité
de subdiviser I'empilement composite en sous-stratifiés, ce qui signifie que la description ESL/
LW et l'ordre de développement de chaque variable peuvent étre choisis indépendamment dans
chaque sous-stratifi¢ [127]. La possibilité dune description ESL des contraintes transverses a
¢galement été prise en compte. Ce soi-disant sous-stratifie-GUF (S-GUF) apparait comme
particuliérement utile pour la modélisation de structures en sandwich, pour lequel il apparait
comme un choix naturel de formuler des «mode¢les a trois couchesy: différentes hypothéses sont
émises pour le comportement de la couche mince, peaux rigides et les couches de noyau épaisses

et souples [128].

I1.2 Les approches de la modélisation de la fondation élastique

La recherche d'un modéle physiquement proche et mathématiquement simple pour
représenter le sol dans le probléme de l'interaction sol-structure montre deux approches
classiques de base, a savoir 'approche de Winkler et I'approche de Continuum. A I’interface sol-
support, la répartition de la pression de contact est un parametre important [ 129]. La variation de
la répartition de la pression dépend du comportement de la fondation (a savoir, rigide ou flexible)

et de la nature du dépot de sol (argile ou sable, etc.).



La philosophie de la conception des fondations étant de répartir la charge de la structure sur
le sol, la modélisation idéale des fondations est celle dans laquelle la répartition de la pression de
contact est simulée de manicre plus réaliste [130]. De ce point de vue, les deux approches
fondamentales présentent certaines limitations caractéristiques. Cependant, le comportement
mécanique du sous-sol semble étre compleétement erratique et complexe et il semble impossible

d’établir une loi mathématique conforme a I’observation réelle [129].

Dans ce contexte, la simplicit¢é des modeles, maintes fois, devient une considération
primordiale et donne souvent des résultats raisonnables. Des tentatives ont été faites pour
améliorer ces modeles par des modifications appropriées afin de simuler de plus pres le
comportement du sol d'un point de vue physique [129]. Ces derniéres années, un certain nombre
d'études ont ét¢ menées dans le domaine de l'interaction sol-structure, qui modélise le sol sous-
jacent de nombreuses manieres sophistiquées. Les détails de ces modélisations sont décrits ci-

dessous en bref.

11.2.1 Modéle de Winkler

L’idéalisation de Winkler représente le sol comme un systéme de ressorts identiques,
linéairement élastiques, proches les uns des autres. Selon cette idéalisation, la déformation de la
fondation due a la charge appliquée est limitée aux régions chargées uniquement [129]. La Figure
I1.5 montre la représentation physique de la fondation de Winkler. La relation de déflexion de

pression en tout point est donnée par :

R = Kurwl) (11‘13)
Ou R est la pression, K est le coefficient de réaction ou du module du sous-sol, et ,  estle

fléchissement.

Charge

Fondation

ressorts Couche rigide

Figure I1.5 Fondation de Winkler.

Un certain nombre d'études sur le domaine de 1l'interaction sol-structure ont é&té menées sur

la base de 1'hypothése de Winkler pour sa simplicité (Popov [131], Al [132], Vesic [133],



Kramrisch et Rogers [134], Brown et al. [135] ). Le probleme fondamental de 'utilisation de ce
modele est de déterminer la rigidité des ressorts élastiques utilisés pour remplacer le sol sous la
fondation. Le probléme devient double car la valeur numérique du coefficient de réaction du
sous-sol dépend non seulement de la nature du sous-sol, mais également des dimensions de la
zone chargée. Etant donné que la rigidité du sol de fondation est le seul paramétre du modéle de
Winkler permettant d’idéaliser le comportement physique du sol de fondation, il faut prendre

soin de la déterminer numériquement pour 1’utiliser dans un probléme pratique [129].

Le module de réaction du sol de fondation ou le coefficient de réaction du sol de construction

K, est le rapport entre la pression g en un point donné de la surface de contact et le tassement

y produit par la charge a ce point :

K,=R/y (I1.14)

En suivant une méthode appropriée mentionnée pour estimer K, une valeur raisonnable du
module de fondation, comme seul parameétre permettant d’idéaliser la rigidité du sol, peut étre
obtenue. En I'absence de données de test appropriées, des valeurs représentatives peuvent étre
choisies en suivant les recommandations présentées dans la littérature [136]. Cependant, les
limites fondamentales de I'hypothése de Winkler résident dans le fait que ce modele ne peut pas
prendre en compte la dispersion de la charge sur une zone d'influence augmentant
progressivement avec une profondeur croissante. De plus, il considére le comportement linéaire
contrainte-déformation du sol. Le plus grave démérite du modéle de Winkler est celui qui
concerne 1’indépendance des ressorts. Ainsi, I’effet de la charge appliquée de maniere externe
n’est localisé dans la couche de fondation que jusqu’au point de son application ; Ceci implique

qu'aucune liaison cohésive n'existe entre les particules comprenant le sol [129].

I1.2.2 Modé¢le de continuum élastique

Il s’agit d’une approche conceptuelle de la représentation physique des milieux infinis du
sol. La masse du sol est composée de particules discrétes compactées par certaines forces inter
granulaires. Par rapport a la taille des grains de sol individuels. En conséquence, la composition
corporelle de molécules discreétes est transformée en un équivalent macroscopique statistique.
Ainsi, il semble trés raisonnable d'invoquer la théorie de la mécanique du continuum pour

idéaliser le milieu du sol [137].

Les travaux de recherche de Boussinesq [138] ont peut-étre ét¢ a I’origine de la

représentation d’un continuum dans le sol, qui permet d’analyser le probléeme d’un solide



¢lastique linéaire homogene, isotrope, semi-infini, soumis a une force concentrée agissant
perpendiculairement a la limite plane, en utilisant la théorie de I'é¢lasticité. Dans ce cas, une
fonction continue est supposée représenter le comportement du milieu du sol. En fait, plus tard,
il a été conclu que la nature du support du support élastique de tout type peut étre mieux décrite
par la ligne de flexion de sa surface sous une charge concentrée unitaire [ 139]. Dans 1'idéalisation
du continuum, le sol est généralement supposé¢ semi-infini et isotrope pour des raisons de
simplicité. Cependant, 1'effet de la stratification du sol et de l'anisotropie peut étre expliqué de

manicre appropriée dans I'analyse [137].

Cette approche fournit beaucoup plus d'informations sur les contraintes et les déformations
dans la masse de sol que le modele de Winkler. Il présente également 1’avantage important de la
simplicité des parametres d’entrée, a savoir le module d’¢lasticité et le coefficient de Poisson.
Des solutions a certains problémes pratiques, idéalisant le milieu du sol sous forme de continuum

¢lastique, ne sont disponibles que dans quelques cas limités [140, 141].

Cependant, cette idéalisation d'un continuum ¢élastique semi-infini conduit a des complexités
multiples d'un point de vue mathématique [142]. Cela limite considérablement I'application de
ce modele dans la pratique. L’un des principaux inconvénients de I’approche du continuum
¢lastique est I’inexactitude des réactions calculées a la périphérie de la fondation. Il a également
été¢ constaté que, dans le cas du sol, les déplacements de surface hors de la région chargée
diminuaient plus rapidement que ce que prédit cette approche [143]. Ainsi, cette idéalisation est
non seulement difficile a exercer sur le plan informatique, mais omet souvent de représenter tres

étroitement le comportement physique du sol.

11.2.3 Modéles de fondation améliorés

Afin de remédier aux faiblesses des deux approches de base, a savoir le modele de Winkler
et le modele Continuum, certains modeles de fondation modifiés ont été proposés dans la
littérature. Ces modifications ont généralement été suggérées suivant deux approches différentes.
Dans la premiere approche, la fondation Winkler est modifiée pour introduire une continuité
grace a une interaction entre les ¢léments de ressort et certains éléments structurels. Dans la
seconde approche, le modele de continuum est simplifi€ pour obtenir une image plus réaliste en
termes de déplacement et / ou de contraintes attendus [129]. Ces modeles de fondation améliorés

sont brievement décrits ci-dessous.



I1.2.3.1 Versions améliorées du modéle Winkler

1.2.3.1.1 Fondation de Filonenko-Borodich.

La Figure I1.6 montre la représentation physique du modé¢le de fondation de Filonenko —
Borodich [24]. Selon ce modele, la connectivité des différents ressorts de Winkler est obtenue
grace a une fine membrane ¢€lastique soumise a une tension constante T. Cette membrane est
fixée aux extrémités supérieures des ressorts [129]. Ainsi, la réponse du modéle est

mathématiquement exprimée comme suit :

R=K w, - Tv2wo

w (I.15)
R=K w, -T— 0
) d*z
2 2
Ou V*est Laplace opérateur,=v?2 — 0 + 0 ; T est force de traction.
oz> oy’
Membrane étirée
avec TractionT
i T

ressorts Couche rigide

Figure I1.6 Fondation de Filonenko — Borodich.
Par conséquent, l'interaction des ¢éléments a ressort est caractérisée par l'intensité de la

tension T dans la membrane. Un modé¢le de base essentiellement composé de liquide lourd avec

tension superficielle est également suggéré dans la littérature [144].

1.2.3.1.2 Fondation de Hetenyi

Ce modele suggére dans la littérature [145] peut €tre considéré comme un juste compromis
entre deux approches extrémes (a savoir la fondation de Winkler et le continuum isotrope). Dans
ce mod¢le, l'interaction entre les ressorts discrets est réalisée en incorporant une poutre ¢lastique
ou une plaque ¢élastique, qui ne subit qu'une déformation en flexion [129], comme illustré a la
Figure I1.7. Ainsi, la relation pression-déflexion devient :

R =K w, +DV'u, (IL.16)

Ou, p de rigidité en flexion de la plaque ¢élastique

D = (E,h)/ (120~ u,)) (IL.17)

w



R est la pression a l'interface du plateau et des ressorts ; E et v sont le module de Young
et le coefficient de Poisson du matériau de la plaque ; h est I'épaisseur de la plaque,

, o' o' o
Ve o (IL18)
ox oy oz~ 0y

Ainsi, on voit que la rigidité en flexion d’une poutre ou d’une plaque incorporée caractérise
I’interaction entre les éléments a ressort du modele de Winkler. Des descriptions détaillées de ce

modele, ainsi que quelques exemples numériques, sont disponibles dans la littérature [ 144, 145].

Poutre ou plaque a
rigidité en flexion D

ressorts

Couche rigide

Figure I1.7 Fondation de Hetenyi.

1.2.3.1.3 Fondation de Pasternak

Dans ce mod¢le, on suppose I'existence d'une interaction de cisaillement entre les éléments de
ressort, qui est réalisée en reliant les extrémités des ressorts a une poutre ou une plaque qui ne subit
qu'une déformation de cisaillement transverse (Figure IL.8.). La relation charge-fléche est obtenue
en considérant l'équilibre vertical d'une couche de cisaillement [129]. La relation pression-

déflexion est donnée par :
R=Kw +KVuw, (IL.19)
Ou
i est le module de cisaillement de la couche de cisaillement.

Ainsi, la continuité dans ce mode¢le est caractérisée par la prise en compte de la couche de
cisaillement. Une comparaison de ce modele avec celui de Filonenko — Borodich implique leur

équivalence physique («T» a été remplacé par « g »).

Couche de cisaillement avec
module de cisaillement G

Ressorts
Couche rigide

Figure I1.8 Fondation de Pasternak.



Une formulation détaillée et la base de développement du modéele ont été discutées bien
avant, dans la référence [26]. Des solutions analytiques pour les plaques sur des assises de type
Pasternak avec un résumé de la dérivation du modele ont été rapportées dans la littérature [146,

147].

1.2.3.1.4 Fondation Kerr

Une couche de cisaillement est introduite dans la fondation de Winkler et les constantes de
ressort situées au-dessus et au-dessous de cette couche sont supposées étre différentes selon cette
formulation. La Figure I1.9 montre la représentation physique de ce modele mécanique.

L'équation différentielle qui gouverne ce modele peut étre exprimée comme suit :

k, K, )
[1 + k]R =R+ K, + K Vi (I1.20)

1 1

Ou, , est la constante du ressort de la premiére couche ; i est la constante de rappel de la
deuxiéme couche ; 4 , W est le fléchissement de la premicre couche.
Fondation

k] Couche de
ler Couche cisaillement

| T

ks Couche rigide

2eme Couche = A/_

Figure I1.9 Fondation de Kerr.

11.2.3.2 Versions améliorées du modéle de continuum
11.2.3.2.1 Fondation de Vlasov

Partant de 1’idéalisation du continuum, ce modele de base a été développé selon le principe
variationnel [27]. Ce modele impose certaines restrictions aux déformations possibles d'une
couche élastique. Selon ce modele :

» Ledéplacement vertical y(z,y) = w(z) h(z),tel que A(0) =1 eth(H) = 0. Cette fonction
h(z) décrit la variation du déplacement dans une direction verticale.
* Le déplacement horizontal u(z,z) est supposé nul partout dans le sol.

On peut supposer que la fonction A(z) décroit linéairement avec la profondeur pour une

fondation classique d'épaisseur finie 7. Par conséquent, dans ce cas, h(z) =1—(z / H). Pour la

fondation reposant sur une couche élastique relativement épaisse (ou infinie), le choix peut étre

(@) §



h(z) = (sinh(y(H — 2)) / sinh(yH)), ou , est un coefficient dépendant des propriétés élastiques

de la fondation définissant le taux de diminution des déplacements avec la profondeur. La Figure

I1.10 schématise le modele de Vlasov.

0, x(u;)
W A
AN L — o
& vew (L
¥
Fondation élastique
(E.Y r vs)
H
Couche rigide / f
———— A $H)=0

Figure I1.10 Mod¢le de fondation de Vlasov.

Ensuite, en utilisant le principe de travail virtuel, la fonction de réponse pour ce modele est

obtenue et décrite comme suit :

2
R=K w, +2t—w, (IIZla)
! dz®
K - E, h(ﬂ] dz,
CT v alde
EU 1 2
e J[:h, dz, (I1.21b)
E() = E
(1-v)

11.2.3.2.2 Fondation de Reissner
Selon ce modgele, la relation pression—flexion a l'interface entre la dalle de fondation et le sol

de fondation est obtenue par l'intrusion d'une couche de fondation sous la dalle [129]. Ceci est

basé sur les hypothéses suivantes :
Les contraintes planes dans la couche de fondation sont négligeables,

Les déplacements horizontaux sur les surfaces supérieure et inférieure de la couche de

fondation sont nuls.

La relation pression-déflexion est donnée par

C )
Cow, - szzwo =R - jVZR (1122)

1
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Ou w est le déplacement de la surface de la fondation, p est une charge latérale répartie

agissant sur la surface de la fondation; C,=E/H;C,=HG/3; E, G sont les constantes

¢lastiques du matériau de fondation et H est I'épaisseur de la couche de fondation.

11.2.4 Modélisation avancée
11.2.4.1 Fondation variables de Pasternak / Winkler

La distribution des couches de sol n'est pas uniforme d'un point a un autre. Cela signifie que
le module de Winkler est variable et n'est pas fixé sur la longueur d'une structure sous forme de

plaque ou de poutre.

Les études Pradhan et Murmu [148], Sobhy [149], Beldjelili et al. [150], Attia et al. [151]
ont réussi a proposer une variation du module de Winkler. Ces études suggerent trois formulation

théoriques typiques : linéaire, parabolique et sinusoidale, comme suit (Figure 11.11) :

1+¢0% Linére
a

K_(x) =" 1+§[X} Parabolique (11.23)

a

a

1+ ¢'sin (Xj sinusoidale

Ou J; est une constante et { est un parameétre a étudier. K est la rigidité de base de la couche
de cisaillement. Lorsque cela o est égal a zéro, la fondation élastique devient la fondation
uniforme de Pasternak et si la rigidité de la couche de cisaillement est négligée, la fondation de

Pasternak devient la Fondation Winkler.

(a) (b) (c)

] T

k=k,(I— wx) k=k,(1—E&XYH k=k,(1—usinx)

Figure I1.11 Diverses répartitions de la fondation élastique de Winkler dans la direction axiale :

(a) type linéaire, (b) type parabolique et (¢) type sinusoidal.

11.2.4.2 Fondation de viscoélastique

Les modéles mécaniques représentent les propriétés rhéologiques du squelette du sol par une
combinaison d'€¢léments élastiques, visqueux et plastiques. Ces modeles sont généralement
formés par une combinaison de ressort et de dashpot en série (par exemple, le modele Maxwell ;

illustré a la Figure II.12a) ou en parall¢le (par exemple, le modéle de Kelvin ; illustré a la Figure



I1.12b). Dans le modele de Shvedov, 1’¢lément élastique est connecté en série avec 1’élément

visqueux, puis en parallele avec I’élément en plastique de St. Venant [152].

Le concept de fondation de Pasternak est étendu aux cas de déformations viscoélastiques.
Ceci est réalisé en ajoutant des éléments visqueux linéaires aux éléments élastiques du modele

de fondation en parall¢le et/ou en série.

En procédant de cette maniere, il est possible de créer un certain nombre de modeles qui

dépendront du comportement de base attendu.

Charge p

l' Charge p
ressort k
coefficient

de dashpot ressort k

| coefficient
de dashpot

€Y (b)
Figure I1.12 Fondations de viscoélastique : (a) type Maxwell, (b) type Kelvin.

La forme la plus simple d’un milieu é€lastique est représentée par un seul coefficient de
réaction sous-jacente, a savoir la fondation élastique de Winkler. Ce mod¢le ne permet pas
d'assurer la continuité de la fondation en raison de ressorts séparés [10]. L'Amortissement

représente une partie de 1'énergie de déformation transversale sera irrécupérable [153].

Ainsi, la structure incluant le modele viscoélastique est plus efficace, notamment en ce qui
concerne le comportement au fluage [154]. Ainsi, dans cette étude, la surface inférieure de la
structure est en contact permanent avec une fondation visco-Pasternak comprenant trois

parametres de milieu distincts montrés dans la Figure I1.13.
Selon la réaction de la fondation visco-Pasternak sur structure, on peut obtenir la charge

constituée de charges normales, de cisaillement transversal et d'amortissement [155] :

ow,

ot

R=K w, + KPVZwD +C, (1124)
K ,K et ¢, indiquent la constante du ressort, le parametre de la couche de cisaillement et
w P d

la constante d'amortissement.



Chapitre II : Revue sur la modélisation des structures reposant sur les fondations élastiques

« couches de
<«— cisaillement

couches de
“— ressorts
couche
- > visqueuse

L

Figure I1.13 Géométrie d’une structure reposant sur une fondation viscoélastique.

11.3 Conclusion

Dans ce chapitre, une partie de la recherche bibliographique sur la modélisation des

structures reposant sur une fondation élastiques a été effectué.

Différentes théories, pour modéliser les plaques, sont présentées ; ce sont des approches

monocouches, des théories en zigzag et la formulation unifiée de Carrera.

Nous avons observé que les théories monocouches et la formulation Carrera unifiée sont

valables pour les structures FGM.

Nous avons également présenté une bibliographie de recherche sur différents modeles de
fondations pour modéliser le sol. On remarque que peu de recherches et de travaux ont été

effectués sur les structures de type FGM reposant sur des modeles de fondation avancés.

Le comportement mécanique des structures faites de matériaux a gradient de propriétés
reposant sur des modeles avancés ou améliorés de fondations utilisant une théorie d'ordre

supérieur sera clarifié dans les chapitres suivants.

49



Chapitre III : Analyse des vibrations

libres des plaques FG reposant sur

fondation élastique non linéaire




II1.1 Introduction

Comme premicre étude, nous allons commencer par analyser I'effet de la fondation élastique
non linéaire sur la vibration libre des plaques a gradient de propriété¢ (FGM) en utilisant une

théorie d'ordre supérieur.

L'intégrale indéterminée est introduite dans les champs de déplacement de la théorie des
déformations de cisaillement d'ordre supérieur (HSDT), il est permis de réduire le nombre de
cing inconnues a quatre seulement. La théorie HSDT actuelle a quatre inconnues ne nécessitent

pas le facteur de correction par rapport a aux théories de déformation par cisaillement.

Les fondations élastiques sont de type Winkler-Pasternak. La couche de Winkler, dont le
coefficient Kw a été exprimé, est supposée varier le long de la longueur (a) des plaques en FGM.
Cette variabilité de la couche de ressort prend trois types : linéaire, sinusoidal et parabolique. La
couche de cisaillement Kp n'est pas variable, elle est constante sur toute la longueur de la plaque.

La Figure III.1 montre la géométrie de I’ensemble plaque et fondation.

Dans ce chapitre, la formulation théorique de vibrations libres de plaques en FGM reposant
sur fondations ¢élastiques non lin€aire sera développée ainsi que la partie de validation et résultats

de la méthode actuelle.

Plaque en FGM

E(©).p(2)

Coefficient de Pasternak Coefficient deWinkler

Figure III.1 Plaque rectangulaire a gradient de propriétés reposant sur la fondation Winkler-Pasternak.



I11.2 Formulation théorique

I11.2.1 Géométrie et propriétés des matériaux de la plaque en FGM

Dans cet article, les configurations de la plaque a gradient de propriétés sont les suivantes :

(a) longueur, (b) largeur et épaisseur uniforme (%), dans le systéme de coordonnées (x, y, z).

Les propriétés matérielles effectives de plaques de caractéristiques fonctionnels telles que le
module de Young E et la masse volumique p sont considérées comme variables progressivement

a travers 1’épaisseur selon une distribution de la loi de puissance, donnée par:

p(2) = p, +(p, —p,n)[%ﬁ] (IIL1a)
E(z)=E_+(E, - Em)(% + %J (11L.1b)

Ou,

(Ec, pc) et (Em, pn) sont les propriétés correspondantes a la céramique et au métal,
respectivement.

P est I'exposant de loi de puissance qui définit la gradation des propriétés du matériau dans
la direction de 1'épaisseur.

Le coefficient de Poisson v est considéré constant.

I11.2.2. Fondation élastique

Les plaques FG sont supposées reposer sur fondation élastique a deux parametres. Le
parameétre de Winkler est la modélisation avec des ressorts. Le deuxiéme parameétre est présenté
a partir de la couche de cisaillement de Pasternak, qui est interconnectée avec la couche de

Winkler, donnée par :

(I11.2)

R(z) = K (2yw- K. (52“’ N 62“’]

ox* oy’

Ou, R(x) est appelée la réaction de la base élastique.

K(x) est le paramétre de Winkler variable suivant une seule direction x.



1+¢4— Linéaire
a

2
K (z)="2"4 1+é’(§j Parabolique (ITL.3)

a

1+ ¢ sin (” zj Sinusoidale

Ou, J; est une constante et { est un parametre variable.
Kw est la rigidité de base de la couche de cisaillement.

Lorsque Kw est égal a zéro, la fondation élastique devient la fondation uniforme de Pasternak
et si la rigidité de la couche de cisaillement est négligée, la fondation de Pasternak devient la

fondation de Winkler.

I11.2.3. Cinématique et équations constitutives

Sur la base de la théorie des plaques épaisses, I'hypothése de base du champ de déplacement

de la théorie du cisaillement d'ordre supérieur peut étre décrite par cinq variables, comme suit :

0
wo + ¢(x7 y? t)?
ox !

u(x, Y, %, t) = uo (I, Y, t) -z

0
1@&%0:%@%04é&+%@%ﬂ’ (I1L.4)
Y

w(,y,2,t) = w, (7,y,1)
Ou,
u,v ,w,@. et ¢, sont cinq déplacements inconnus du plan médian de la plaque.

f(z) décrit une fonction de forme représentant la variation des déformations et des

contraintes de cisaillement transversal dans I'épaisseur. En considérant que ¢, =[0(x,y.1)dx et
o, =[0G,y .0dy , le déplacement du modele actuel peut étre exprimé sous une forme plus simple,

comme suit :

ow,

w(z,y,2,t) = uy(2,9,1) - 2 —2+ b, [(2)] O, y, t)de,

z
6w0

v(z,y, 2, t) = v, (2, y,t) - 2 (11L.5)
ay

+k, f(z)j O(x,y,t)dz,

w(xa Y, 2, t) = wu (l‘, Y, t)



La théorie actuelle de la déformation d’ordre supérieur est obtenue en définissant :
h . (72
f(z) = . sm( - ] (I1L.6)

Selon les champs de déplacement de la théorie de la déformation en cisaillement élevé, les

déformations non nulles peuvent étre données comme suit :

€, &' kb k; 0
0 b s 7yz 7/112
e |=l& |+2 kl + f(2) kl , =g(2)4 4 (IT1.7)
gy gé k:é k:; & £
Ou,
oy _Cw
&’ oz k' 62235
. o0 . 5
& |= 6_; e _a;: , (111.82)
&’ ou, Ov K o*w
1y _0+_0 1y -9
oy Oz 0’z0%y
k' k.6
ki’ = k,0 , (I11.8b)
kb

Y

8 0
klﬁ—yjﬁdx+k26—mjedy

AL _ o)
{}/U } = {klj.edx}’ and ¢(z) = o (II1.8¢)

Les intégrales non définies dans les équations ci-dessous doivent étre résolues par une

méthode de type Navier et peuvent étre écrites comme suit :

2 2
ijedsz"aH, i_[ﬁdy:B'aH,
oy oyox ox oyox
(11L.9)
jedsz’%, jedyzB'%
x oy

Ou les coefficients A’ et B’ sont considérés en fonction du type de solution utilisée, dans ce

cas la méthode utilisée est celle de Navier.

Par conséquent, 4 ', B', k; et k2 sont exprimés comme suit :

(@) §



, 1 . 1
A=——, B =-— k =a’, k = p° (111.10)

a ﬂg’ 1 2

Ou a et f serons définis ultérieurement dans 1’équation (III. 25).

Les relations de contrainte-déformation pour la plaque FGM sont données :

o, Q, @, 0 0 0 S
g, Q21 QQQ 0 0 0 -
T 1= 0 0 @, O 0 £, (IIL.11)
T, o 0 0 @, O Vs,
T i 0O 0 0 O Q55_ .
Ou,
(q:,o—[/,z-w,et 7 ) sont les composantes de contrainte.
(gn,glﬂ,% .y et 7{“) sont les composantes de déformation.
Les constantes élastiques sont définies comme :
E(z)
I ’ 17
Q=" 4=0
vE(z)
Q=T %= (IL.12)
E(z)
C2—1\4 = 2(1+V)7 C2—1\4 :Q55 :QGG

I11.2.4. Equations gouvernantes

Le principe de Hamilton s’applique pour dériver les équations de mouvement de plaques en

FG reposant sur une fondation non lin€aire ; le principe peut étre énoncé sous forme analytique :

t
j (8U +6U,, — 5K)dt =0 (11L.13)
0

Ou,



O indique une variation

U, Us K représentent respectivement 1’énergie interne de déformation, ’énergie de

déformation des fondations élastiques et I’énergie cinétique de la plaque FG.

I11.2.4.1 Energie de déformation

La variation de I'énergie de déformation de la plaque indiquée par :

oU = j(a O +0 O0c +1 Ot +7 Ot 471 _or )dV (II1.14a)
Tr o an vy yy xy o ay yz Yz rz 1z

%4
N 6¢’ + NU&;S + Nwﬁgfy + M5k + Mj&kf/’
= J. +M b é'k,b” + M*O6k™ + M°ok’ + M’® 6k° A (IT1.14Db)
y Ty Ty T T y y Ty Ty

tROR, + R.OR,

O,
h/2
(Ni,Mi”,M;)= [ .z hodz, (i=2y) (1. 15a)
—h/2
h/2
(LR )= [ (r 7,9 d (I1.15b)
~h/2

I11.2.4.2 I'énergie de déformation des fondations élastiques

La variation de 1'énergie de déformation des fondations élastiques non linéaire indiquée par

d2w0 dw

+— J&v) dA (II1.16)

do’ dy’

A

oU,, = [(K, w,ow, - K, {

I11.2.4.3 Energie cinétique

La variation de 1'énergie cinétique basée sur la théorie du cisaillement élevée pour la

déformation des plaques FG peut étre exprimée comme suit :

SK = [ pl2) (st + 666 + s )iV (I11.17a)

1%



o5, o
i, 200+ sy
oz oz

1, (01, + 9,80, + 51, ) - 1, ‘

00w, oOw, _.

+0, L+ —L 50,
dy 0y

oo (5) 20+ L o) 120+ 2 |
06 066

(o 5252
2[00 660

+(k23)2(@8_yj

. [(M )an 050 05 59}(@3 )an 050 05w aaj]

A (I11.17b)

Il
o ——y

N Ow, 00w, N Ow, 05w, K,
or O oy Oy

ox Ox ox Ox oy Oy oy Oy

Ou,

h/2
(I(),Il,IQ) .[ (1,2, 2%)p(2)dz

—h/2
(IIL.18)

h/2

(7,:7,.K,) = [ (F.4f, £ )p(2)dz

—h/2

En substituant les expressions pour, du, duer et ok des équations. (I11.14), (I11.16) et 1. (17)

dans I'équation (II1.13) et en intégrant par parties et en collectant les coefficients de (dug, dvo, owo

et 90).

On obtient les équations suivantes du mouvement de la plaque :

. aN;r aN-Ty s aZ‘[}O ' aé

5“0 : 0 1 ™Mt L
ox oy 1 Ox ox

ov. : 8Ny + 8wa 3 01, %

0 oy ax_oo . Oy 172 Oy

2arb 27 b

oMy oM, oM, dw, du|_, .

o - 2 ) : 070
ox ox0y oy

(@) §
~



a.. a . 2 . 2N
U R L 2 R
ox 0Oy oz’ oy’

. oM . OR® OR?
06, : —k M —kM — (kA +kB)——+kA—=+kB —
! Y oxoy ox oy

:4{%4§%+@3§£}420k4f§§+@3f§ﬁj

(111.19)

ox oy !

2

92 e 9 .
+J;@Aaw+@36f
ox oy

En substituant I’équation (II1.7) dans 1'équation (III.11) et en intégrant suivant I’épaisseur de

la plaque, les contraintes résultantes sont présentées comme :

N, 4, 4, 0 B, B, D, D, 0 ‘92
N'y 4, o O B, By D, Dy 0 53
ny 0o A, O 0 B, 0 0 D, gfy
M: B, B, 0 D, D, 0 D D] 0 k,b
Mj =B, B, 0 D, D, 0 D‘zs1 D252 0 k; (I1.20a)
bey 0 0 B, O 0o D, O 0 D ki,
M| |By B, 0 D, D, 0 H, H, 0|k
M| (B, B, 0 Dy oD, 0 omy oH, 0 ||k
M;y i 0 0 B, 0 0 D, O 0 Hg6_ k:;

R;z _ A-;4 0 7/1?; b
m T Lol (11200

De plus, les composants de rigidité sont donnés en tant que

A, B, D, B, D, Hj h/2
A, B, Dy, B, D, Hy, = _[ Q, (17 2, 2, f(2), 2 f(2), f(z)2)dz
As Big Dy B D Hg "
(TIL.21)
(A, B, D, B, D, H,)=(4, B, D, B, D, H)



II1.2.5. Equations de mouvement en termes de déplacements

En substituant 1’équation (II1.20) dans 1’équation (III.19), les équations de mouvement de la
théorie présentée peuvent étre réécrites en termes de déplacements (dug, ovo, dwp et 66) comme

suit ;

Aydyug + Agdy,o, + (A + Ay )dyo, = Bdw, — (B, + 2B, )d,,w

1171170 66 22 0 1270 11711 70 122 70
s ! ' S s . .
+(By, (kA + 5,B'))d,,0 + Bk, + Bk, )d,0 = Lii, - 1,di, (I11.22a)
+J .k Ado
A22d221}0 + Aeednvo + (A12 + Aea)dlzuo - B22d222w0 - (312 + 2B66)d112w0
+(Byy (kA + £,B))d,,0 + (Byk, + Bk, )d,0 = 1,5, - 1,d,i, (I11.22b)
+J k,B'd,0

B, dy u, + (B, + 2B, )d,u, + (B, + 2B, ) dy,v, + B,d,,v

117111 12270 11270 22722270

~D,,d,,w, —2(D,, + 2D, )d,,w, = D,,d,,,w, — K w,

117222 70 1122 70 227222270

K (d,w, + dyw,) + (Dijk, + Dk, )d, 0+ 2(D;, (kA + 1,B'))d,,,,0 (IT.22¢)

sNT11 70 22770 111 12772

+(D‘*’k + Dok )d220:]0w0+]1 (d1ﬁo+dzﬁo)_]2(d W + dyy )

12771 2272 1170 2270

+J, (A'kd, 0+ B'k,d,,0)

2722

(=Bik, + Bk, )dyu, - (BgG (4%, + B'kz))dmuo - (Bg6 (A%, + B'kZ))d

IIQUO

—(Bik, + Biyk, ) dy, = (D3k, + Dk, )y, +2 (Dg6 (4%, + B'kz))dnnwo
+ (1);2k1 + D3k, )d22w0 — H: k0 — H k20 - 2H' k k.0 - (H;G (A‘k1 + Bk, )Zjd]ma (111.22d)
45, (BW,) d,0+ A2 (AR) d,6 = ], (Akd i, + Bhd,i,)
T, (Akd i, + Brd i) - K, ((A'kl)Q d,6+(B%,) 422[9')

171170 272270



Ou,

d.d, etq sont les différentiels suivants les opérateurs
i il ijlm

_0
Y oz, ’
62
i 0z,0z, ’
5 (I11.23)
d =———
Y Gxi&cjﬁxl

84
v 0z,0z 0,0,
II1.2.6. Solutions analytiques

La solution analytique est considérée pour la vibration libre des plaques FG reposant sur une

fondation élastique non lin€aire utilisant la série de Fourier. Le champ de déplacement peut étre

supposeé
u, U cos(a z)sin(f y) e
v, V sin(a z)cos(B y) e
=4 "™ ) I11.24
w, W sin(a z)sin(f y) e ( )
0 X sin(a z)sin(B y) ¢
Et
a = m% B - n% (I11.25)
Ou,

i =~/~1 eto est la fréquence naturelle.

Upin Voun W mn »X , sontles coefficients de déplacement maximum inconnus.

En substituant I’équation (I11.24) en I’équation (II1.22), le probléme suivant est obtenu
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et,
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13
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S S, Sy
S Sy Sy
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S Sy Yy
Ou,

- (14110!2 + AGGIB

=-aff (A|2 + A66)

= a(BHa2 + B,

:a(k:BS +k B

17711 27712

- _(A66a2 +A,p

- ,3(322,32 + Bua

= ﬂ (kQB£2 + k1B152

514 mll O m13 m14 U
524 _ a)Q 0 m22 m23 m24 V
534 m31 m32 m33 m34 W
S44 m41 m4l m43 m44 X

2)’

Y

2 +2366,B2),

~ (kA + kB ) BB,
2)’
*+2B, a*),

- (kA + kB ) B,

= —(D,a" +2(D, +2D, )&’ + DB ) - K, — K, (&’ + B°)

o O O O

=k, (D@ + D, B* ) +2(kA + kB ) Dyya’ B — k, (D;, 8 + D},a”)

1

=k (Hik + B3k~ (kA + K, B) Hya B~k (Hok + Hok

12772

111

1271

~(kA) £07 - (1B 4,5

= —JlklA'a,

2272

(111.26)

(11L.27)
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22 0’ ’
m23 = '611
m,, = —Jlk‘QB'ﬁ,

My :_IO_IQ(Q'Q""IBQ) )

m,, =J,(Aka’ + Bk,A),

m,, =-K, ((A'k'l ) o +(BE,) ,BQJ

I11.3 Analyse de résultats

Ici, dans cette étude de la vibration libre des plaques a gradient de propriétés sans ou reposant

sur un support ¢élastique variable, divers exemples numériques sont réalisés pour valider les

résultats du présent modele numérique.

Un type de plaques de FGM Al/ Al>Os3 est utilisé dans cette étude. Les propriétés matérielles

des plaques P-FGM sont présentées dans le Tableau III.1.

Tableau III.1 Propriétés matérielles des plaques a gradient de propriétés

Matériaux Propriétés
E(GPa) v p(Kg /m?)
Aluminium (Al) 70 0.3 2702
Alumine ( ALO3 ) 380 0.3 3800
Les parametres non dimensionnels utilisés sont
3 3
D, - Eh - E,h
12(1-27) 12(1-2)
B=wd [P —wh [P (I11.28)
DC Em
V=w azh ’P_L, kD i =m,c
( / ) EC KW =,



II1.3.1 Vibration libre des plaques isotropes

Dans le tableau II1.2, et comme premiers exemples, nous commencons a vérifier 1'efficacité
et la convergence de la méthode actuelle pour des plaques homogeénes simplement appuyées avec
des rapports différents de (h/a). Les huit premieres fréquences non dimensionnelles sont
présentées pour différents rapports €épaisseur/longueur (a/h). Les présents résultats sont comparés

aux autres résultats trouvés dans la littérature.

Les résultats rapportés par Leissa [156] é&taient basés sur une solution exacte
tridimensionnelle, Zhou et al. [ 157] étaient basés sur une méthode de Ritz tridimensionnelle avec
des polyndomes de Chebyshev, Meftah et al. [159] utilisant une solution de type analytique de
type fermé exacte, Akavci [37] étaient basés sur les théories d'ordre supérieur quasi-3D et 2D et
les HSDT de Mantari et al. [158]. Les résultats de Zaoui et al. [160] utilisant les solutions
analytiques, basées sur la théorie de la déformation par cisaillement 2D et quasi 3D. Comme on

peut le voir dans les résultats actuels.

Les fréquences propres des plaques carrées isotropes sont prédites avec une efficacité
optimale, non pas pour les plaques minces isotropes, mais également pour les plaques épaisses.

Le travail actuel est en bon accord avec les autres méthodes.

I11.3.2 Vibration libre des plaques homogénes et FG reposant sur des fondations
élastiques

Dans la deuxiéme partie de cette étude, le tableau I11.3 montre I’effet de Pasternak-Winkler
sur les fréquences non dimensionnelles des plaques FG avec de nombreuses valeurs de fondation
¢lastique a deux paramétres (kw, ks), le rapport épaisseur sur longueur (4/a) et une fraction de

volume avec cinq indices p = (1, 0.5, 1, 2 et 5).

Les résultats actuels sont comparés a ceux de Hasani Baferani et al. [156], Zaoui et al. [157],
Benahmed et al. [158] et Shahsavari et al. [159] utilisant une théorie de la déformation de
cisaillement du troisiéme ordre. A partir des résultats, nous pouvons observer que les fréquences
propres diminuent avec 1’augmentation des indices de la loi de puissance avec ou sans base
¢lastique et que la théorie actuelle est en bon accord avec Zaoui et al. [157] en partie 2D a deux

dimensions. Il y a peu de différence entre cette théorie et les autres.



Tableau II1.2 Fréquences fondamentales non dimensionnelles pour les plaques carrées
isotropes simplement supportées.

Mode
a’h Source
1,1 1,2 2,1 2,2 3,1 1,3 32
Leissa [160] 19.7392 | 49.3480 | 49.3480 | 78.9568 | 98.6960 | 98.6960 | 128.3021
Zhou et al. [161] 19.7115 | 49.3470 | 49.3470 | 78.9528 | 98.6911 | 98.6911 | 128.3048
Akavci [37] 19.7391 | 49.3476 | 49.3476 | 78.9557 | 98.6943 | 98.6943 | 128.3020
Mantari et al. [162] 19.7391 | 49.3475 | 49.3475 | 78.9557 | 98.6942 | 98.6942 | 128.3018
1000 Meftah et al. [163] 19.7391 | 49.3476 | 49.3476 | 78.9557 | 98.6943 | 98.6943 | 128.3019
Zaoui et al. [157] (2D) 19.7391 | 49.3476 | 49.3476 | 78.9557 | 98.6942 | 98.6942 | 128.3018
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) | 19.7712 | 49.4278 | 49.4278 | 79.0841 | 98.8548 | 98.8548 | 128.5106
Présente étude 19.7391 | 49.3476 | 49.3476 | 78.9557 | 98.6942 | 98.6942 | 128.3018
Liu et Liew [164] 19.7319 | 49.3027 | 49.3027 | 78.8410 | 98.5150 | 98.5150 | 127.9993
Nagino et al. [165] 19.7320 | 49.3050 | 49.3050 | 78.8460 | 98.5250 | 98.5250 | 128.0100
Akavci [37] 19.7322 | 49.3045 | 49.3045 | 78.8456 | 98.5223 | 98.5223 | 128.0120
Mantari et al. [162] 19.7320 | 49.3032 | 49.3032 | 78.8422 | 98.5170 | 98.5170 | 128.0025
100
Meftah et al. [163] 19.7321 | 49.304 | 49.304 | 78.8442 | 98.5202 | 98.5202 | 128.008
Zaoui et al. [157] (2D) 19.732 | 49.3032 | 49.3032 | 78.8422 | 98.5171 | 98.5171 | 128.0028
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) | 19.7644 | 49.3853 | 49.3853 | 78.9754 | 98.685 | 98.685 | 128.2239
Présente étude 19.7320 | 49.3032 | 493032 | 78.8421 | 98.5169 | 98.5169 | 128.0024
Liu et Liew [164] 19.0584 | 45.4478 | 45.4478 | 69.7167 | 84.9264 | 84.9264 | 106.5154
E‘;Zs]emi'HaShemi et al | 190653 | 454869 | 45.4869 | 69.8093 | 85.0646 | 85.0646 | 106.7350
Akavci [37] 19.0850 | 45.5957 | 45.5957 | 70.0595 | 85.4315 | 85.4315 | 107.3040
1o | Mantari eral. [162] 19.0656 | 45.4890 | 45.4890 | 69.8146 | 85.0729 | 85.0729 | 106.7491
Meftah et al. [163] 19.0775 | 45.5548 | 45.5548 | 69.9664 | 85.2958 | 85.2958 | 107.0953
Zaoui et al. [157] (2D) 19.0661 | 45.4917 | 45.4917 | 69.8213 | 85.0829 | 85.0829 | 106.7652
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) | 19.1248 | 45.7152 | 45.7152 | 70.2709 | 85.7067 | 85.7067 | 107.6744
Présente étude 19.0653 | 45.4869 | 45.4869 | 69.8093 | 85.0646 | 85.0646 | 106.7350
Shuftin et Eisenberger [167] | 17.4524 | 38.1884 | 38.1884 | 55.2539 | 65.3130 | 65.3130 | 78.9864
ﬁ%sg']eini'HaShemi el al 1174503 | 38.1883 | 38.1883 | 55.2543 | 65.3135 | 65.3135 | 78.9865
5 | Akavei [37] 17.5149 | 38.4722 | 38.4722 | 55.8358 | 66.1207 | 66.1207 | 80.1637
Mantari ef al. [162] 17.4537 | 38.1965 | 38.1965 | 55.2748 | 65.3446 | 65.3446 | 79.0371
Présente étude 17.4523 | 38.1883 | 38.1883 | 55.2543 | 65.3135 | 65.3135 | 78.9865
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Tableau II1.3 Comparaison de la base ¢élastique d'influence sur les fréquences propres non
dimensionnelles pour les plaques carrées isotropes et a gradient de propriétés, avec différentes
puissances d'indice

(kwky) | h/a Source P
0 0.5 1 2 5
Hasani Baferani ef al. [156] 0.0291 0.0249 0.0227 0.0209 0.0197
Zaoui et al. [157] (2D) 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.0291 0.0248 0.0226 0.0207 0.0195
0.05 Benahmed et al. [158] 0.0291 - 0.0226 0.0207 -
Shahsavari et al. [159] 0.0291 0.0248 0.0226 0.0206 0.0195
Présente étude 0.0291 0.0246 0.0222 0.0202 0.0191
Hasani Baferani ef al. [156] 0.1134 0.0975 0.0891 0.0819 0.0767
Zaoui et al. [157] (2D) 0.1134 0.0963 0.0868 0.0788 0.074
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.1137 0.0972 0.0883 0.0807 0.0756
0.1 Benahmed et al. [158] 0.1136 - 0.0883 0.0807 -
Shahsavari et al. [159] 0.1135 0.097 0.0882 0.0806 0.0755
Présente étude 0.1134 0.0963 0.0868 0.0788 0.0740
0.0 Hasani Baferani ef al. [156] 0.2454 0.2121 0.1939 0.1778 0.1648
Zaoui et al. [157] (2D) 0.2452 0.209 0.1885 0.1706 0.1588
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.2464 0.2112 0.1919 0.1749 0.1623
0.15 Benahmed et al. [158] 0.2461 - 0.1918 0.1748 -
Shahsavari et al. [159] 0.2459 0.2108 0.1916 0.1746 0.1622
Présente étude 0.2452 0.2090 0.1885 0.1706 0.1588
Hasani Baferani ef al. [156] 0.4154 0.3606 0.3299 0.3016 0.2765
Zaoui et al. [157] (2D) 0.4151 0.3551 0.3205 0.2892 0.2665
Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.4178 0.3593 0.3267 0.2968 0.2725
0.2 Benahmed ef al. [158] 0.4174 - 0.3264 0.2965 -
Shahsavari et al. [159] 0.4168 0.3586 0.326 0.2961 0.2722
Présente étude 0.4151 0.3551 0.3205 0.2892 0.2667
Hasani Baferani ef al. [156] 0.0406 0.0389 0.0382 0.038 0.0381
Zaoui et al. [157] (2D) 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377
0.05 | Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.0406 0.0387 0.038 0.0376 0.0378
Benahmed et al. [158] 0.0406 - 0.038 0.0376 -
Présente étude 0.0406 0.0386 0.0378 0.0374 0.0377
Hasani Baferani ef al. [156] 0.1599 0.154 0.1517 0.1508 0.1515
Zaoui et al. [157] (2D) 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1487
0.1 | Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.1594 0.1525 0.1497 0.1483 0.1489
Benahmed et al. [158] 0.1594 - 0.1497 0.1483 -
Présente étude 0.1597 0.1526 0.1494 0.1478 0.1487
(0,100) Hasani Baferani ef al. [156] 0.3515 0.3407 0.3365 0.3351 0.3362
Zaoui et al. [157] (2D) 0.3512 0.3369 0.3304 0.3269 0.3286
0.15 | Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.3494 0.3354 0.3296 0.3266 0.3275
Benahmed et al. [158] 0.3492 - 0.3295 0.3265 -
Présente étude 0.3512 0.3369 0.3304 0.3269 0.3286
Hasani Baferani ef al. [156] 0.608 0.5932 0.5876 0.5861 0.5879
Zaoui et al. [157] (2D) 0.6075 0.5857 0.5753 0.5694 0.5722
0.2 | Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.6015 0.5795 0.5701 0.5652 0.5662
Benahmed et al. [158] 0.6011 - 0.5699 0.565 -
Présente étude 0.6075 0.5858 0.5753 0.5695 0.5722




Tableau II1.3 Suite.

(kew, k) h/a Source P
0 0.5 1 2 5
Hasani Baferani ef al. [156] 0.0298 | 0.0258 | 0.0238 | 0.0221 0.021
Zaoui et al. [157] (2D) 0.0298 | 0.0255 | 0.0233 0.0214 0.0204
0.05 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.0298 | 0.0257 | 0.0236 | 0.0219 0.0208
' Benahmed et al. [158] 0.0298 — 0.0236 | 0.0218 —
Shahsavari et al. [159] 0.0298 | 0.0257 | 0.0236 | 0.0218 0.0208
Présente étude 0.0298 | 0.0255 | 0.0233 0.0214 0.0204
Hasani Baferani ef al. [156] 0.1162 0.1012 | 0.0933 0.0867 0.0821
Zaoui et al. [157] (2D) 0.1162 0.0999 0.091 0.0836 0.0795
0.1 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.1164 0.1007 | 0.0924 | 0.0854 0.0809
’ Benahmed et al. [158] 0.1164 — 0.0924 | 0.0854 —
Shahsavari et al. [159] 0.1163 0.1006 | 0.0923 0.0853 0.0809
100.0 Présente étude 0.1162 0.0999 | 0.0910 | 0.0836 0.0795
(100.0) Hasani Baferani ef al. [156] 0.2519 | 0.2204 | 0.2036 | 0.1889 0.1775
Zaoui et al. [157] (2D) 0.2516 | 0.2173 | 0.1982 | 0.1818 0.1715
015 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.2526 | 0.2192 | 0.2012 | 0.1856 | 0.1745
' Benahmed et al. [158] 0.2524 — 0.2011 0.1855 —
Shahsavari et al. [159] 0.2522 0.219 0.201 0.1855 0.1745
Présente étude 0.2517 | 0.2173 | 0.1982 | 0.1818 0.1715
Hasani Baferani ef al. [156] 0.4273 0.3758 | 0.3476 | 0.3219 0.2999
Zaoui et al. [157] (2D) 0.4269 | 0.3702 | 0.3381 0.3097 0.29
02 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.429 0.3737 | 0.3433 0.3161 0.2948
’ Benahmed et al. [158] 0.4286 — 0.3431 0.3158 —
Shahsavari et al. [159] 0.4284 | 0.3734 | 0.3431 0.3159 0.295
Présente étude 0.4269 | 0.3702 | 0.3381 0.3097 0.2901
Hasani Baferani ef al. [156] 0.0411 0.0395 | 0.0388 | 0.0386 0.0388
Zaoui et al. [157] (2D) 0.0411 0.0392 | 0.0384 | 0.0381 0.0384
0.05 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.0411 0.0393 | 0.0386 | 0.0383 0.0385
’ Benahmed et al. [158] 0.0411 — 0.0386 | 0.0383 —
Shahsavari et al. [159] 0.0411 0.0393 | 0.0386 | 0.0383 0.0385
Présente étude 0.0411 0.0392 | 0.0384 | 0.0381 0.0384
Hasani Baferani ef al. [156] 0.1619 | 0.1563 | 0.1542 | 0.1535 0.1543
Zaoui et al. [157] (2D) 0.1617 | 0.1549 | 0.1519 | 0.1505 0.1515
0.1 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.1614 | 0.1548 | 0.1522 | 0.1509 0.1517
’ Benahmed et al. [158] 0.1614 — 0.1521 0.1509 —
Shahsavari et al. [159] 0.1616 | 0.1551 0.1525 | 0.1512 0.1521
100.100 Présente étude 0.1617 | 0.1549 | 0.1519 | 0.1505 0.1515
(100,100 Hasani Baferani ef al. [156] 0.356 0.346 0.3422 | 0.3412 0.3427
Zaoui et al. [157] (2D) 0.3557 | 0.3421 0.3359 | 0.3329 0.3349
015 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.3538 | 0.3405 0.335 0.3324 0.3337
' Benahmed et al. [158)] 0.3537 — 0.3349 | 0.3323 —
Shahsavari et al. [159] 0.356 0.346 0.3422 | 0.3412 0.3427
Présente étude 0.3557 | 0.3421 0.3360 | 0.3329 0.3349
Hasani Baferani ef al. [156] 0.6162 | 0.6026 | 0.5978 0.597 0.5993
Zaoui et al. [157] (2D) 0.6156 0.595 0.5852 0.58 0.5833
02 Zaoui et al. [157] (quasi-3D) 0.6093 0.5884 | 0.5797 | 0.5754 0.577
’ Benahmed et al. [158] 0.6089 — 0.5794 | 0.5752 —
Shahsavari et al. [159] 0.6137 0.594 0.5856 | 0.5815 0.5843
Présente étude 0.6156 | 0.5950 | 0.5852 | 0.5800 0.5834
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I11.3.3 Vibration libre de plaques homogénes et a gradient de propriétés reposant

sur des bases élastiques variables

Afin de vérifier I’intérét des travaux en cours, dans cette partie, les résultats des vibrations
libres des plaques P-FG adossées a des fondations élastiques variables sont examinés avec
différents parameétres d'étude tels que l'indice de loi de puissance (p), le rapport épaisseur sur

longueur (4/a) et le rapport largeur sur longueur (a/b).

Cette étude est basée sur une comparaison entre différents types de fondations élastiques
variables. Les Figures II1.2, 3 et 4 montrent la comparaison de I'effet de la fondation é€lastique
(module linéaire, parabolique, sinusoidal et non variable) sur le comportement vibratoire des
plaques FG. Sur la Figure I11.2, les fréquences propres non dimensionnelles en termes de (p)
diminuent avec 1’augmentation des effets de la fondation élastique. On remarque aussi que la
raideur constante favorise la diminution des propriétés vibratoires et ce pour différentes valeurs

de I’indice de puissance P.
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p

Figure II1.2 Effet des différents types de fondations élastiques sur les fréquences non dimensionnelles des
plaques en FG carrées. (a/h=10,kw=100,ks=10¢et { =1)

Alors que les fréquences non dimensionnelles dans le cas des Figures IIL.3 et II1.4, sont
représentées en termes de rapport d’épaisseur (a/ h) et de rapport de c6té (a /b), ce paramétre
vibratoire augmente avec I’augmentation de ces rapport géométriques. La variation sinusoidale
de la raideur donne des valeurs de fréquences plus élevées, alors que la fondation a raideur

constante donne les valeurs les plus petites pour les deux cas de Figures.



La figure I11.3 montre, aussi, que pour les plaques fortement épaisses (a/h <10); la variation
de la fréquence est assez significative ; alors que pour les plaque minces, on remarque bien que

la fréquence tend vers la stagnation avec 1’augmentation du rapport d’épaisseur a/h.
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Figure III. 3 Effet des différents types de fondations €lastiques sur les fréquences non dimensionnelles des
plaques en FG carrées (p =2, kw=100,ks=10et ¢ =1)
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Figure III. 4 Effet des différents types de fondations €lastiques sur les fréquences non dimensionnelles des
plaquesen FG (p=2,a/h=10,kw= 103, ks=10%et ¢ =1)
Les Figures I1I. 5, 6 et 7 montrent I’influence des paramétres de fondations variables sur les
fréquences des plaques FGM en fonction des différents paramétres (p), (h/a) et (a/b). On peut
voir que les fréquences augmentent avec I'augmentation du parameétre . Mais cette augmentation

n’est pas signifiante.
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Les remarques déja faites par d’autres chercheures sont confirmées ; parmi lesquelles, dans
la Figure II1.5, on remarque que 1’augmentation de I’indice de puissance matérielle p nous amene
a des fréquences plus petites ; et ce pour différentes formulations de la fonction vibrationnelle de

la raideur.
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(c) Variation sinusoidale
Figure IIL5 Influence du paramétre § de la fondation élastique variable sur les fréquences non

dimensionnelles des plaques carrées FG (a/h = 10, kw = 100, ks = 10)
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Dans la Figure II1.6, I’augmentation du rapport d’épaisseur a/h nous amene a des fréquences
plus grande, ceci est valable pour différentes formulations de la fonction vibrationnelle de la
raideur. La remarque déja faite concernant I’atténuation de la différence des fréquences pour les
plaque minces est illustrée dans ces Figures puisque les résultats des fréquences pour les rapports

d’épaisseurs a’h = 20 et a’h = 50 sont tres proches.
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(¢) Variation sinusoidale
Figure IIL.6 Influence du paramétre ¢ de la fondation élastique variable sur les fréquences non
dimensionnelles des plaques carrées en FG (p = 2, kw = 100, ks = 10).
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Dans la Figure II1.7, d’autant plus que le rapport de c6té a/b tend vers le rectangle, nous
aurons des fréquences plus grande, ceci est valable pour différentes formulations de la fonction

vibrationnelle de la raideur.
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(¢) Variation sinusoidale
Figure II1.7 Influence du paramétre ¢ de la fondation élastique variable sur les fréquences non
dimensionnelles des plaques FG, (p =2,a/h =10 kw = 10%, ks = 10?)



Enfin, les travaux effectués de cette partie constituent un artifice prévisionnel du
comportement dynamique (vibratoire) des plaques en FGM sur divers types de fondations a

raideurs élastiques variables.

II1.4 Conclusion

Le développement mathématique opéré pour 1’étude de la vibration libre de plaques a
gradient de propriétés reposant sur des fondations élastiques a raideur variables a abouti a des
résultats intéressants en utilisant une théorie de déformation de cisaillement. La théorie actuelle
ne comporte que quatre variables, ce qui signifie que le cheminement utilisé nous fait gagner en
termes de temps de calcul. Les fondations ¢élastiques sont supposées avoir deux parameétres ; Le
module de Winkler est supposé¢ variable dans la présente étude (linéaire, parabolique et
sinusoidale) en fonction de la longueur des plaques FGM et la couche de cisaillement Pasternak

doit étre constante.

La validation et I'¢tude paramétrique de cette méthode ont été faite. L'effet de la variation de
la raideur des fondations élastiques sur le comportement dynamique des plaques homogenes et
FGM a été étudié, en termes de propriétés des matériaux, des rapports épaisseur sur longueur et
de rapport, coté sur longueur, avec succes. A partir de cette méthode on peut prédire la valeur de
la fréquence pour différents parametres a/h, a/b et p lorsque les raideurs €lastiques soient

variables.



Chapitre IV : Propagations des ondes
dans les plaques de type FG reposant sur

fondation élastique




IV.1 Introduction

Dans ce chapitre, I'¢tude de la propagation des ondes dans des plaques en matériaux a
gradient de propriété reposants sur des fondations ¢€lastiques de type : Winkler-Pasternak, est

traitée en utilisant la théorie de gauchissement.

Comme on 1’a déja évoqué et Contrairement a d'autres théories d'ordre supérieur, le nombre
d'inconnues et d'équations gouvernantes de la présente théorie n'est que de quatre variables de
déplacement, ce qui est méme inférieur a la théorie de cisaillement du premier ordre (FSDT). Il
est a signalé que le présent travail introduit un nouveau champ de déplacement a variables

intégrales indéterminées.

Les équations de propagation des ondes dans les plaques FG sont dérivées en utilisant le
principe des déplacements virtuels. La relation de dispersion analytique de la plaque FG est
obtenue en résolvant un probléme de valeur propre. Des exemples numériques sé€lectionnés dans
la littérature sont illustrés. La Figure IV.1 illustre le schéma de notre étude ; cette fois ci avec

une fondation a raideur constante.

z A Couche de cisaillement (kp )

‘Y plague en FGMN
B e

ressorts de Winkler ( kw )

Couche rigide

Figure IV. 1 Plaque a gradient de propriétés reposant sur la fondation Winkler-Pasternak.

IV.2 Formulation théorique

IV.2.1 Matériaux et plaques a gradient propriété

On considére une plaque rectangulaire solide de longueur (a), largeur (b) et épaisseur (%) en

FGM avec le systeme de coordonnées illustré a la Figure IV.1. Elle est supposée reposer sur une



fondation ¢lastique de type Winkler — Pasternak avec la rigidit¢é Winkler de k. et la rigidité au

cisaillement de k.

La céramique est a la surface supérieure (z = + h /2) de la plaque et le métal est a la surface

inférieure (z = - h /2).

Les caractéristiques des matériaux de cette plaque changent en fonction de I'épaisseur de la
plaque avec différentes distributions de la loi de puissance et exponentielles des fractions

volumiques des constituants des deux matériaux, telles que :

1. La distribution selon la loi de puissance (P-FGM) :

1 oz
P =P +(P -P —+ — V.1
<Z) m ( c m ) ( 2 h J ( )
ii. La distribution selon la loi exponentielle (E-FGM) :
1z
o2)=p ;{57] (IV.2)

Ou p est l'indice de loi de puissance, qui prend des valeurs supérieures ou égales a zéro.

Ou P désigne la caractéristique matérielle effective telle que le module de Young, la masse

volumique et le coefficient de Poisson ; les indice m et ¢ sont affectés aux composants métalliques

et céramiques, respectivement ; et p(0.5+z / h) est I'exposant de la loi exponentielle.
La valeur p égale a zéro indique une plaque enticrement en céramique, alors que lorsque p

tend vers l'infini la plaque sera enti¢rement métallique.

Puisque les coefficients de Poisson des deux matériaux de mixture sont trés proches et que
la majorité des études prennent ce coefficient comme une constante ; par conséquence on le prend

ainsi, vue I’avantage de gagner en maticre de temps de calcul.

i. Distribution selon la loi de puissance :

p
1 =z

E(z)=F +(FE -F )| =—+—1,
(Z) m ((1 77!,)(2 hJ

X Z] (IV.3a)



Distribution selon la loi exponentielle :

1,2
142
2 /LJ

E(z) = Emep( ,
(IV.3b)

1.z
p 2 h

p(z) =p,e 7

ii.

IV.2.2 Cinématique et équations constitutive
Dans ce chapitre, le champ de déplacement pris est représenté en terme de 4 variables en

intégral, et la fonction de gauchissement est prise, cette fois ci, HSDT conventionnel de sorte que

le nombre d'inconnues sera réduit.

Le champ de déplacement du HSDT conventionnel est donné par :

0
) = o (00t) =22 + 2 nt)
(Iv.4)

ow
U(SII, Y, 2, t) = ’UO(SU, Y, t) - Za_yo + f(Z)¢y (:Ba Ys t)
u(z,y,2,t) = w,(z,31)

Ou,
Uy> w5, > ¢ v, SONE cinq déplacements inconnus du plan moyen de la plaque, f(z) indique une

fonction de forme représentant la variation des efforts de cisaillement transversaux et des

contraintes dans 1’épaisseur.

En considérant que @ = J-H(a:, Y, t)et¢y = _[9 (z,y,t), le champ de déplacement du

modele actuel peut étre exprimé sous une forme plus simple a quatre inconnues :

0
e, 2.0) = @ p.0) =24k f) 0 p.t)de
i
(IV.5)

G
(@, 9,2,t) = v, (2,y,t) - Z% +k, ()] 0w ,1) dy
y

w(z,y, 2,t) = w,(,y,1)
La fonction de forme f'(z) est choisie pour satisfaire la nullité des contraintes de cisaillement

sur les surfaces supérieure et inférieure de la plaque.

Par conséquent, un facteur de correction de cisaillement, généralement utilisé dans les FSDT,

n’est pas nécessaire.



Dans cette étude, cette fonction de forme est choisie sur la base de la théorie de la plaque de

déformation en cisaillement d'ordre supérieur (HSDT) de Reissner [168]. Cette équation est

exprimée comme suit :

5 5
f?) —bz—ﬁj (IV.6)

On peut voir que le champ de déplacement dans 1’équation (IV.5) n'introduit que quatre

inconnues (v, ,w,,0 ,v,)-

Les déformations non nulles associées au champ de déplacement dans I’équation. (IV.5)

sont :

e | |é& K K (IV.7)
ou,
g? ox
g | = 9 V.8
y - a ! ( * a)
8’”’ auU +%
oy Ox
_82w
K’ Foats
. _82w
v oy ’ (IV.8b)
K o’w
- 0°x0%y
b
k; k0
k| = k,0 , (IV.8c)
1

Y

0 0
klajedaz+k2£[9dy



AL j Ody
71 k[ ode |

0z

Les intégrales définies dans les équations (IV.8) doivent étre résolues par une méthode de

(IV.8d)

type Navier et peuvent étre écrites comme suit :

2 2
ijedsz'ée, ij@dyzB'ae,
oy 0z 0y ox o0x0y
(IV.9)
je dz =A'%, je dy _p19¢
ox oy

Ou les coefficients A'et B'sont exprimés en fonction du type de solution utilisé, dans ce cas
via relation de dépression.

Par conséquent A', B Lk, etk s'expriment comme suit :

.
Kk,
JR—
K, (IV.10)
k= x72,
k. = «k.°

Ou g et «, sont les nombres d'ondes de la propagation des ondes avec les directions des axes

X et y, respectivement.
Pour les FGM ¢lastiques et isotropes, les relations constitutives peuvent étre exprimées

comme suit :

o, Qll Qm 0 0 0 L
o, Q, @, 0 0 0 ||g,
=10 0 Q@ 0 03¢ (IV.11)
T, 0 0 0 Q " 0 Yy
T 0 0 0 0 Q,f|r,

Ou (6 ,0.r , et ¢z )et(e,e,e,y €t 5 ) sont les composantes de contraintes et de
z yoowy z eyt oy sy Y

déformations, respectivement. Nous utilisons des propriétés du matériau définies dans les

équations (IV.let IV.2). Les coefficients Q;; peuvent étre donnés comme :



0. -2 g -0, @,-Y29 q,-q,
1 ‘EVZ) 1-v (IV.12)
Q, = Q, =Q; =Gy

21+v)’
IV.2.3 Equations de mouvement

En utilisant le principe d’énergie de Hamilton, nous dérivons 1I’équation du mouvement des

plaques FGM reposant sur la fondation ¢lastique.

(U +U, - K)dt =0 (IV.13)

o —

Ou,
U : Variation de la déformation énergétique de la plaque FG,

U, Variation de la déformation énergétique de la fondation élastique,

K: Variation de 1'énergie cinétique.

La variation de la déformation énergétique de la plaque FG est donnée par :

5U=j(o- 6 +o0 S +71 6t +7 Ot +71 Ot )dV
TT TT yy Yy Ty Ty Yz yz Tz Tz

v

= j(N 0" + N 6’ + N _0g + M'Sk" + M'Sk* + M’ 5k* + M*Sk’ (V.19
z z y Y Ty Yy T 'z y y . y . -
A

+ M:SE™ + M° 0k° + R°OR’ + R’ SR’ )dA
y Y xy xy yz Yz 2 2
Ou,

A est la surface supérieure et les contraintes résultantes £ , M et N sont définies par :

h/2

(NL_,Mf,M;')z J‘(l,z,f)aidz, (i = z,y,zy)

—h/2

(IV.15)

h/2

(RLR)= [ (r.7,)9 dz

—h/2
La variation de I'énergie de déformation de la fondation élastique (fondation de Winkler-

Pasternak) peut étre exprimée comme suit :



U, = [(K,usw-K,

; A dyf

[de d*w
Y

—+ —] ow) dA (IV.16)
ou,

Kw et Kp représentent les coefficients de rigidité transversale et de cisaillement pour le

milieu élastique, respectivement.

Si la fondation est modélisée comme la fondation linéaire de Winkler, le coefficient K, dans

I’équation (IV.16) est nul.

La variation de 1'énergie cinétique de la plaque peut étre exprimée comme suit :

OK = [ (Siv+ 50+ bSiv)dV
|4
95w, Ow

+—L 51
o ox ox o

I, (1,81, + 9,80, + 1,51, ) -1,
. 00w, N ow

+UO ay 6—;51)0
N . 256 86 . N[ . 660 00 .
+J, ((klA )(uo o a—xaqu +(k,B )[vo P @5%}} (IV.17)

aVv

Il
pS—

222).
duiy, 01, Oy, B, 0r Ou
+1, + K

+
or Oz oy Oy ’ P
(kQB')Z %85(9
oy Oy

N[ Ou ) 05w, 00 N[ Ou ) 05w, 00
-7, | (k) S 006 , 00w, 901, (k,B)] 009 | 9o, 90
ox Ox or Ox oy Oy oy Oy

Ou, (*) Indique la dérivée par rapport a la variable de temps.

(Iy, 14,15, ]1, ]2, K5 ) sont des inerties de masse exprimées par :

h/2 /2
(1,1.L) = [ (L22° @)z, (1,0,K,) = [ (£.4.) pz) d (1V.18)
~h/2 —h/2

En remplagant les équations. (IV.14), (IV.16) et (IV.17) dans I'équation (IV.13), on peut

déduire ce qui suit :



Eu() axf + ﬁyw = [Ouo I " +J1 k’lA' _x
ON_~ ON, 06
Sv, 0 L4 —L =1~ —+J kB
oy ox | Oy oy
oM oM M oii,  oi
ow, : L 49 =LA =1 i, +1 040
ox’ 0x0y oy’ x Oy
 &%0 . 0%0
— IV +J | kA +kB
2V W 2 ( 1 o1 2 ayQJ (IV.19)
, o' M¢ OR®
§0: —k M —k M — (kA +kB)—2+kA ==+
! Y oxoy ox
2
@Afaﬁ
 OR’ | Oii . 0 oz
kB —&=—J | kA —L+kB —L|-K,
oy ox oy 2 020
+(k2B) 0
Yy
2 .. 2 .
+J,| kA 0 +k,B 0
or’ oy’

En substituant 1'équation (IV.8) dans I'équation (IV.11) et les résultats sont remplacés dans

I'équation (IV.15), les résultants des efforts sont obtenus en termes de déformations suivant la

forme compacte :

N A B B ||¢
Mi=|B D D [k, S=A"y (IV.20)
M’ B D H ||k
Dans lequel
¢ t
N:{N, N, N}, M”:{Mb M M”},
T Y Ty T Y y
t
MH — {MS MS MS}
Y

T xy

(IV.21a)

Et
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A71 14|2 O Bll Bl? O
A: 1421 A22 O ’ B: B21 BZQ O
0 0 A, 0 B,

Dll 12 O

D=|D, D, 0

0 0 D,
f%i lz; O l);, l); 0
B =|B, B, 0|D=|D B, 0
0 0 B, 0 0 D

Hy H, 0

H =|H, H, 0

0 0 H,

s={re &), =l 2 ag g

yz
De plus, les composants de rigidité sont donnés comme suit :

f%l l%l l)ﬂ l%l 1); laql
1412 1332 1:12 13;2 ‘l)fQ }}q; =
f%m l%m l%% l%; 1326 ]¥$

h/2
[ Q.1 = 2 5. 6, 567)d
~h/2

(4, B, D, B, D, Hy)=(4, B, D, B, D, H})

h/2

A, =45 = [ Qlu)rd

~h/2

(IV.21b)

(IV.21c)

(IV.21d)

(IV.22a)

(IV.22b)

(IV.22¢)

C

D)



En substituant de 1'équation (IV.20) dans I’équation (IV.19), les équations de mouvement
peuvent étre exprimées en termes de déplacements (u,,v,, w, 6) et les équations appropriées

prennent la forme suivante :

All 11 0 +A66d22 0 (1411 +A6()) 12 0 Blldllw(J (B +2B )d122 (J
) (IV.23a)
(B (kA +k,B))d,,0+ (BSk, + B3k,)d,0 = Lii, ~ Ld,i5, +J k A'd &

11771 12772

Ay, + Ayd v+ (A, + Ay )dyu, = Bdy,w — (B, + 2B, )d,,w

1270 22722270 112 (J

(IV.23b)
(B, (A + 8B ))d 0+ (Byk, + BLk ) d,0 = 1,5, ~ 1,d,ii, +J kB d,0

22772 12771

B, d,u, +(B, +2B,)dyu, +(B, + 2B, )d, v, + B,d,v

122 70 11270 22722270

—D,,dyy,w, =2(Dy, +2D,, ) d, 0, = Dyydy 0, + (DK, + Dk, ) d,, 0

1122 0 2272222 770 111 12°72

(IV.23¢)

1122 12771 22772

+2(Dy, (kA + k,B')) d,,0 + (Dik, + Dk, )d,.0 = L,

+I, (dyiiy + dyiiy ) = 1, (d,, 6, + dyyib, ) + 7, (Akd, 0 + B,d,,0)

11770 22770 2722

(<Bik + Bk, ), =By, (AF, + BR, )y, =( By, (4K + BE, )| d, 0

122 0 112 0

~(Bik + Bk, )y, = (Dik, + Dy, )y, +2( Dy, (AR, + B, ))d, 0

12772 ) 711770 1122 0

: 2
Ak
(D12k1 + D22k2)d22 0 Hllkle H12k29 2H  f k0 —| H [ Blk’ J d, 1,0 (IV.23c¢)

43 (BR) d,0+ A, (AR) d,0 =7, (Akd i, + Bl

272270

1, (A i, + B i) (A8 @, 5+ (51, ) 0,

Ou, 4, vd»d, €t d sont les opérateurs différentiels suivants :



4 8:1:1.6@7. Tl ﬁxi(?:z:jﬁxl ’

o' 0
=, d =—, (Iv.24)
v 8xi8x7.6xlaxm ' Ox

7

(i,7,l,m =1,2).
IV.2.4 Dispersion relations

Les solutions des équations de mouvement sont résolues en utilisant des relations de

dispersion décrivant une onde de propagation dans le plan x-y :

u, (
( =
w, (,y,t) W exp [z(/c T+KY-ot)

1

O(z,y,t) X exp [z(/c T+KY—® t)_

1

T, y,t) V exp

Yy

T, y,t) U exp [z’(lclx +tKYy-ot
[i(/(lx +tKy-ot

)]
)]

(IV.25)

Ou,
U; V; Wet xsont les coefficients de I'amplitude d'onde.

K et % sont les nombres d'ondes de la propagation d'onde le long des directions de 1'axe x

et de I'axe y, respectivement.
@ est la fréquence, i - V=1 l'unité imaginaire.

En substituant I’équation (IV.25) dans I’équation (IV.23), le systéme d’équations suivant est

obtenu :
Sll Sl? Sl3 Sl4 mll O m13 m14 U 0
Sl2 SQQ SQS 524 2 0 22 m23 m24 V 0
g g g g - W = (IV.26)
13 23 33 34 m31 m32 m33 m34 0
_Sl4 524 S34 S44 i L m41 m41 m43 m44 i X 0



_(AﬂK + AGGKQ )

S, = —K K, (A1 + A, )

SIS = (BIIKI + B12K2 + 2B6()K2)
S, =i, (KB, + kB, = (kA + kB ) Byk? ),

S, = ~KK, (Au + A()‘ES)’

22 22772 66 1

S = (AK+AK)

S, = (1322K2 + BHK1 + 2B%K1)

S, = ix, (k,By, + kB, - (kA + kB ) Bkt ),

S, = (BUK1 + BQK2 + QBeus)

S,, = —K,i(B,,k; + B,k + 2B, k), (IV.27a)
Sy = =Dy} +2(Dy, + 2D, ) KK} + Dy )= K, = K, (7 + )

S k(D11K1+DK)+2(/€A+kB) K—k(Dsl( +DK)

34 12772 6612 2272 12771

S,y = =wi(k By, + kB, - (kA + k,B) Bkt ),

1711 2712 66 2

27722 17712 66 1

S,y = =i, (K, By, + kB, — (KA + k,B) Byx? ),

Sy = =k, Dyl + Doy )+ 2(kA + k,B') Dysclic} — by (Dyyr? + Dy’ )

34 111 12772 22772 12771

S, =k (Hyk + Hik )~ (RA + k,B') Hoxe? —k, (Hok, + HE,)

44 12772 661 2 2272

~(kAY) A7~ (KB) A

442

Et,
my ==, (IV.27b)
m, =i K1,
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=—1Jk,Bk,,
=-i 1K,

=—i k1,

= —(IO +1, (Kf + K‘;)),

= J, Ak + Bh),

=1 JlklA'K1

=1 Jk Bk,

= J, (4K + Bhy),

=-K, ((A'kl )2 K. + (B'lc2 )2 K‘;j

Les relations de dispersion de la propagation des ondes dans la plaques a gradient de

propriétés reposant sur une fondation élastique sont données par :

| [K] - [M] [=0 (IV.28)

Les racines de I'équation (IV.28) peuvent étre définies par :

s = Wy(x) eto, =W, () (IV.29)

Ses racines correspondent aux modes d'onde, M, M, , M, et M,respectivement.

Les modes d'onde M, et M, correspondent a I'onde de flexion, les modes d'onde M,et M,

correspondent a l'onde d'extension. La vitesse de phase de la propagation des ondes dans la

plaque FG peut €tre obtenue de :

, (i=12,34) (1V.30)



IV.3 Analyse de résultats

Dans ce travail, 1'é¢tude de la propagation des ondes et des vibrations libres dans les plaques
FGM reposant sur une base ¢lastique par une théorie de la contrainte de cisaillement d'ordre élevé
est proposée. Les solutions de dispersion permettant de déterminer les vitesses de phase et les

fréquences des plaques FGM sont présentées en résolvant des équations en valeurs propres.

Pour vérifier I'exactitude de cette analyse, des exemples numériques sont résolus. Une étude
paramétrique sur les différents parametres géométriques et matériels de la plaque a savoir P, a/h,
P-FGM, E-FGM a ét¢ faite en tenant compte de I’effet de I’assise €lastique. Les propriétés des

matériaux utilisés dans cette étude sont les suivantes :

Céramique (alumine, Al,O3) : Ec = 380 GPa

v=10.3

pe = 3800 kg/m’.
Céramique (Si3N4) : E. = 348,43 GPa,

v=10,3

pe = 2370 kg/m’.
Métal (aluminium, Al) : £, = 70 GPa,

v=203

o = 2702 kg/m’.
Métal (SUS304) : E,, = 201,04 GPa,

v=10,3

o = 8166 kg/m’.

Ces propriétés changent a travers 1'épaisseur de la plaque en fonction de la loi de puissance
ou exponentiel. La surface supérieure de la plaque FGM est riche en céramique, tandis que la
surface inférieure de la plaque FGM est riche en métal. L'épaisseur de la plaque a gradient de

propriétés est prise h = 0,2 et 0,1 m.

Afin de vérifier I'efficacité de la théorie actuelle dans 1'étude de la propagation des ondes des
plaques FGM, des applications numériques sont présentées et discutées. L'é¢tude basée sur le

modele proposé est faite a 1'aide du programme MAPLE.



IV.3.1 Etude paramétrique des plaques de type P-FGM

Pour illustrer davantage la précision de la théorie proposée dans ce travail pour une large
gamme de rapports d'épaisseurs (a/h), différentes valeurs de gradient d'indice de loi de puissance
(p), différentes valeurs du nombre d'ondes et différents cas de paramétres de fondation (kw, kp),
une analyse de variation des valeurs de fréquence de propagation d’onde et de vitesse de phase
calculées par la théorie actuelle pour les plaques P-FGM (Si3N4 / SUS304) a été présentée dans

cette section.

Dans la Figure IV.2, nous examinons I’influence de la présence d’une fondation élastique
sur la fréquence fondamentale et la vitesse de la phase des plaques P-FGM. Plusieurs valeurs de

l'indice de la loi de puissance (p) sont utilisées.

D'apres les courbes illustrées a la Figure IV. 2, nous voyons que la fréquence circulaire d'une
plaque reposant sur une fondation élastique est légerement supérieure a celle d'une plaque sans
fondation ¢élastique. Il est également noté que la fréquence fondamentale et la vitesse de la phase
diminuent avec 1I’augmentation des valeurs de I’indice de fraction volumique des constituants du

matériau (p) et augmentent avec 1’augmentation du nombre d’ondes (k).

Dans ces courbes plusieurs paramétres ont été étudié a la fois dans un méme graphe ce qui

explicite d’éventuel effet qui peut exister entre ces parametre comme par exemple :

L’effet de la variation de p par rapport a la fréquence ou a la vitesse de phase, sinon, le

rapport entre le nombre d’onde et I’indice de puissance p.

A partir de la Figure IV.2, on remarque que 1’augmentation des fréquences se développe a
petit intervalle avec I’augmentation du nombre d’onde, mais d’autant plus ce nombre soit grand
le taux de variation de la fréquence devient significatif. Contrairement pour les vitesses de phase
ou ¢a commence avec une augmentation accélérée et pour les nombres d’ondes élevées 1’écart

d’augmentation des vitesses devient petit.
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Figure IV. 2 Variation de la fréquence et de la vitesse de phase de différentes plaques FG en fonction du

La Figure IV.3 illustre les courbes de variation de la fréquence fondamentale et de la vitesse
de phase des différentes plaques FGM avec kw = 1000, kp = 100 et p = 2. On peut constater que

I'épaisseur de la plaque a un effet sur la fréquence de propagation des ondes dans la plaque FG

nombre d'onde (kw = 1000, kp = 100)

pour les grands nombres d’ondes (k).
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En revanche, les fréquences sont réduites lorsque 1'épaisseur diminue. Pour les courbes de la
vitesse de phase, on voit que celle-ci diminue avec la diminution de I'épaisseur de la plaque. 11
convient également de noter que pour des valeurs élevées du nombre d'onde, les vitesses de phase

convergent quelle que soit I'épaisseur.
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Figure IV.3 Variation de la fréquence et de la vitesse de phase des plaques FG en fonction du nombre d’ondes.
(kw = 1000, kp = 100, p = 2)



Dans la Figure IV.3 l’effet de la fondation élastique, pour les deux caractéristique

vibratoires, et significatif pour les petites valeurs du nombre d’onde alors que pour les grandes

valeurs de k I’effet devient peut important.

Dans la Figue IV .4, la variation de la fréquence propre des différentes plaques FG en fonction
du nombre d'ondes est présentée. On peut noter que la fréquence de propagation des ondes dans
la plaque FGM augmente avec la diminution de l'indice de la loi de puissance, quel que soit le
mode d'onde. De plus, la fréquence de propagation de 1'onde devient maximale dans la plaque

entierement céramique (p = 0).

I1 est a noter, aussi, que la relation fréquences-nombre d’ondes est strictement linéaire pour

le deuxiéme et le troisiéme mode (mode 1 et mode 2).

Dans Le mode quatre qui représente le mode de cisaillement 1’effet de I’indice de puissance

de la fraction volumique n’a pas d’effet quel que soit la valeur du nombre d’onde.
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Figure IV.4 Les courbes de dispersion des différentes plaques FG reposent sur une fondation élastique.
(kw = 1000, kp = 100) (a) : mode 0, (b) : mode 1, (c) : mode 2, (d) : mode 3
La variation de la vitesse de phase des différentes plaques FG en fonction du nombre d'ondes
est représentée a la Figure IV.5. A partir des courbes représentées sur cette Figure, les similitudes
peuvent étre identifiées dans I'évolution des parametres de la vitesse de propagation des plaques
FG. On peut noter que la vitesse de phase de la propagation des ondes dans la plaque FG

augmente lorsque l'indice de la loi de puissance p diminue pour le méme nombre d'onde k.

La vitesse de phase des deuxiéme et troisieme mode de la plaque (p = 0) est constante, mais
celle-ci diminue lorsque 1'indice de la loi de puissance p devient différent de zéro (p # 0) ; cette

diminution devient plus visible dans le quatriéme mode.

De plus, pour la plaque homogene (p = 0), la vitesse de phase prend le maximum parmi

celles de toutes les autres compositions.
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Mode 3
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Figure IV.5 Les courbes de vitesse de phase de différentes plaques a gradient de propriétés reposent sur des

fondations ¢élastiques. (Kw = 1000, kp = 100)

(a) : mode 0, (b) : mode 1, (c) : mode 2, ( d) : mode 3



IV.3.2 Etude paramétrique comparative des plaques en P-FGM et E-FGM

L'effet de la fondation sur la vibration libre et la propagation des ondes dans des plaques P-
FGM et E-FGM ¢épaisses est présentée dans la Figure IV.6 (a/h =5 et p = 3). On remarque que
pour la méme valeur de p, les fréquences données par le matériau P-FGM sont plus important
que celles donnée par E-FGM. De méme pour I’effet de la fondation qui est signifient dans le cas

des P-FGM.
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Figure IV.6 Comparaisons des fréquences et de la vitesse de phase des plaques P-FGM et E-FGM



Dans la Figure IV.7, une comparaison de la variation de la dispersion et de la vitesse de
phase des plaques P-FGM et E-FGM en fonction du rapport d'épaisseur (a/h) a été présentée. Le
nombre d'ondes et I'indice de loi de puissance sont pris ici égaux a 10 et 3, respectivement. Dans
ces Figure les plaque épaisses donnent des variations de réponses ¢élastique, entre les plaque avec

et sans fondation, plus grandes que celle des plaques minces.
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Figure IV.7 Comparaisons des fréquences et de la vitesse de phase des plaques P-FGM et E-FGM
(xk=10,p=3)



Les résultats présentés sur les deux Figures (IV.6 et IV.7) montrent que les parameétres de
fréquence et de vitesse de phase des plaques P-FGM sont plus importants. Puis celles de 1a plaque
E-FGM. Avec cela, il est nécessaire d'assurer une répartition réguliére des propriétés du matériau

avec l'épaisseur.

IV.4 Conclusion

Le travail accompli, dans ce chapitre, est orienté vers une analyse de la propagation des
ondes dans les plaques FGM sur fondation ¢élastique en utilisant une théorie de la déformation de

cisaillement d'ordre élevé avec un champ de déplacement a variable intégrale.

Le principal avantage de la théorie proposée par rapport aux théories de déformation par
cisaillement d'ordre supérieur existantes est que la théorie actuelle implique moins d'inconnues,

ainsi que l'effet de la fondation élastique, qui a été pris en compte.

Les équations du mouvement sont obtenues selon le principe de Hamilton. Ces équations
sont résolues en utilisant la relation de dispersion, puis les fréquences fondamentales et les

vitesses de phase sont trouvées en résolvant le probléme des valeurs propres.

L’étude paramétrique réalisée a permis de mettre en évidence les différents facteurs
influengant le comportement vibratoire et la propagation des ondes dans les plaques en FG. Il est
indiqué que les réponses a la propagation des ondes dans les plaques en FG sont affectées par
divers parametres tels que les constantes de fondation ¢élastique, l'indice de gradient et le rapport

épaisseur/longueur.



Chapitre V : Analyse statique des

plaques en FGM reposant sur fondation

élastique non linéaire




V.1 Introduction

Parmi les sollicitations mécaniques a étudier, 1'effet statique ou flexionnel sur des plaques a
gradient de propriétés (FGM) reposant sur des fondations élastiques a raideur variable, en
utilisant une théorie de la déformation de cisaillement a quatre variables et soumises a des charges

mécaniques est étudié.

Le milieu de fondation élastique est supposé a deux parametres Pasternak-Winkler en
considérant une variation de la couche de Winkler le long d'un c6té de la plaque ; cependant, la

couche de cisaillement de Pasternak est censée étre constante.

Les équations d'équilibre des plaques a gradient de propriétés reposant sur la fondation
¢lastique sont dérivées en utilisant le principe du travail virtuel. Les résultats numériques et la
validation des plaques FG sont présentés, c’est pour montrer la précision de la présente méthode
pour prédire le comportement statique des plaques a FGM et l'influence des variables de
fondation ¢élastique sur la contrainte et le déplacement des plaques a gradient de propriétés. La
Figure V.1 montre une plaque reposant sur fondations a deux parameétres et soumise a un

chargement statique.

a

céramique

9o g
ped iAo leg

métal

Figure V.1 Plaque a propriété graduée reposant sur une fondation élastique



V.2 Formulation Théorique

V.2.1 Matériaux et plaques a gradient propriété

Les plaques rectangulaires constituées de matériaux a gradient de propriétés ont la longueur
(a), la largeur (b) et I’épaisseur (h) dans le systeéme de coordonnées cartésiennes (x, y, z), comme

illustré a la Figure V.1.

La plaque rectangulaire en FGM reposant sur des bases élastiques a deux paramétres et une
charge transversale répartie (g), ces charges sont supposées étre de charge sinusoidale ou

uniforme.

Les propriétés matérielles de la plaque FGM varient dans la direction z a travers 1'épaisseur

de la plaque. Le matériau constituant est composée d'un mélange de céramique et de métal.

La plaque est en métal sur la surface inférieure, tandis que la céramique se trouve sur la

surface supérieure.

Nous supposons que le module d'¢élasticité (E) peut étre déterminé comme suit :

E(z)=E, +(F, ~ EW)[ +

]P (V.1)

l\3|)—l
:‘|N

Ou,

P est le parametre de matériau qui décrit la variation de matériau a travers la section

transversale.

(E) et (En) sont les propriétés correspondantes de la céramique et du métal, respectivement,

le coefficient de Poisson est constant suivant toute 1'épaisseur de la plaque.
V.2.2. Fondation élastique

La fondation ¢élastique est supposée a deux couches ; la couche de Winkler présente les

ressorts et la couche de cisaillement de Pasternak qui relie les ressorts de la couche de Winkler :

o’w 9w
f(z) =K (z)w - K, {67+ ﬁ] (V.2)
Ou,

fe(x) est la réaction totale de la fondation.



K, est la couche de cisaillement constante, si la couche de cisaillement est négligée la

fondation élastique devient la fondation de Winkler.
Ky(x) est le paramétre variable de Winkler dépendant uniquement de la direction x.

La variation de la fondation ¢élastique de Winkler se retrouve dans les études précédentes

Pradhan et Murmu [148], Sobhy [149], Attia et al. [151] :

1+¢ z Linéaire
J.D oY
K (z)= ;4 : 1+¢ {fj Parabolique (V.3)
1+ ¢ sin (7[ ij Sinusoidale
a

Nous proposons dans la présente étude de nouvelles variantes de fondations élastiques

comme suit :
j z)
1+¢ z ¢ | — polynome
i=0 a
DA Tz :
i 1+ cos| —— cosinus
K, (@) =— d [2 GJ (V.4)
x z Y
1+ | exp (—J — exp (—J exponentielle
a a
Ou,

J est une constante et C est un parametre variable.

Si £ est égal a zéro, la fondation devient uniforme de Pasternak et si la rigidité de la couche

de cisaillement est négligée, la fondation de Pasternak devient la fondation de Winkler.
n>1 est un nombre réel supérieur a la valeur unitaire, on prend dans la présente étude

n =1.5. c, estun paramétre de coefficient de polyndome.

Les Figures V.2 et V.3 montrent les allures des différentes variations citées dans les

¢quations (V.3) et (V.4)



Figure V.2 Diverses distributions des fondations élastiques Winkler le long de la direction axiale
(a) type polynomial, (b) type cosinus et (c) type exponentiel

Figure V.3 Diverses distributions des fondations élastiques Winkler le long de la direction axiale
(a) type linéaire, (b) type parabolique et (¢) type sinusoidal

V.2.3. Théorie du cisaillement d'ordre supérieur

La théorie classique de la déformation par cisaillement d'ordre supérieur a cinq déplacements
inconnus pour les plaques FG en utilisant des hypothéses de plaques épaisses, nous pouvons

écrire comme suit :

ow
U(.’E, Y, %, t) = UO(LI?, Y, t)_z xO +f(Z)§DI(.'L’, Y, t)a

ow V.5
) = @ 8) -2 fEe, (500, (V-5)

w(z,y, 2,t) = w(z,y,1)
Ou,

uo, v, w, g et sont cinq déplacements inconnus du plan moyen de la plaque FG,

f(z) est la fonction de forme sinusoidale qui représente la distribution des déformations et les

déplacements de cisaillement transversal avec l'épaisseur.

Pour simplifier et réduire le nombre d'inconnus dans la théorie classique du cisaillement
d'ordre supérieur, pour le réduire de cinq a quatre inconnus, nous introduisons une intégrale
indéfinie dans le déplacement des composants en cisaillement.

En considérant que ¢, =[0(x,y.t)dx et ¢ = [occ.y.0ay . Le champ de déplacements de la

présente théorie peut étre exprimé sous une forme plus simple.
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ow,

w(z,y, 2,t) = uy (2,9, 0) - 2 —L+ k, [(2)] 6(x,y, t)de,

ox
0

o2, 0) = v, (@0 8) - 2 S by f(2)] 0.y, 1), (V.6a)

)

w(zyyvzyt) = wo(z7y7t)
o,

f(z) = isin[”—'z] V.6b
T h ( . )

En utilisant le champ de déplacement actuel dans 1'équation (V.5b), dans le cadre de

l'application de la théorie d'¢lasticité linéaire aux petites déformations,

Les déformations normales et de cisaillement sont déterminés comme suit :

s, &’ k! k; 0
e |=le |va B ||k | 1Tl =gl (V.7)
y 1(/] 1”1 'i }/IZ y
£ £ k k "
Ou
ou, o*w
gfl oz kf’ o’z
&0 | = 9v, | = _%w
v oy ' v 0%y 7 V.8a
g? ou, 0v, kb 0w ( . )
' —+ = ’ =2 ——
oy ox 0’z0%y
k! k0
kb = k20 bl
b V.8b
k. klijedwaijedy (V.8b)
oy ox
yo| [k ] ody af(2) (V.8c)
vt = sand  g(z) =
7 k[ 0da 0z

L'intégrale non définie que 1'on trouve dans les relations de déformation, nous la simplifions

dans la dérivation de format a l'aide des techniques de Navier et nous la réécrivons comme suit :



2 2
ijedsz' o ﬁjadyzB' oo
0y

oyor  Or dyox’

(V.9)
jm:A%, J.Gdy:B'%
or oy
Ou,

Les coefficients 4" et B’ sont donnés selon la technique de résolution ; dans ce cas, la

technique utilisée est celle de Navier.

En conséquence, A, B’, k; et k> sont exprimés comme suit :
A=-— B =-— k =a’ k =p (V.10)
Ou aet S sont définis dans 1'équation (V.24).

V.2.4. Equations constitutives

Les relations de contrainte-déformation tenant compte du cisaillement transverse et des

déformations normales peuvent étre exprimées comme suit :

(V.11)

o o O O

Ou,
Components (o, 6, %> 7. T )et (& &ys & %e» % )sont les composantes de contrainte
et de déformation, respectivement.

Les coefficients de comportement Q;; peuvent étre exprimés en termes de caractéristiques

isotropes techniques par :

Q,, =vQ,, (V.12)




V.2.5. Equations gouvernantes

Les équations d’équilibre qui régissent 1’équilibre peuvent étre dérivées en utilisant le
principe des déplacements virtuels basé sur la théorie du cisaillement affinée. Le principe du

travail virtuel dans le cas présent cede :

h/2 J(O'.’m:&g” +o, 6¢ +7 01 +71 0T +7T 6T )dez - I(q dw, - f(x) )dQ =0 (V.13)

~h/2Q Q

Ou,
Q est la surface supérieure.

f est la densité de la force de réaction de la fondation définie dans I’équation (V.2)

En substituant les équations (V.5) et (V.11) dans I'équation (V.13) et intégrant a travers

I'épaisseur de la plaque, I’équation (V.10) peut étre exprimé par

J-( N 6¢” + Nyé'g; + Nzyﬁgfy + Mﬁé‘k;’ + M;’é‘k;’ + szé'kzy + M6k, + M ok

) (V.14)
+ M 5K + R SR + R SR, )dQ- j (¢ 6w, - f(x) )dQ=0
Q
Ou,
Les résultantes de contrainte N, M et R sont définies par :
Nz Ny NTZ/ h/2 1
M boME L= '[ (o ,0,7 )3 2z rdz
z y zy z y? Cay
M M M ~h/2 f(2)
(V.15)
h/2
(R;,R;Z) = I (TIZ T, )g(2)dz
~h/2

En substituant 1’équation (V.11) dans I’équation (V.15) et si nous intégrons suivant

I’épaisseur de la plaque FG, les contraintes résultantes sont exprimées par :



A B B||f
MYi=|B D DK, S=A4y
B D OH ||

»
Ou
N:{Nz’ N, Nzy}t’Mb:{Mb M; Mﬁy}
w={m o)
o=l afs W =f B K
peliok k)
Et

Au A12 0 Bll 312 0
A=14, A, 0|, B=|B, B, 0]
0 0 A, 0 0 By
D, D, 0
D=|D, D, 0
0 0 D66
Blsl B 132 0 Dlsl Df? 0
B = B; B;2 0| D = D;1 B;Q 0
0 0 Bgﬁ 0 0 D(?G
o
-l i, o
0 0 Hgﬁ

(V.16)

(V.17a)

(V.17b)

(V.18a)

(V.18b)

(V.18¢)



De plus, les composants de rigidité sont donnés comme suit :
A]l Bll Dll Bll Dll Hll h/2

Al? B12 D12 BISQ D152 H152 = j Qll (15 Zﬂ ZZ; f(z)a Zf(Z), f(Z)2) dZ (V19a)
s s s ~h/2
A66 B66 D66 Bﬁb’ D66 H66

(4, B,. D, By, Dy, Hy)=(4,, B, D, B, D, H)

(V.19b)
/2

A, =4 = [ Qly2)Fd (V.19¢)
/2

Les équations d'équilibre peuvent étre obtenues a partir de 1'équation (V.14) en intégrant par

partie les gradients de déplacement et en réglant les coefficients de (dug, v, dwy,w) a zéro

séparément. On peut ainsi obtenir les équations d'équilibre associées a la théorie actuelle :

ON  ON_

ov, 1 ——+——=
oy ox
ON ON

du Ly —2=0

a?Mb aQMII 62M’b (V.20)
p =+ 5 a"’” + 5 —+K -KV+qu =0
z 20y y

§w0 :

: L O°M . OR? OR®
00 : _kl M/s _ kQM,S _ (klA + kQB ) Ty + klA LE kQB v: _ 0
' ! 0z0y oz dy

En substituant 1I’équation (V. 16) dans I’équation (V. 20), les équations de base peuvent étre

exprimées comme suit

62 62 62 62
Au%uo + AGG @UO + (An + AbG) 0xdy U~ Bu @wo _(B12 + 2B66)

o 5 5 (V.21a)
S (B (k4 +5,B)) el (Bl + Bik) =0 =0



0 0’
Ana 2 0+A66 (A'I2+A’66)axayu0_BQQa_ySwO_(BIQ—i_2B66)
(V.21b)
0 ) \ NG 0
oo (B66 (kA" +k,B)) o (Byk, + Bk ) — 5700
83 83 3 83
B —u +(B,.+2B +(B. +2B v +B v
15,8 0 ( 12 66)axay2 0 ( 12 66)ax26y 0 22 83/3 0
0° o' o'
=D, 8—y3w0 - 2(D12 + 2D66)—6x28y2 w, — D,, a—4w0 +qu, wao
. . - A . (V.21c)
+K. (—Qwo +——w, j (anl + Dm/%) 0 +2| D}, ==
or oy ox +k,B ox 0y
82
+(Dyk, + DQQkQ)@e =0
(=Bik + Bik,)=— 0 —(B"” (A%, + B )) o —(B"” (A% + B ))
111 122 T 66 1 2 amayQ 66 1 2
83 . . 62 . 62
X axZay (Bukﬁ + B22k2)§ (Dllkl + Dlzkz) Py w,
s ! 82 s
+2( Dy, (A%, + B )) oot (Dyk, + Dk, ) — o k26 (V.21d)
H 120 —2H" ki I 6 — ( )2j O pia (B‘k;)2
12772 12771 72 azﬁay? 44 2

V.2.6. Solution analytique

La solution sous forme fermée de 1'équation des différentielles partielles pour l'analyse des
contraintes et le déplacement des plaques a gradient de propriétés reposant sur la fondation

¢lastique non linéaire de Pasternak Winkler, comme indiqué dans 1'équation (V.22).

La plaque FG est supposée avoir simplement des bords pris en charge (SSSS) sous la forme

simplifiée suivante :



v=w=60=N =M =R =0 atx=0,aq,

(V.22)
uzwz@zNU:MyzRuz() aty = 0,b,

Supposons que la plaque FG reposant sur une base €lastique soit soumise a des charges
mécaniques, uniformes ou sinusoidales. La forme d'une double série trigonométrique de la

technique de Navier peut €tre exprimée en mécanique externe comme suit

deg)= Y Y g, sin(aD)sin(B y) v.23)

n=1,3,5... m=1,3,5...

Ou

q, =q, pour une charge sinusoidale,

4,, =4 16q . (V.24)
" g pour une charge uniforme,

2
mnrwrx

Eta =mz/, p=nz/ et qest l'intensité de la charge au centre de la plaque.

La solution analytique de Navier au probléme actuel se présente comme la solution suivante

pour le champ de déplacement (u , v ,up et ¢ ) qui satisfait les différentes conditions aux limites,

U, . os(a z)sin(f y)
V| && |V, sin(a z)cos(B y)
w, [ ;mzzl W sin(a x)sin(f y) (V.25)
0 X sin(a z)sin(f y)

ou,y, ., .w, ety sontdes coefficients arbitraires a déterminer.

Les équations (V.21a) - (V.21d) en conjonction avec I’équation (V.25) sont combinées dans

un systeme d’équations, comme suit :

I, I, Ty TL) ., 0
Ly T Ty TV _ 0 (V.26)
Ly Ty Ty Ty (W, o

_r14 Ly Ty Ty i X 0

Dans lequel :



L, = _(A11a2 + A66ﬂ2)’
I, =-ap (A12 + Aea)’

r.= a(BHOt2 + Bl2ﬂ2 + 2366ﬂ2),

13

17711 27712

L, = _(A66a2 + A22'82)’
(B, f* + B,,a” +2B,a’),

r =a(kBS Lk B —(klA'+kQB')Bgﬁﬂ2),

23 /
V.27

=
Il

(k,Bs, + kB, = (kA + kB ) Bya’),

T, =-(D,@" +2(D, +2D,)a*B + DB')- K, - K,(a’ + B)

r, =-k (DflaQ + D;ﬂZ) +2 (klA' +k,B ) Do’ B —k, (D;2ﬂ2 + D;oﬂ)

1

Uy =k (Hik + Bk~ (kA + KB} Hya 5~k (Hik + HyE,)

11771 12772 12771 2272

~(ka) ae - (KB 4,4

V.3 Analyse de résultats

Dans cette section, les différents exemples de validation et les résultats actuels pour I’analyse
de flexion de plaques homogenes isotropes ou simplement supportées de plaques a gradient de
propriétés reposant sur des fondations €lastiques variables a deux parameétres sont présentés afin

d’évaluer et de vérifier la précision des méthodes actuelles.

Les effets des fondations variables, le rapport épaississement sur le coté (h/a), le rapport
entre le coté et la longueur (a/b) et l'indice de la loi de puissance sur l'analyse statique pour les

plaques en FG soumises a des charges uniformes ou sinusoidales sont pris en compte.

La plaque FGM est supposée étre en alumine (céramique) et en aluminium (métal) avec les

propriétés matérielles suivantes :
» Métal (aluminium, Al) : £, = 70 GPa ;v = 10,3 ;

» Céramique (alumine Al2O3) : E. = 380 GPa ; v =0,3 ;



Les déplacements et les contraintes sans dimension donnés ici sont présentés selon les

définitions suivantes

(V.28)

V.3.1 Flexion des plaques a gradient de propriétés

Dans la premicere validation de la méthode actuelle, le tableau V.1 montre la déflexion d’une

plaque carrée a gradient de propriété soumise a des charges sinusoidales.

Trois différents rapports d’épaisseurs (a/h = 4), (a/ h =10) et (a / h = 100) sont pris en
compte, et trois valeurs d'indice de loi de puissance p = I, p = 4 et p = 10 sont considérées. Le

module de Young est calculé sur la base de la loi de puissance de l'indice.

Les résultats actuels sont comparés aux autres résultats indiqués dans le tableau V.1. Les
résultats sont comparés a Neves et al. [169] étaient basés sur une application de la formulation
unifiée de Carrera utilisant une théorie de la déformation en cisaillement sinusoidale, Neves et
al. [170] était basé sur une théorie originale de déformation en cisaillement en sinus hyperbolique
par collocation avec des fonctions de base radiales. Neves et al. [171] utilisaient une théorie de
la déformation par cisaillement d'ordre supérieur pour modéliser des plaques a gradient de
propriétés, Carrera et al. [172] et Carrera et al. [173]basés sur les déplacements de formulation
unifiée, et Belabed et al. [174]; Lee et al. [39] ont été fondées sur une théorie affinée de la
déformation par cisaillement supérieur utilisant une approche analytique pour la modélisation

des plaques FG.

Les méthodes actuelles sont en accord avec les méthodes indiquées dans le tableau V.1,

avec peu de différences en raison de 1’étirement par effet d’stretching avec ces travaux antérieurs.



Tableau V.1 Comparaison de la déflexion sans dimension w des plaques carrées en FGM (a / h = 10), sous
charge sinusoidale.

(a/h)
P Sources
4 10 100
Neves et al. [169] 0.6997 0.5845 0.5624
Neves et al. [170] 0.7020 0.5868 0.5648
Neves et al. [171] 0.7020 0.5868 0.5647
Carrera et al. [172] 0.7171 0.5875 0.5625
1 Carrera et al. [173] 0.7171 0.5875 0.5625
Belabed et al. [174] 0.6916 0.5695 0.5461
Lee et al. [39] 0.6916 0.5696 0.5462
Présente étude 0.7280 0.5889 0.5625
Neves et al. [169] 1.1178 0.8750 0.8286
Neves et al. [170] 1.1095 0.8698 0.8241
Neves et al. [171] 1.1108 0.8700 0.8240
Carrera et al. [172] 1.1585 0.8821 0.8286
! Carrera et al. [173] 1.1585 0.8821 0.8286
Belabed et al. [174] 1.0981 0.8423 0.7934
Lee et al. [39] 1.0984 0.8424 0.7934
Présente étude 1.1619 0.8819 0.8287
Neves et al. [169] 1.3490 0.8750 0.8286
Neves et al. [170] 1.3327 0.9886 0.9228
Neves et al. [171] 1.3334 0.9888 0.9227
Carrera et al. [172] 1.3745 1.0072 0.9361
° Carrera et al. [173] 1.3745 1.0072 0.9361
Belabed et al. [174] 1.3353 0.9812 0.9135
Lee et al. [39] 1.3357 0.9817 0.9140
Présente étude 1.3917 1.0089 0.9362




Dans le tableau V.2, I’analyse des contraintes non dimensionnelles et les déplacements
transversaux de plaques carrées simplement classées de maniére a gradient de propriétés et
simplement supportées sont présentés avec une loi de puissance différente ; p=1,2, 4 et 8. Le

coté a I'épaisseur des plaques FG est pris (a/ h=10).

Tableau V.2 Comparaison des contraintes 0; et des déplacements sans dimensionyw de plaques FG

carrées simplement supportées (a / h = 10), sous charge sinusoidale.

P Sources 7 (—h/4) W & (h/3) o, (-h/3) | & (h/6)
Carrera et al. [172] 0.6436 0.5875 1.5062 0.6081 0.251
Wu et Chiu [175] 0.6436 0.5876 1.5061 0.6112 0.2511
1 Zenkour [176] 0.6626 0.5889 1.4894 0.611 0.2622
Mantari et al. [177] 0.6398 0.588 14888 06109 | 0.2566
Nguyen et al. [67] 0.6402 0.5874 1.4825 0.608 | 02597
Présente étude 0.6410 0.5889 1.4894 0.6110 0.2622
Carrera et al. [172] 0.9012 0.757 1.4147 0.5421 0.2496
Wu et Chiu [175] 0.9013 0.7571 1.4129 0.5436 0.2495
5 Zenkour [176] 0.9281 0.7573 1.3954 0.5441 0.2763
Mantari et al. [177] 0.8957 0.7564 1.394 0.5438 0.2741
Nguyen et al. [67] 0.897 0.7553 1389 0.5414 | 02755
Présente étude 0.8976 0.7573 1.3954 0.5441 0.2763
Carrera et al. [172] 1.0541 0.8823 1.1985 0.5666 0.2362
Wu et Chiu [175] 1.0541 0.8823 1.1941 0.5671 | 0.2362
4 Zenkour [176] 1.0941 0.8819 1.1783 0.5667 0.258
Mantari et al. [177] 1.0457 0.8814 1.1755 0.5662 0.2623
Nguyen et al. [67] 1.0488 0.8795 11718 05639 | 02611
Présente étude 1.0492 0.8819 1.1783 0.5667 0.2580
Carrera et al. [172] 1.083 0.9738 0.9687 0.5879 0.2262
Wu et Chiu [175] 1.083 0.9739 0.9622 0.5883 0.2261
Zenkour [176] 1.134 0.975 0.9466 0.5856 0.2121
i Mantari et al. [177] 1.0709 0.9737 0.9431 0.585 0.214
Nguyen et al. [67] 1.0754 0.9723 0.9413 0.5826 0.2041
Présente étude 1.0751 0.9750 0.9466 0.5856 0.2121




Nous avons comparé les méthodes actuelles a celles rapportées dans le Tableau V.2, par
Carrera et al. [172], Wu et Chiu [175] s'appuient sur une méthode de collocation sans maillage
(MC) et une méthode de Galerkin sans éléments (EFG), utilisant l'interpolation du noyau de
reproduction différentielle (DRK), Zenkour [176], a l'aide de la théorie de la déformation
généralisée par cisaillement. Mantari et al. [177] utilisant une théorie développée de la
déformation par cisaillement d'ordre supérieur (HSDT), Nguyen et al. [67] reposent sur des
méthodes de collocation sans maillage et de Galerkin sans éléments utilisant une théorie de
déformation par cisaillement d'ordre supérieur. Le tableau V.2 montre que les résultats actuels
concordent bien avec ceux de Nguyen ef al. [67], Wu et Chiu [175] et Mantari et al. [177], et

d'autres travaux sont également en accord avec peu de différence.

On peut conclure dans cette partie de la validation que la méthode actuelle peut prédire et
évaluer le comportement statique de plaques a gradient de propriétés supportées simplement,

soumises a une charge mécanique.

V.3.2 Flexion des plaques homogénes et en FGM reposant sur des fondations

élastiques

Dans la deuxiéme partie, dans le but de vérifier ’efficacité de la méthode actuelle pour
prédire ’effet des fondations élastiques a deux parametres sur I’analyse de flexion de plaques
carrées homogenes et a gradient de propriétés, la présente étude compare les effets de la fondation
¢lastique sur le déplacement et les contraintes. Avec d’autres ceuvres rapportées, comme indiqué

dans les tableaux V.3 et V 4.

La déflexion non dimensionnelle des plaques homogénes reposant sur les fondations
Pasternak-Winkler soumises a une charge uniformément répartie avec différentes valeurs du
rapport latéral a 1'épaisseur (a/h) et des parametres de fondation (K., K,) est présentée dans le

Tableau V.3.

Les résultats de la présente théorie sont comparés a ceux rapportés par Han et Liew [178]
sur la théorie des plaques de Reissner-Mindlin en utilisant la méthode de la quadrature
différentielle (DQ), Thai et al. [179] basé sur la théorie affinée des plaques de déformation par
cisaillement et Park et Choi [180] utilisant un correcteur de cisaillement simplifi¢ basé sur la

théorie du premier ordre basée sur la théorie de la déformation, k = 5/6.

On peut observer que la déflexion des diminutions avec une augmentation des deux

paramétres des fondations avec les différentes valeurs du rapport coté a épaisseur (a/h). Pour tout



rapport de valeur (a / h), on peut constater que la méthode actuelle est en bon accord avec les
résultats rapportés dans le tableau V.3. En outre, la théorie actuelle n'exige pas de facteur de
correction de cisaillement en tant que FSDT.

Tableau V.3 Comparaison la déflexion non dimensionnelle w des plaques carrées isotropes reposant
sur la fondation Pasternak-Winkler sous des charges uniformes.

@h| Kw| Kp . . SO —
Han et Liew [178] Thai et al. [179] | Park et Choi [180] Présente étude

5 3.7069 3.7061 3.7067 3.7053

| 10 2.981 2.9806 2.9808 2.9802

15 2.4906 2.4904 2.4905 2.4901

20 2.1375 2.1373 2.1373 2.1372

5 3.0859 3.0855 3.0857 3.0850

5 34 10 2.5623 2.5621 2.5622 2.5619

15 2.1893 2.1892 2.1892 2.1891

20 1.9104 1.9103 1.9102 1.9102

5 1.4029 1.4032 1.4028 1.4033

54 10 1.2809 1.2811 1.2807 1.2812

15 1.1784 1.1785 1.1782 1.1786

20 1.0911 1.0912 1.0909 1.0913

5 3.3455 3.3455 3.3455 3.3453

1 10 2.7505 2.7504 2.7504 2.7503

15 2.3331 2.3331 2.333 2.3330

20 2.0244 2.0244 2.0243 2.0243

5 2.8422 2.8421 2.8421 2.8420

10 34 10 2.3983 2.3983 2.3983 2.3982

15 2.073 2.073 2.0729 2.0729

20 1.8245 1.8244 1.8244 1.8244

5 1.3785 1.3785 1.3784 1.3785

54 10 1.2615 1.2615 1.2614 1.2615

15 1.1627 1.1627 1.1627 1.1627

20 1.0782 1.0782 1.0782 1.0782

5 3.22 3.22 3.22 3.2200

1 10 2.6684 2.6684 2.6684 2.6684

15 2.2763 2.2763 2.2763 2.2763

20 1.9834 1.9834 1.9834 1.9834

5 2.7552 2.7552 2.7552 2.7552

200 34 10 2.339 2.339 2.3389 2.3390

15 2.0306 2.0306 2.0306 2.0306

20 1.7932 1.7932 1.7932 1.7932

5 1.3688 1.3688 1.3688 1.3688

54 10 1.2543 1.2543 1.2542 1.2543

15 1.1572 1.1572 1.1572 1.1572

20 1.074 1.074 1.074 1.0740
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Tableau V.4 Comparison of dimensionless displacements w and constraints &, of a square plate of FGM

based on elastic foundation parameters (a / h = 10)

P
W,5;) | kw ks Sources

Céramique 1 2 5 10 Métal

Ameur et al. [181] 0.29603 | 0.58891 | 0.75733 | 0.91184 | 1.00892 | 1.60703

0 0 | Zenkour et al. [182] 0.29334 | 0.56802 | 0.71988 | 0.87256 | 0.98072 | 1.59239

Présente étude 0.29603 | 0.58891 | 0.75733 | 0.91184 | 1.00892 | 1.60703

Ameur et al. [181] 0.23289 |0.38258 |0.44719 | 0.49691 | 0.52441 | 0.65019

100 | 0 |Zenkour et al. [182] 0.23171 |0.37476 | 0.43524 | 0.48679 | 0.51890 | 0.65161

w (0) Présente étude 0.23290 |0.38258 |0.44719 | 0.49691 | 0.52441 | 0.65019
Ameur et al. [181] 0.19284 |0.2852510.31969 | 0.34432| 0.35729 | 0.41154

0 10 | Zenkour et al. [182] 0.19235 |0.28149|0.31424 | 0.34028 | 0.35575 | 0.41361

Présente étude 0.19284 |0.28525|0.31969 | 0.34432| 0.35730 | 0.41154

Ameur et al. [181] 0.16389 |0.22617|0.24729|0.26178 | 0.26921 | 0.29889

100 | 10 |Zenkour et al. [182] 0.16379 |0.22419 | 0.24445 | 0.25994 | 0.26893 | 0.30081

Présente étude 0.16390 |0.22617|0.24729|0.26178 | 0.26921 | 0.29890

Ameur et al. [181] 1.99550 | 3.08699 | 3.60936 | 4.24883 | 5.08901 | 1.99550

0 0 | Zenkour et al. [182] 2.12463 |3.27707 | 3.82256 | 4.47146 | 5.32910 | 2.12463

Présente étude 1.99550 | 3.08700 | 3.60936 | 4.24883 | 5.08901 | 1.99550

Ameur et al. [181] 1.56991 |2.00546 |2.13127|2.31542 | 2.64513 | 0.80736

100 | 0 | Zenkour et al. [182] 1.67827 |2.16212|2.31114|2.49458 | 2.81963 | 0.86939

Présente étude 1.56991 |2.00546 |2.13127|2.31542|2.64512 | 0.80736

&, (h!2)

Ameur et al. [181] 1.29991 | 1.49526 | 1.52360 | 1.60439 | 1.80222 | 0.51103

0 10 | Zenkour et al. [182] 1.39321 | 1.62400 | 1.66859 | 1.74376 | 1.93308 | 0.55186

Présente étude 1.29991 | 1.49526|1.52360 | 1.60439 | 1.80222 | 0.51103

Ameur et al. [181] 1.10480 | 1.18556|1.17857|1.21978 | 1.35791| 0.37115

100 | 10 |Zenkour et al. [182] 1.18631 | 1.29346 | 1.29805 | 1.33209 | 1.46131 | 0.40135

Présente étude 1.10480 | 1.18556|1.17857|1.21978 | 1.35791 | 0.37115




Tableau V.4 la suite.

Ameur et al. [181] 0.70652 | 0.61104 | 0.54409 | 0.57546 | 0.58937 | 0.70652

0 0 Zenkour et al. [182] 0.69856 | 0.56467 | 0.49269 | 0.52346 | 0.54777 | 0.69856
Présente étude 0.70652 [ 0.61104 | 0.54409 | 0.57546 | 0.58937 | 0.70652

Ameur et al. [181] 0.55584 [ 0.39696 | 0.32128 | 0.31360 | 0.30634 | 0.28585

100 0 Zenkour et al. [182] 0.55179 | 0.37256 | 0.29789 | 0.29203 | 0.28983 | 0.28585
Présente étude 0.55584 [ 0.39696 | 0.32128 | 0.31360 | 0.30634 | 0.28585

5, (~h/3)

Ameur et al. [181] 0.46024 | 0.29597 | 0.22968 | 0.21729 | 0.20872 | 0.18093

0 10 | Zenkour et al. [182] 0.45807 | 0.27983 | 0.21507 | 0.20414 | 0.19869 | 0.18145
Présente étude 0.46024 | 0.29597 | 0.22968 | 0.21730 | 0.20872 | 0.18093

Ameur et al. [181] 0.39116 | 0.23467 | 0.17766 | 0.16521 | 0.15726 | 0.13141

100 10 | Zenkour et al. [182] 0.39005 | 0.22288 | 0.16731 | 0.15594 | 0.15021 | 0.13196
Présente étude 0.39116 | 0.23467 | 0.17766 | 0.16521 | 0.15726 | 0.13141

Ameur et al. [181] 0.24618 | 0.24618 | 0.22650 | 0.20167 | 0.21981 | 0.24618

0 0 Zenkour et al. [182] 0.24541 | 0.24541 | 0.22581 | 0.20107 | 0.21916 | 0.24541
Présente étude 0.24618 | 0.24618 | 0.22650 | 0.20167 | 0.21981 | 0.24618

Ameur et al. [18 l] 0.19368 [ 0.15993 | 0.13375 | 0.10989 | 0.11425 | 0.09960

100 0 Zenkour et al. [182] 0.19385 [ 0.16191 | 0.13652 | 0.11217 | 0.11596 | 0.10042
Présente étude 0.19368 [ 0.15993 | 0.13375 1 0.10990 | 0.11425 | 0.09960

.0

Ameur et al. [181] 0.16037 [ 0.11924 | 0.09561 | 0.07615 | 0.07784 | 0.06304

0 10 | Zenkour et al. [182] 0.16093 | 0.12162 | 0.09857 | 0.07841 | 0.07949 | 0.06374
Présente étude 0.16037 | 0.11924 | 0.09561 | 0.07615 | 0.07784 | 0.06304

Ameur et al. [181] 0.13629 | 0.09455 | 0.07396 | 0.05789 | 0.05865 | 0.04579

100 10 | Zenkour et al. [182] 0.13703 | 0.09686 | 0.07668 | 0.05990 | 0.06009 | 0.04636
Présente étude 0.13630 | 0.09455 | 0.07396 | 0.05790 | 0.05865 | 0.04579
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Dans le tableau V.4, les contraintes non dimensionnelles et la déflexion de plaques carrées
homogenes et a gradient de propriétés isotropes avec différents exposants de fraction volumique

sont présentes.

Nous comparons nos résultats avec les recherches de Ameur ef al. [181] a partir de plaques
de cisaillement raffinées et de Zenkour et al. [182], basés sur la théorie des plaques de
cisaillement transverse et de déformation normale. On peut observer une diminution des
contraintes de cisaillement, des contraintes axiales et de la flexion des plaques lorsque les
fondations augmentent avec deux parameétres. L'exposant de la fraction volumique a grandement
influencé les contraintes et la déflexion des plaques isotropes homogenes et a gradient de
propriétés. On peut voir que la fleche augmente lorsque l'indice de fraction volumique p
augmente. Ceci est di au fait que la rigidité en flexion est maximale pour une plaque entieérement

en céramique, c'est-a-dire (p = 0) et se dégrade progressivement a mesure que p augmente.

On voit que les contraintes pour une plaque entierement en céramique sont les mémes que
pour une plaque entiérement en métal, dans le cas de la présence ou de la non présence de
fondations ¢lastiques ; C'est logique, car ces deux cas sont parfaitement homogenes et les
contraintes ne dépendent pas du module d'¢lasticité. Par conséquent, on peut conclure que les

méthodes actuelles sont en excellent accord avec les résultats rapportés dans le tableau V.4.

Les tableaux V.3 et V.4 permettent de conclure que la théorie actuelle est non seulement
précise, mais aussi efficace pour prédire les réponses de la plaque reposant sur une base élastique

a deux parametres et leurs effets sur celle-ci.

V.3.3 Flexion des plaques FGM reposant sur des fondations élastiques non

linéaires

Dans la présente partie des résultats, le comportement en flexion des plaques FG est étudié,
sous des charges sinusoidales, avec divers paramétres de notre étude, tels que I’effet des variables
fondation, loi de puissance, géométrie de la plaque, et contrainte de variation et déplacement a

travers 1’épaisseur.

Sur les Figures V.4, V.5, V.6 et V.7, ’effet des fondations ¢lastiques variables de différents
types (parabolique, linéaire, sinusoidale, cosinus, exponentielle) sur le déplacement transversal
non dimensionnel et la contrainte axiale, les contraintes transversales sont tracés, pour une plaque

FG simplement supportée.



La Figure V.4 et V.5 montre que I’effet des fondations ¢élastiques variables sur les contraintes
axiales sans dimension O, et les contraintes transversales &,, n’est pas important, en particulier
dans le cas des contraintes mécaniques, bien que leur effet sur les contraintes transversales &,

et déplacement axiale sans dimension i soit considérable dans les Figures V.5 et V.6.
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Figure V.4 Variation de la contrainte transversale &, a travers l'épaisseur de la plaque en FG sous des
charges mécaniques pour différents types de paramétre de Winkler. (p=2, ky=k=10, ¢ =20)
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des charges mécaniques pour différents types de parametre de Winkler. (p=2, ky=k=10, s =20)



L'effet des types de fondations élastiques variables sur la contrainte de cisaillement a travers
o, a travers I'épaisseur de la plaque FG est illustré aux figures V.6 et V.7. On peut voir que la
valeur maximale apparait au sommet du plan médian de la plaque FG et dépend du type de
fondations ¢€lastiques variables.

La Figure V.7 montre le déplacement sans dimension a travers 1’épaisseur de la plaque FGM
reposant sur divers types de fondations ¢élastiques. On peut observer que la fondation élastique

diminue la déflexion de la plaque en FG.
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Figure V.6 Variation de la contrainte transversale G, a travers 1'épaisseur de la plaque en FG sous des

charges mécaniques pour différents types de paramétre de Winkler, (p=2, kw=kp=10, §'=20)
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Figure V.7 Variation du déplacement transversal i a travers I'épaisseur de la plaque en FG sous des
charges mécaniques pour différents types de paramétre de Winkler, (p=2, kw=k=10, ¢ =20)



La Figure V.8 montre le déplacement sans dimension a travers le coté (a) de la plaque FG
reposant sur divers types de fondations €lastiques. On peut observer que la déviation maximale
est dans le plan médian du coté et que la fondation €lastique diminue la déflexion de la plaque

en FG.
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Figure V.8 Variation du déplacement transversal w a travers I'épaisseur de la plaque carrée en FG sous
des charges mécaniques pour différents types de parametre de Winkler, (p=2, kw=k,=10, ¢ =20)

Sur les Figures V.9, V.10 et V.11, l'influence des types de fondation élastique sur le
déplacement sans dimension de plaques FG simplement supportées, en fonction du rapport

puissance-loi, du rapport épaisseur / coté et du rapport longueur / longueur, est tracée.

On peut voir que I'augmentation de (a/ h) et de (b / a) avec une diminution de la déviation
non dimensionnelle de la plaque de FG. Bien que la déviation des plaques FG augmente avec la

diminution de la puissance.

A partir de la Figure V.12, influence du paramétre . des variables de la fondation élastique
de Winkler-Pasternak (parabolique, linéaire, sinusoidale, cosinus, exponentielle) sur des plaques
carrées a gradient de propriétés, sans dimension. On peut voir que la fleche est réduite avec

l'augmentation du parameétre, de la fondation élastique.
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V.4 Conclusion

Dans ce chapitre, le développement mathématique de l'analyse statique de plaques
rectangulaires homogenes et a gradient de propriétés soumises a des charges mécaniques et
reposant sur la fondation élastique a été effectué¢ ; cette étude est basée sur I'élasticité

bidimensionnelle via une théorie de déformation de cisaillement plus €levée.

La théorie actuelle a été¢ développée pour avoir seulement quatre variables, ce qui signifie

qu'elle est meilleure que les autres théories en nombre d'inconnues et en temps de calcul.

La fondation élastique est censée €tre un parametre de Winkler variable a travers un coté des
plaques FG et Pasternak doit étre constant dans deux directions. Nous avons proposé dans I'é¢tude
trois types de variations du module de Winkler (polyndme, cosinus, exponentiel) et la d'autres

variations rapportées de la littérature (linéaire, parabolique, sinusoidale avec succes.

Une validation compléte et des résultats ont été présentés, et enfin, on peut conclure que la
présente théorie est efficace et précise pour prédire le comportement en flexion des plaques FG

reposant sur une fondation €lastique.



Conclusion Générale




Conclusion générale

Conclusion Générale

Au cours de notre projet de recherche, 1'effet des fondations élastiques sur le comportement
dynamique et statiques des structures non homogenes des types de matériaux composites avancés
est concerné par I'é¢tude. Nous avons introduit des modeles de fondations avancées qui expriment
la variation des couches et I'hétérogénéité du sol ou bien le modéle amélioré de types Pasternak-
Winkler. Dans les structures, nous avons utilisé les théories d'ordre supérieur pour modéliser les

structures des types de plaques.

Dans la premiére partie de ce travail, une formulation théorique a été développée pour
¢tudier comportement dynamiques des plaques reposant sur fondations élastiques variables basé
sur théorie de déformation par cisaillement. Cette théorie a quatre variables est ordre supérieure
qui peut décrive courbe de cisaillement selon épaisseur de plaques en utilisant de une fonction
de forme sinusoidale. Les fondations élastiques ont une couche de ressort de Winkler qui a
interconnecté par couche Pasternak. Winkler modules est supposé variables a travers longueur
de plaques. Les équations différentielles gouvernantes sont dérivées selon la théorie de la
déformation de cisaillement pour les plaques a gradient de propriétés reposant sur des fondations
¢lastiques variables et les solutions de forme fermée du probléme de vibration libre de
simplement supporté ont été calculées. Les fréquences obtenues a partir de l'analyse des
vibrations libres des plaques FG reposant sur des fondations ¢élastiques uniforme ou variables ont
été comparées a d'autres résultats trouvés dans la littérature et les conclusions suivantes ont été

tirées :

e Les fréquences naturelles diminuent avec 'augmentation des indices de la loi de
puissance avec ou sans fondation élastique.

e Les fréquences naturelles non dimensionnelles en termes de (p) diminuent avec
I'augmentation de l'effet des fondations ¢élastiques

e Les fréquences naturelles non dimensionnelles en termes de (a/h) et (a/b),

augmentent avec I'augmentation de I'effet des fondations ¢€lastiques.
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e Les fréquences naturelles des plaques FG sont prédites avec une efficacité optimale,
non pour les plaques minces isotropes, mais aussi pour les plaques €épaisses.
e Les travaux actuels sont en bon accord avec les autres travaux antérieurs.

Dans la deuxiéme partie de nos recherches, pour la premiére fois, une formulation
théorique pour la propagation des ondes dans des plaques de matériaux a gradient de propriétés
reposant sur des fondations ¢€lastiques utilisant une théorie d'ordre supérieur de la déformation
par cisaillement. Cette théorie du cisaillement a quatre inconnues avec la fonction de forme de
Reissner qui décrit le développement du cisaillement selon 1'épaisseur de plaque. Les plaques
FGM sont supposées reposant sur une fondation élastique du type Winkler-Pasternak. La
propagation des ondes dans les plaques FGM sans ou avec la présence de I'effet des fondations

¢lastiques a été discutée. A partir des résultats obtenus, nous pouvons conclure :

e La fréquence circulaire et de la vitesse de phase d'une plaque reposant sur une
fondation ¢€lastique sont Iégérement supérieures a celle d'une plaque sans fondation
¢lastique.

e La fréquence de propagation et la vitesse de phase des ondes dans la plaque FG
augmentent avec la diminution de l'indice de la loi de puissance

e La fréquence et la vitesse de phase des ondes dans les plaques en P-FGM sont plus
importantes que dans la plaque en E-FGM.

Dans la derniere partie, nous avons développé une formulation pour 1'analyse statique des
plaques en FGM reposant sur des fondations ¢élastiques variables en utilisant une théorie de quatre
variables de types d'ordre supérieur qui prend en compte I'effet du cisaillement. De nouvelles
formulations de variation de modules de Winkler ont été proposées par rapport a d'autres
formulations théoriques trouvées dans la littérature. D'apres les résultats et la validation, nous

pouvons conclure que :

e La fleche diminue avec augmentation des deux parameétres des fondations avec les
différentes valeurs du rapport c6té sur épaisseur.

e Une diminution des contraintes de cisaillement, des contraintes axiales et de la
fleche des plaques lorsque les fondations augmentent les deux parameétres.

e La fleche augmente lorsque l'indice de fraction volumique p augmente.

e La fleéche est réduite avec I'augmentation du parametre, de la fondation élastique.
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En perspective de ce travail, nous étudierons les problémes mécaniques des structures non

homogenes, nous prenons en compte :

e L'effet des nouvelles de variation proposées sur le comportement dynamique des
structures a l'aide d'une théorie quasi-tridimensionnelle.
e [L'effet de la fondation ¢lastique variable sur les structures avec différentes
conditions aux limites.
e L'effet des fondations élastiques variables sur le flambement de structures.
e [’effet de porosité sur les structures non-homogenes.
Ensuite, nous étudierons 1'effet des fondations ¢élastiques variables sur les structures non

homogenes dans des conditions environnementales telles que I'humidité et la température.

Nous étudierons les problémes mécaniques cités ci-dessus en utilisant des méthodes semi-
analytiques telles que la méthode de quadrature différentielle (DQM) et la méthode de Ritz, ainsi
que des méthodes numériques telles que la méthode des éléments finis et les méthodes

isogéométriques.
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