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Introduction générale 

En 1958, Anderson a introduit le concept de localisation des particules par le désordre pour les 

électrons dans les solides [And-58]. Par la suite, il a été réalisé que cela résultait d'un effet subtil 

d'interférence qui concerne tous les types d'ondes cohérentes se propageant dans un milieu aléatoire 

[Bel-94, Wie-97]. Le concept s'est donc étendu à de nombreux autres domaines de la physique : 

ondes électromagnétiques [Wie-97], optiques [Dal-91], acoustiques [Wea-90] et sismiques [Akr-

20], mais aussi des supraconducteurs désordonnés [Vol-80] et de l 'hélium superfluide dans les 

milieux poreux [Mak-69], où il a été étudié à la fois théoriquement et expérimentalement. Comme 

nous le verrons, ce problème est également très intéressant à étudier avec des atomes froids, car les 

paramètres de ces systèmes sont très bien contrôlés.    

La première observation de la localisation d’Anderson des ondes de matière a été réalisée en une 

dimension (1D) au laboratoire Charles Fabry en France. Les expérimentateurs ont visuellement 

observé une localisation exponentielle d’un condensat de Bose-Einstein libéré dans un guide 

d’ondes unidimensionnel en présence d’un désordre contrôlé créé par un speckle laser [Bill-08]. 

En 2020, le groupe de Donald H. White a effectué une mesure sur le transport d'atomes ultrafroids 

entre deux réservoirs connectés par un canal présentant un désordre ponctuel. La conception 

expérimentale a réussi à surmonter de nombreux défis techniques qui avaient limité les 

observations antérieures de la localisation. Les résultats ont permis d’observer une décroissance 

exponentielle de la localisation dans le système d'atomes ultrafroids en 2D [Whi-20]. 

Ces résultats ont ouvert une nouvelle voie de recherche dans le domaine des systèmes quantiques 

désordonnés [Hsu-20, Lem-09]. Toutefois, la complexité expérimentale pour observer la 

localisation augmente significativement avec la dimension du système. Créer un milieu 

extrêmement diffusant en 3D, atteignant ainsi le critère de Ioffe-Regel (kl ∼ 1) [Iof-60] .tout en 

conservant un taux d'absorption négligeable, représente, en effet un véritable défi expérimental. 

Les observations consensuelles de la localisation d'Anderson en 3D sont rares, et on peut les 

compter sur les doigts de la main. Par exemple, on peut citer l'expérience qui a été réalisée avec des 

ondes lumineuses diffusant dans des nanoparticules de TiO2 dans le groupe de Störzer en 

Allemagne [Stö-06], ainsi que l'expérience avec des ondes élastiques se propageant dans une 

matrice de billes d'aluminium dans le groupe de J. Page au Canada [Hu-08]. L'observation 

définitive de la localisation des ondes de matière par le désordre en 3D reste à venir. Non 

seulement cela permettrait d'étudier ce phénomène sans être perturbé par les interactions et les 

effets de température finie, mais ouvrirait également de nouvelles perspectives pour le stockage 
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avec des applications novatrices dans les domaines de l'information quantique et de l'énergie 

solaire. 

Revenons maintenant sur la création des condensats de Bose-Einstein. Pendant plus de vingt ans, 

les techniques de refroidissement des gaz atomiques ont été étudiées pour produire des atomes 

froids atteignant des températures aussi basses que quelques centaines de microkelvins [Wie-99]. 

Les techniques de refroidissement sont manipulées par des faisceaux lumineux interférant avec 

l’atome pour produire des mécanismes de ralentissement [Dar-05]. Au début, les atomes sont 

refroidis par une lumière du laser en une dimension [Lou-93], puis la technique de refroidissement 

s’est généralisée en trois dimensions [Wil-17]. Depuis 1985, des autres techniques plus 

développées, tels que la mélasse optique et le piège magnéto-optique [Gri-92], ont été découvertes 

en ajoutant du piégeage magnétique aux atomes afin de contrôler très précisément les forces de 

ralentissement des atomes [Nir-07]. À la fin des années 80, les techniques de l'évaporation des 

atomes les plus actifs ont été menées en optique à l'aide des instruments d'optique atomique afin 

d’améliorer les résultats de refroidissement et pour obtenir la condensation des atomes de bosons 

[Beh-19]. 

En 1995, la physique des atomes froids a été utilisée pour simuler des problèmes fondamentaux de 

la matière condensée [Lew-07]. La condensation des atomes est marquée à basse température et est 

décrite comme l'accumulation des bosons à l'état gazeux dans l'état fondamental du potentiel de 

piégeage [Had-08]. En effet, la condensation de Bose-Einstein peut se produire lorsque la longueur 

d'onde de Broglie de l'onde de matière devient du même ordre que la distance entre les atomes, 

permettant ainsi une augmentation de la densité atomique. Cette condensation regroupe les atomes 

de bosons dans le même état quantique formant une onde de matière [Jah-20]. 

Le désordre est un ingrédient crucial pour comprendre les propriétés de transport des ondes [Asp-

09, Aub-10, Ben-15, Bil-10, Edw-96, Jen-12, Kun-83, Akk-20]. Son effet induit une localisation 

qui provient essentiellement de l'interférence des chemins de diffusion multiples le long de son 

trajet [Ric-15, Wol-25] Un tel effet d'interférence, connu sous le nom de localisation faible, 

augmente la probabilité de retour à l'origine et ralentit ainsi le transport, entraînant une réduction de 

la constante de diffusion et de la conductivité par rapport à la contribution de Boltzmann ou Drude 

[Wol-25, Akk-20]. D'autre part, lorsque la localisation est suffisamment forte, l'onde reste localisée 

autour de sa position initiale, conduisant à une élimination totale du transport, ce qui signifie que la 

diffusion est arrêtée et la conductivité est strictement nulle [Mot-68, And-72]. 

Il a été constaté que le transport des ondes de matière atomique dans des milieux tridimensionnels 

(3D) est significativement affecté par trois paramètres : l'amplitude du désordre, l'énergie initiale de 

l'onde et l'énergie de corrélation induite par le désordre [Yed-10, pir-13]. Plus récemment, 
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l'évolution dynamique des condensats de Bose–Einstein (BEC) en expansion dans un potentiel 

aléatoire en 3D a été examinée en détail dans l'espace et le temps [Yed-22]. 

En outre, le transport cohérent et la localisation d'Anderson dans des milieux désordonnés sont  

fortement influencés par les effets d'anisotropie (voir par exemple [Kun-83, Pir-13]). Des travaux 

récents [Akr-20, Asp-09, Bul-85,Yed-B-23] révèlent que l'anisotropie du transport est réduite près 

du bord de mobilité. L'anisotropie de la diffusion cohérente peut être contrôlée par les propriétés du 

milieu de diffusion effectif moyenné sur le désordre 

Définition des objectives de l’étude : 

Les principaux objectifs que nous voulons atteindre sont définis comme suit : 

 La self énergie qui a un rôle important sur l’interaction entre l’onde et le potentiel, avec 

elle, nous pouvons caractériser plusieurs grandeurs physiques comme, le libre parcours 

moyen, la durée de vie des atomes durant la diffusion. 

 La fonction spectrale qui peut nous informer sur la nature des états quantique obtenus selon 

les paramètres du speckle (longueur de corrélation, amplitude de désordre, nombre 

d’onde). 

 La valeur de l'énergie critique, le nombre critique de l’onde de matière et l’intensité 

critique du désordre. 

Organisation de la thèse : 

Cette thèse est organisée comme suit : 

Le premier chapitre présente les différentes techniques de refroidissement des atomes en illustrant 

le mécanisme d’interaction entre la lumière de laser et l’atome.  Une attention particulière sera 

accordée à la condensation de Bose-Einstein en exposant les principes fondamentaux de ce 

phénomène.  

Le deuxième chapitre se consacre à une introduction sur les différentes diffusions d'ondes existant 

dans les milieux désordonnés, en expliquant leurs impacts sur la propagation des ondes. Ces 

concepts sont des outils nécessaires pour cette thèse. Nous commençons par une présentation des 

échelles spatiales importantes pour l'étude de la localisation, ainsi que des principales propriétés 

statistiques des potentiels désordonnés et de leurs différentes formes. Ensuite, nous exposons les 

critères de localisation et l'état de la transition, en expliquant les notions de localisation faible et 

forte, ainsi que le comportement des matrices de densité en fonction des impulsions. La dernière 

section aborde le rôle du champ de potentiel sur la diffusion des atomes froids et ses effets sur leur 

propagation.  
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Les chapitres 3 et 4, qui constituent l’essentiel  de cette thèse, abordent l'effet d'un désordre corrélé  

associée à une fonction non gaussienne sur le comportement des condensats de Bose-Einstein. 

Dans le chapitre 3, nous examinons les impacts d'un potentiel de désordre faible avec des fonctions 

corrélées non gaussiennes en 3D sur les propriétés des atomes froids, en mettant en compétition les 

interactions et le désordre. Nous fournissons une description détaillée du problème et expliquons 

comment obtenir le spectre de la self-énergie en mettant l'accent sur sa partie imaginaire. Nos 

résultats démontrent que les paramètres du désordre sont pertinents pour réduire l'influence du 

potentiel de désordre dans le condensat de Bose-Einstein. Les corrélations, la diffusion multiple du 

condensat due au désordre et à l'énergie des atomes froids sont également mises en évidence. Nous 

comparons nos résultats à des travaux théoriques précédents. 

Dans le dernier chapitre, nous abordons le calcul numérique de la conductivité de Drude et de la 

densité d'états pour examiner le point critique associé au seuil de la transition. Cela se fait en se 

basant sur le critère d'Ioffe-Regel et sur la matrice de transfert quasi-unidimensionnelle. Les 

résultats indiquent que dans les deux cas, nous identifions un seuil de transition marquant le 

passage d'un régime localisé à un régime diffusif. Les différences entre ces deux valeurs sont 

attribuables aux corrélations qui persistent davantage dans le modèle quasi-1D par rapport à la 

géométrie complexe en 3D. 

La thèse se termine par les principales conclusions et perspectives pour l'avenir. 
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I.1. Introduction 

En 1985, la manipulation du refroidissement des gaz atomiques constituait un domaine de recherche 

très dynamique. Plus précisément, cette méthode était employée pour induire la transition des gaz 

atomiques vers un état d'atomes froids grâce à l'utilisation de lasers [Gol-14]. Les expérimentations 

dans ce domaine relevaient de la physique des atomes froids, offrant des applications variées dans des 

domaines tels que la métrologie, l'optique, l'interférométrie atomique et la physique moléculaire [Cro-

09]. Les avancées dans la manipulation des atomes froids ont été reconnues par le Prix Nobel de 

Physique décerné à Steven Chu, Claude Cohen-Tannoudji et William D. Phillips en 1997 [Phi-98]. 

À la fin des années 80, des expérimentations ont été conduites vers l’ optique, utilisant des instruments 

spécifiques tels que l'optique atomique, pour explorer les propriétés des ondes atomiques. Une de ces 

expériences, l'expérience des fentes de Young, décrite par [Jac-07], conceptualise l'atome froid en tant 

qu'onde, où la longueur d'onde de De Broglie de l'atome devient comparable à la longueur d'onde de la 

lumière. Cette conceptualisation a été facilitée par le développement des techniques de refroidissement 

des atomes, notamment dans le domaine de l'interférométrie atomique. Le principe de l'interférométrie 

atomique repose sur la réduction de la vitesse de l'atome à mesure que la longueur d'onde de De 

Broglie augmente, intensifiant ainsi les effets d'onde. La faible vitesse résultante permet non 

seulement d'accroître la précision des mesures, mais aussi d'étendre la durée de la mesure [Gou-48]. 

Le refroidissement des atomes au moyen d'un faisceau laser a conduit à la découverte de la 

condensation des atomes de rubidium 87. Ce phénomène avait été initialement observé en 1924-1925 

par Albert Einstein, qui a formulé la théorie de la distribution en énergie d'un gaz parfait 

monoatomique, maintenant connue sous le nom de distribution de Bose-Einstein [Bor-14]. En 1995, 

Eric Cornell et son équipe ont confirmé cette observation d'Einstein, décrivant la condensation comme 

l'accumulation de bosons dans l'état fondamental d'un potentiel de piégeage à des températures 

inférieures au millikelvin [Cor-98]. 

Selon la théorie d'Einstein, lorsque la longueur d'onde de De Broglie de différents atomes atteint 

l'ordre de grandeur de la distance moyenne entre les atomes, la condensation de Bose-Einstein peut se 

produire, et la densité du nuage atomique dans l'espace devient de l'ordre de 1 [Bar-01]. Ce nuage 

atomique en condensation de Bose-Einstein prend la forme d'une onde de matière, exprimée par une 

fonction d'onde condensée. L'émergence de cette fonction d'onde condensée résulte des interactions et 

des collisions entre les atomes. Les recherches approfondies sur la condensation de gaz atomique, en 

particulier avec des atomes alcalins, ont valu le prix Nobel en 2001[Raj-11]. 

Dans cette section, la première partie du chapitre se concentrera sur la présentation de la force 

lumineuse totale ressentie par un atome, visant à extraire la force de pression de radiation. Par la suite, 

nous explorerons l'utilisation de cette force pour ralentir un jet atomique et refroidir des atomes purs. 

Nous détaillerons également les dispositifs optiques nécessaires pour mettre en œuvre la technique de 
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refroidissement atomique. La deuxième partie de ce chapitre sera dédiée à la compréhension de la 

condensation de Bose-Einstein, mettant en avant les caractéristiques statiques du condensat. En 

conclusion, nous aborderons les interactions interatomiques et la théorie du champ moyen. 

I.1.1.   Manipulation des atomes froids  

Avec le développement des méthodes de refroidissement des gaz atomiques, les chercheurs ont initié 

l'activité d'interaction entre les atomes et le laser à des températures suffisamment basses  de l'ordre du 

nano kelvin [Ang-02, Sch-21]. La manipulation des atomes froids consiste à contrôler les atomes par 

la force de la pression de radiation exercée par le laser, réduire la vitesse des atomes à des valeurs très 

faibles, stabiliser et confiner les atomes au centre [Dal-17]. Le ralentissement des atomes par le laser 

dépend principalement sur l’absorption et l’émission des photons de la lumière par les atomes [Sch-

2010]. Le modèle d’interaction entre l’atome et le laser est souvent utilisé pour aider à comprendre les 

effets atomiques nécessaires pour générer l’absorption et l'émission de la lumière laser entre les deux 

niveaux énergétiques 1E  et 2E . L'énergie entre ces deux niveaux est définie comme suit [Eve-11]:  




c
hhE                                                               (I.1) 

Avec, l’énergie E  est liée avec la constante de Planck h  et sa fréquence   ou liée avec sa longueur 

d’onde  . 

L'interaction entre l'atome et le rayonnement apparaît de trois voies différentes : 

 La première voie est l’absorption des photons. Cette étape dépend du déplacement de l’atome 

de niveau fondamental 1E  au niveau excité 2E , ce qui permet de réduire la vitesse de 

l’atome. Cette vitesse est appelée  la vitesse de recul.  

 La deuxième voie est l’émission spontanée. Lorsque l’atome est dans le niveau excité, il 

cherche naturellement à revenir à son niveau d’énergie le plus bas, ou le niveau fondamental. 

Pour cela, l’atome émet un ou plusieurs photons afin de descendre de niveau à l’autre, jusqu'à 

l’arriver sur le niveau fondamental. Dans cette voie,  l’impulsion de l’atome est conservée et 

peut exprimer par : fi PkP





 . Avec, iP


 et fP


 sont respectivement les impulsions initiale 

et finale. 

 La troisième voie est l’émission induit des photons. Pour que l'atome revienne à son niveau 

inférieur lorsqu’il est dans un niveau excité, il émet un deuxième photon, exactement le même 

que le photon incident. Dans cette voie,  l’impulsion de l’atome est conservée et peut donner 

par: kPkP fi








2 . Avec k


  représente l'impulsion du photon. À partir du 

ralentissement des atomes par le faisceau laser, l’atome possède une vitesse de recule donnée 

par :
M

kh
vr



  ; où M  est la masse des particules. La vitesse de recule et une énergie 
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considérée comme une énergie cinétique est définie par: 2

2

1
rr MvE   . De plus, la 

température de recul est exprimé à partir de l'énergie de recul comme suit : 
B

r
r

k

E
T

3

2
 . Avec,

Bk  repesent la constante de Boltzmann [Sch-2010, Cro-96].  

 

Figure I.1. Présentation de mécanisme d’interaction entre le laser et l’atome [Eve-11] 

I.2. Champ électrique du faisceau laser  

Le phénomène d’interaction entre le laser et l’atome peut s’écrire de façon semi-classique, ce qui 

permet de traiter le laser comme un champ classique extérieur dépendant de temps [Bou-16, IEEE-05] 

et s’écrit: 

 
   ))ˆ((

)ˆ()ˆ()ˆ(
2

1
,ˆˆ ))ˆ(( rtLwi

L ereerertrE L

rtwi

LLL

  





                                 (I.2) 

Avec, RrL )(


  représente l’amplitude du laser, 3)( CreL 


 est son vecteur de polarisation et lw  

laser de fréquence,  r est la fonction d’onde de laser 

I.2.1. Moment induit et les interactions dipolaire  

L’interaction entre l’atome et laser induit des dipôles électrique « D


»  et  réduit « d ». La transition   

entre l’état excité 2E à l’état fondamental 1E   est définie par :  
















21

*

12

ˆ

ˆ

EDEd

EDEd





                                                        (I.3) 

Le moment dipolaire induit est nul dans un état propre de l’énergie et définie par l’équation suivante:  

0
ˆˆ

1122  EDEEDE


                                          (I.4)                                                   

 

Absorption Induit Spontanée 

 

Emission 

1E  

2E  2E  

1E  

2E  

1E  

Photon 
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Donc, l’operateur de dipôle électrique s’écrit comme suit :  

12
*

12

ˆ
EEdEEdD


                                            (I.5) 

Les phénomènes d'absorption et d'émission stimulée ont été décrits par le couplage entre le dipôle 

électronique et le laser dans une représentation  semi-classique [Viv-07]. Pour  tenir en compte 

l'émission spontanée, il faut rajouter deux termes qui liés principalement  au vide quantique et à son 

interaction avec un dipôle induit. Ces deux termes s'ajoutent à l'interaction Hamiltonien. 

I.2.2. Hamiltonien total des systèmes couplés  

L'atome est couplé à la fois au champ laser et à tous les autres modes de rayonnement, qui ne 

contiennent initialement aucun des photons. À l’aide de l’approximation de dipôle électrique, le 

Hamiltonien du système total peut s’écrire :  

AVALVA VVHHH ˆˆˆˆˆ                                                 (I.6)                                           

Où, 

AĤ représente l’Hamiltonien atomique qui inclut l’énergie cinétique du centre de masse de l’atome P̂  

et l’énergie interne dans le cadre du modèle à deux niveaux Aw . La relation de l’Hamiltonien atomique 

est donnée par la formule suivante :  

12

2

2

ˆ
ˆ EEw

m

P
H AA                                                    (I.7) 

Le deuxième terme de Hamiltonien VĤ est l’énergie du champ de rayonnement et peut être écrit 

comme la somme des modes  du rayonnement quantifié ),( ll ekl


 :  














2

1
ˆˆˆ

ll

l

lV aahH                                                     (I.8) 

Avec : 




la  , la


 sont les opérateurs de création et d'annulation respectivement.  

Le troisième terme de Hamiltonien ALV est  le couplage entre l’atome et le faisceau laser. Leur relation 

peut être exprimée comme suit :  

 
 















 cheEE
Rh

tREDtV

RitLiw

LAL

.
2

ˆ

),ˆ(.ˆ)(

)ˆ(
12

1 
                               (I.9) 

Avec, R̂  représente la position du centre de masse de l’atome ;  est la pulsation de Rabi définie par 

la formule suivante :  
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  )()(.)(1 rrdrh LL                                                  (I.10) 

Le quatrième terme de Hamiltonien ARV est le couplage atome-rayonnement quantifié, qui peut s’écrire 

comme suit : 

chEEeadV Rik

l

lllAR .ˆ).( 12
ˆ                                   (I.11)                                            

Où, ch.  signifie l’Hermitique conjugué. 

I.2.3. La force de pression de radiation  

À partir de l’équation du Hamiltonien définie dans (I.6), l’expression de la force de radiation exercée 

sur les atomes par le laser peut s’écrire comme suit: 








 







 )(

2)(

)(

)(1

)(
)( r

r

r

rs

rs
hrF














                                       (I.12) 

Avec, 

4

)(
)(

2
2

2









r
rs




 représente le paramètre de saturation.  

I.2.4. La force dipolaire   

Dans cette partie, la description de la force dipolaire d'un atome à deux niveaux et dans le cadre de 

l’approximation dipolaire électrique sera présentée. Lorsque la variation spatiale de l’amplitude du 

champ extérieure, l’atome aura une énergie totale différente selon sa position. Cette variation donne 

une force conservative, appelée la force dipolaire, qui est proportionnelle au gardaient de l’intensité 

lumineuse et permet d’écrire l’origine du potentiel dipolaire U [Dar-05, Cle-08]. La force dipolaire 

peut être exprimée par la formule suivante: 

)(

)(

)(1

)(
)(

r

r

rs

rs
hrFdip 













                                               (I.13)

    

La force de radiation 


est définie par la relation suivante :                                         

4

)()(
2

2









rr


                                                            (I .14) 

Avec : 

)(rs


est le paramètre de saturation, qui est lié à l'intensité lumineuse. Ce paramètre peut être défini 

comme suit:                                                                                                                                                                              





24

1

/
)(


sII

rs


                                                          (I.15) 
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 représente le taux de relaxation du niveau excité. Il est inversement proportionnel à la durée de vie 

des atomes dans l’état excité. 

En remplaçant les équations (I.14) et (I.15) dans l’équation (I.13), l’expression de la force dipolaire 

devient comme suit :       

2

24
/1

/

2)(1

)(

2
)(















s

s
dip

II

IIh

rs

rsh
rF








                                 (I.16)    

Où : 

I  et sI  représentent respectivement les intensités du faisceau laser et de saturation.  

La force dipolaire est liée avec la dérivation du potentiel  par : dipdip UF 


, ce qui signifie que la 

force dipolaire est une force conservative. Le potentiel dipU  dans le cas de faible saturation en 

fonction de l’intensité lumineuse s’écrit comme suit :  

2

22
2

2

4
/

/

2

4

)(

4




















s

s
dip

II

IIhrh
U



                                        (I.17) 

La force dipolaire est appliquée afin de piéger l’atome dans un piège optique. En effet,  la focalisation 

de faisceau laser peut être confinée par un profil gaussien et une fréquence plus faible que la fréquence 

de transition d’un atome à deux niveaux. 

I.3. Atome de Rubidium Rb87  

Le rubidium est un élément chimique et un métal alcalin, qui possède des caractéristiques listées dans 

les tableaux ci-dessous. 

Nombre atomique 30z  

Isotopes 28(87Rb  ) 

Masse 
  kge 2545.1   

Liquéfaction C39  

Vaporisation C688  

Spin nucléaire 2/3I  

Configuration électronique 1621062622 544333221 spsdpspss  

État physique Solide 

Table I.1. Caractéristique physiques du Rubidium Rb87   
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Longueur de diffusion nma 5  

Taux de collisions à 2 corps 1315
2 10.3  scmK  

Taux de collisions à 3 corps 1629
3 10.4  sK cm

 

Table I.2. Propriétés collision du Rubidium Rb87  

I.4. Ralentissement d’un jet atomique par pression de radiation  

Le jet atomique est ralenti par l'interaction entre l'onde lumineuse et l'atome de façon contre-

propagation[Jah-10], et la fréquence de l'onde laser désaccordées doit être sur la couleur rouge de la 

transition . Le désaccord de transition est défini par : AL ff  , Où, 
lf et 

af   sont des fréquences 

du laser et de fréquence atomique, respectivement. Le mécanisme de ralentissement du jet atomique 

dépend  de la force de pression de radiation, comme le montre l’équation (I.13). Les atomes qui 

possèdent  la vitesse longitudinale lonv  vont interagir significativement avec les photons de manière 

très limité. En fait, la vitesse longitudinale est liée à la variance par l’équation suivante

smkvlong /5/  . Pour s'assurer que l'état de résonance entre l'atome et l'onde est maintenu tout 

au long du ralentissement, la résonance atomique est déplacée spatialement par effet Zeeman. L’effet 

Zeeman de la transition atomique est déplacé en un point d’abscisse z . Avec, )()( zfzvkf ALL  , où, 

zavzv max

2

0
2 2)(  .  

Dans l’effet Zeeman, les atomes sorte du four à une vitesse inférieure à 0v , puis ralentissent et 

s'arrêtent au point max

2

00 2/ avz  . Avec, maxa  représente l’accélération  et est définie comme suit: 

)2/(max mhka L .  La Figure 2 illustre le fonctionnement de l’amortisseur d’effet Zeeman pour 

ralentir un jet atomique.   

 

    Figure I.2. Amortisseur Zeeman pour ralentir un jet atomique avec une pression de radiation [Ric-15] 

I.4.1. Présentation de l’expérience de ralentissement à  effet Zeeman 

Quelques grammes (5g) de solide de rubidium 87 ont été placé dans un four et mis à C120 . Par 

conséquent, les atomes  deviennent à l’état gazeux avec une pression de vapeur saturante de l’ordre

  

Faisceau  ralentissement 

Rb 

Grand Zeeman 

Petit Zeeman 

Faisceau  d’atomes 
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mbr410 , ce qui est suffisant pour obtenir un flux ultérieur d'atomes [ Tri-13]. Dans ce cas, la densité 

n  et la densité de l’espace des phases D  sont  données par l’équation ci-dessous :  













15

12

10.3

10.5

D

Tk

P
n

B
                                                        (I.18) 

Le four de recyclage a été utilisé afin de réduire les pertes de rubidium et d’augmenter le temps avant 

de les recharger depuis le four. Ce four repose sur l'application d'un gradient de chaleur le long du tube 

sortant du four, où, la longueur du tube est égale à cmL 10  et son diamètre est égal à mmD 5 . De 

plus, un grille métallique, qui a été placé à l’intérieure du tube permettant aux atomes de se déplacer à 

des températures plus élevées. Grace à la structure du four, les atomes qui touchent la paroi de tube 

sont  récupérés [Che-06]. Le schéma expérimental de la source de ralentissement à  effet Zeeman est 

illustré sur la Figure I.3.   

 

Figure I.3. Schéma expérimental de la source de ralentissement à effet Zeeman [Ric-15] 

I.5. Diverses techniques de refroidissement 

I.5.1. Refroidissement Doppler 

Le refroidissement Doppler est un processus de refroidissement le plus simple. Ce mécanisme a été 

découvert en 1975 par Hänsch et Schawlow. Ce refroidissement dépend du calcul du coefficient de 

friction associé à la force visqueuse agissant sur l’atome. Le principe de ce refroidissement repose sur 

l’interaction de l’atome avec deux faisceaux lasers de fréquence f , qui est légèrement inférieure à la 

fréquence de l’atome 0f , et de faible intensité I . Ces faisceaux où ondes planes se propagent dans des 

directions opposées au long  du déplacement de l’atome sur l’axe x . Si l'atome se déplace vers la  

droite, il absorbe de préférence le faisceau qui vient de droite. En revanche, le laser gauche semble 

avoir une impulsion qui est loin de la résonnance, comme le montre la Figure I.4. Par conséquent, 

l'atome va absorber plus de photons venant de la droite que ceux venant de la gauche. L'équilibre entre 
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les deux forces est rompu pour déplacer l'atome, comme le montre la Figure 4. Chacune des ondes 

planes crée des forces de pression de radiation  F  pour obtenir la force totale agissant sur l'atome 

[Cas-96, Rem-09]. 

)(
2

Vs
hk

F L



                                                          (I.19) 

Avec, s est le paramètre de saturation, qui peut être défini comme suit :  
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La force totale effectuée sur l’atome est : 
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                                              (I .20) 

En déplacement Doppler,  la vitesse atomique est faible devant la largeur de la résonnance atomique

. De plus, la force total agissant sur l'atome est proportionnelle avec la vitesse et peut être défini 

comme suit :  
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Avec,   un terme  qui est présente  le coefficient de friction. 

 

 

 

 

 

 

 

Figure I.4. Technique de refroidissement Doppler [Cas-96] 

I.5.2. Mélasse optique 

La technique de refroidissement Doppler peut être généralisée en 3D en utilisant six faisceaux laser et 

en créant un piège immatériel, comme l’illustre la Figure I.5. Les photons laser créent un milieu 

visqueux dans lequel les atomes vont ralentir et refroidir. Ce gaz piégé est appelé mélasse optique 

[Elo-18]. En fait, Mélasse optique ne permet pas de piéger les atomes puisque la force totale estimée 

dans l’équation (I.20) ne dépend que de la vitesse de l’atome et est indépendante de sa position. A 
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cette fin, il est préférable d’appliquer une autre technique afin d’améliorer les performances de  

refroidissement de l’atome, telle que la technique de « Piège magnéto-optique PMO »[Jal-19] 

 

Figure I.5.Téchnique de Mélasse optique [Lou-93] 

I.5.3. Piège magnéto-optique (PMO) 

Le principe du piège Magnéto-Optique (PMO) a été proposé par J. Dalibard en 1980. Le PMO résout 

le problème de dépendance entre l'intensité de la pression de radiation  et la position de l'atome en 

ajoutant un gradient de champ magnétique, comme le montre la Figure I.6. [Jal-19, Wil-17] 

 

Figure I.6. Principe du PMO à trois dimensions [Rom-13]   

Le principe du PMO repose principalement sur une dimension pour un atome à deux niveaux 

énergétique 2E et 1E [Rom-13]. Le mécanisme de PMO est basé sur la transition d’un état 

fondamental de moment cinétique nulle 0J  à l’état excité de moment cinétique 1J , comme 

l’illustre la Figure I.7. En effet,  le faisceau laser absorbé par l'atome provient de la droite qui a 

effectué une transition 1,10  jmJJ . Puis, l'atome est soumis à une force de pression 
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radiale dirigée vers l'origine des positions [Cle-08, Dou-01]. Par symétrie, le faisceau laser absorbé par 

l'atome provient de la gauche est similaire à celui de l’atome droit.  Ce raisonnement peut s’étendre à 

deux et trois dimensions. 

La technique PMO est plus efficace pour atteindre des températures de l’ordre du microkelvin. Le 

développement du PMO n'atteint pas la condensation. Pour cet effet, il faut mettre en place un piège 

purement magnétique [Bur-01]. 

 

Figure I.7. Principe du piège magnéto-optique à une dimension [Dou-01] 

  Transition de PMO  I.5.3.1.

Le refroidissement de l'atome de Rb permet de disposer des différents types de lasers. Ils ont des 

longueurs d'onde de 780 nm et de 794 nm pour des raies 1D  et 2D , respectivement, qui émettent une 

puissance de l'ordre de 70 mW  et de 30 mW , comme le montre la Figure I.8. Les différentes 

transitions des faisceaux lasers utilisées sont illustrées sur la Figure I.8 et sont citées comme suit [Aub-

10]: 

 Le laser maitre : ce laser est désaccordé dans le rouge de la transition Fermi 

32 '  FF   . 

  Le faisceau de pompage : ce faisceau doit être résonnant avec la transition, qu’il permet de 

désexciter une partie des atomes dans l’état  1F , de sorte que la probabilité d'excitation de 

la transition devient 22 '  FF . 

 Le faisceau repompeur : ce faisceau est considéré comme une diode libre asservie sur la raie 

1D  de l’atome de Rubidium. Il est utilisé pour repomper les atomes de l’état

21 '  FF . 

 Le faisceau polarisé : ce type de faisceau doit être proche de la transition 11 '  FF et 

il est permet de transférer les atomes à l’état noire.  
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Figure I.8. La Configuration laser pour le piégeage d’atomes  de Rubidium [Aub-10]  

I.6. Piégeage magnétique 

À la fin de la technique de refroidissement, le nombre d'atomes devient d'environ 810.6 pour former un 

nuage atomique à une température de k50 . Les atomes vont se diriger vers un piège purement 

magnétique parce que les techniques précédentes de refroidissement ne permettent pas de réaliser la 

condensation. Afin d’étudier l’augmentation du nuage atomique de l’atome piégé, nous allons d'abord 

révéler le principe du piège magnétique [Hoa-03, Nir-07]. 

I.6.1. Principe du piège  magnétique  

L'expérience du piège magnétique est réalisée lorsque le champ magnétique est minimal au centre de 

la chambre à vide. Dans ce contexte, les atomes dirigés vers le piège magnétique auront un moment 

magnétique. Ces atomes sont plongés dans un champ magnétique et dirigés dans le sens opposé du 

moment magnétique. Par conséquent, les atomes sont confinés autant que possible dans une cuvette de 

potentiel [Nar-07]. Le moment magnétique 


et le moment cinétique F


d'un atome sont 

proportionnels, comme le montre l’équation (I.22) [ Bou-63]. 
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Où Fg est le facteur de Landé, B est le magnéton de Bohr et h est la constant de Planck. 

Si on place le moment magnétique B dans un champ  magnétique inhomogène )(rB


, l’atome est 

soumis à la force introduit par l'énergie potentielle.  

)(. rBU


                                                             (I.23) 

On suppose que 


et )(rB


initialement anti-alignés, le potentiel d’interaction entre l’atome et le 

champ s’écrit comme suit : 

)()( rBmgrBU BFF


                                                 (I.24)                                                      

Avec, Fg représente le facteur de Landé, Fm est l’état hyperfin et  B est la magnéto de Bohr. De plus, 

)(rB


represente le minimum de champ.  

Les atomes peuvent être piégés magnétiquement dans un minimum de champ )(rB


 lorsque FF mg est 

strictement positive.  

Parmi les types de piège  magnétique qui ont été utilisés afin de piéger les atomes se trouve le piège 

magnétique quadripolaire. Ce type de piège nécessite une polarisation avant l'échantillon atomique. Le 

principe de ce  piège est de polariser les atomes dans le sous-état magnétique 1,1  FmF à partir 

des atomes du PMO 3D. 

I.6.2. Piège quadripolaire 

Le piège quadripolaire est constitué par deux jeux de trois bobines placées au-dessous et au-dessus de 

la cellule pour piéger les atomes. La forme de la bobine utilisée est évasée permettant le passage du 

faisceau PMO 3D à grand angle. Chaque bobine est constituée d'un tube de cuivre enroulé sur lui-

même. Les deux jeux de bobines sont espacées de cmquadz 4,  , comme l’illustre la Figure I.9            

[ Van-03].  
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Figure I.9. Structure du piège quadripolaire [Bar-74] 

Selon la règle de la main droite, les bobines du piège quadripolaire vont créer un champ magnétique 

grâce au courant qui les traverse. Le champ magnétique quadripolaire est généré près de 

)0(  zyx  est défini par la formule suivante: 
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Avec, 'b est un gradient dépendant des courants circulant dans les bobines.  

Le potentiel des atomes de Rubidium dans le champ magnétique quadripolaire est défini comme suit: 

2
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4
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bBrU 


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
                                       (I.26) 

Avec, BFF gm   est le facteur de landé de l’état hyperfin et est égal à
2

)1( F

Fg


 . 

Le piège quadripolaire n’est pas adapté pour piéger les atomes ultra-froids car le champ magnétique 

est créé par le piège est insuffisant. A cette fin, les atomes seront piégés par un autre type de piège 

magnétique appelé le piège magnétique Ioffe-Pritchard. Le champ magnétique crée par ce type est 

élevé par rapport au champ généré par le piège quadripolaire [Rei-08]. 
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I.6.3. Piège magnétique Ioffe-Pritchard 

La combinaison du champ quadripolaire, qui assure le confinement radial du piège plan yoz et du 

champ dipolaire orienté dans la direction x , avec le courant donne un autre type de piège magnétique 

appelé piège de type Ioffe Pritchard [Eas-09]. Ce piège magnétique généré une polarisation 

magnétique 0B   non nulle dans l’axe d’orientation x . Le piège magnétique Ioffe-Pritchard est 

constitué de quatre fils posés parallèlement aux quatre sommets du carré. Le courant passe par deux 

fils consécutifs dans des directions opposées et dans deux bobines suivant l'axe x  [Moa-06]. Les deux 

bobines sont séparées l'une de l'autre par leur rayon afin d'avoir une variance quadripolaire du champ, 

comme le montre la  Figure I.11. Le champ magnétique du  Piège magnétique Ioffe-Pritchard s’écrit 

comme suivant :  
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Le potentiel U  de  ce type du piège est associé au potentiel harmonique par la relation suivante : 

222222
0 (
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1
ywywxwmUU zyx                                          (I.28) 
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Malgré que le piège magnétique Ioffe-Pritchard puisse appliquer afin de refroidir les atomes, mais il 

ne peut pas être  appliqué afin de réaliser la condensation car ses performances sont limitées. A cet 

effet, cette technique sera changée par la technique de l’évaporation. Cette dernière peut évoluer le 

taux de collisions du nuage piégé et permet de préparer le condensat [Eas-09]. 

 

Figure I.11. Configuration du Piège magnétique Ioffe-Pritchard [Eas-09] 
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I.7. Refroidissement évaporatif 

En 1985, Hess a proposé la technique de refroidissement des atomes  par l’évaporation après la 

première étude expérimentale du piège magnétique [Des-99]. La suggestion est d'abord donnée par des 

atomes d'hydrogène mais ensuite a été élargie pour inclure les atomes alcalins. Le principe du 

refroidissement par l’évaporation repose sur l'idée de confiner les atomes dans un  potentiel à une 

valeur de U  [Bra-09]. Ce principe élimine tous les atomes énergétiques dépassant l'énergie moyenne 

par particule, comme l’illustre la Figure I.12. Après la thermalisation, l'énergie moyenne des atomes 

restent dans le piège diminue et la température descend en dessous de la température de 

refroidissement dissipatif. Ce mécanisme de refroidissement permet d’élever le nombre de collisions 

atomiques et la densité dans l’espace des phases. Par conséquent, le refroidissement par l’évaporation 

peut réaliser la condensation de Bose-Einstein [Coh-20]. 

 

Figure I.12. Élimination des atomes à haute énergie par potentiel de confinement atomique [Bra-09] 

Le développement de différentes techniques de refroidissement laser, tels que le piège magnéto-

optique, le piège  magnétique et la technique de refroidissement par l’évaporation, a conduit à la 

réalisation du condensat du rubidium Rb87 . Cette condensation a été prédite pour la première fois en 

1924 par le physicien Albert Einstein et appelée Condensation de Bose-Einstein (CBE). Le principe de 

CBE  sera détaillé dans la section suivante. 

I.8. Condensation de Bose-Einstein (CBE) 

Le domaine de la recherche sur la condensation a explosé depuis la découverte de la condensation de 

Bose Einstein en 1995. La condensation de Bose-Einstein est un phénomène macroscopique, qui se 

produit lorsque la densité augmente dans l'espace des phases. Ce phénomène  basé sur l'accumulation 

de bosons dans le même état quantique d'un piège harmonique. L'intérêt principal de la condensation 

de Bose-Einstein est d'obtenir le comportement ondulatoire des particules de boson dans l'état 

fondamental [Cor-98, Jul-17]. Dans cette partie, le principe de la condensation de Bose-Einstein sera 

présenté. De plus, le régime de Thomas-Fermi et l’équation de Gross-Pitaevski  pour les interactions 

interatomique seront  détaillés. 

 

Éliminer les atomes 

à haute énergie 

Atomes à faible 

énergie 

Potentielle U  

 

 
  

 

 
 

 

 

 

 

 

 
  

  



Chapitre I ... ………………….................................................................. Atomes froids et condensats quantiques  

 

21 
 

I.8.1. Principe de Condensation de Bose-Einstein  

La nature ondulatoire des bosons à l’état fondamental du piège harmonique devient dominante, 

lorsque leur  longueur d’onde de de Broglie thermique db  devient de l’ordre ou supérieure à la 

distance interatomique d , Où, 3/1nd   avec n  représente la densité du gaz de bosons [Jac-12]. La 

longueur d’onde de de Broglie db  et la densité dans l’espace des phases D  sont exprimées comme 

suit :  
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                                                     (I.30) 

D’après l’équation (I.30), la longueur d’onde de de Broglie est liée à la température T  et à la masse 

des bosons m . En fait, la valeur prédite par Einstein pour la température habituelle était très 

supérieure, environ 10000 fois à la température de condensation CBETT   . Cette basse température 

de l’ordre  permet d’accumuler les bosons à l’état fondamental.  

 

Figure I.13. Constitution du condensat de Bose-Einstein. En dessous de la température critique cT , les 

atomes rassemblent dans un seul état quantique, comme l'indiquent les pics [Lew-07] 

I.8.2. Distribution de  Bose-Einstein dans un potentiel harmonique  

Le gaz boson de masse m est confiné sans interaction dans un piège de potentiel tridimensionnel U  à 

température T [Che-17]. Dans le cadre d'un ensemble canonique où le nombre de particules N  est 

constant, le piège harmonique tridimensionnel s'écrit : 
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Hamiltonien d'un oscillateur harmonique en trois dimensions est défini comme suit :  
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Nous cherchons à résoudre l’équation (I.33) aux valeurs propres. 

zyxzyxzyxzyx EH ,,,,,,,,
ˆ                                                (I.33) 
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En remplaçant l’équation (I.35) dans l’équation (I.34), on obtient :  
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Où, 1,,, 
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L’opérateur nombre de particules est défini par : 
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Par conséquent, l'hamiltonien devient comme suit:  



 HwH                                                                     (I.37)    

Enfin, la distribution des particules de bosons sur les niveaux d'énergie s'écrit sous la forme suivante :  

                









2

3
,, zyxzyx nnnwEE                                        (I.38) 

Dans le piège harmonique tridimensionnel, l’énergie du niveau fondamental est nulle. Par conséquent, 

la distribution de Bose-Einstein peut être définie comme suit [Kri-15] : 

1

1
)(

/)( 


 TBkEe
Ef


                                                   (I.39) 

Où, le potentiel chimique est positif 0 . Avec, )( Ef est une fonction d’occupation des nombres 

moyens de l’état quantique, E  est l’énergie et TkB représente l’énergie thermique du système.  

Le nombre total des atomes peut être calculé comme suit :                                                                                         

)(


EfN                                                      (I.40) 

À partir des équations (I. 33) et (I. 34), le potentiel chimique   ne dépend que de la température et du 

nombre d'atomes. La condensation de Bose-Einstein peut se produire pour des températures basses et 

des densités élevées et apparaîtra donc pour de grandes valeurs de potentiel chimique, c'est-à-dire 
 

0 . Lorsque le potentiel chimique tend vers zéro, le nombre des atomes à l’état fondamental 

s’écrit:                                                                                                                                           



Tk
N B

0                                                         (I.41) 

L’énergie du première état excité est de l’ordre de  , avec : 3/1)( zyx www . Où, l’énergie de 

niveau excité est très inférieure à l’énergie thermique TkB . La population du premier état excité 

s’écrit sous la forme suivante : 

                                                           
1

1

/)(1



 TBke

N


                                                   (I.42) 

En utilisant le développement limité d’ )(exp x , l’équation (I.36) devient comme suit :  
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                                                (I.43) 
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A partir les équations (I.42) et (I.43), le facteur entre les deux états, fondamental et excité, peut être 

défini comme suit :  

                                                                    








1

1

0

1

N

N
                                                      (I.44)                            

Lorsque le potentiel chimique tend vers zéro, la population au niveau excitant est inférieure à la 

population au niveau fondamentale et à la population des autres états excités. Pour cet effet, 

l’occupation des atomes dans le piège harmonique sera effectuée au niveau fondamental [Mul-97, 

Gro-95, Edw-96].  

I.8.3. Condensation à une température critique 

Après avoir démontré que le niveau fondamental peut inclure la population macroscopique. Alors, 

l'évolution des atomes sera étudiée au niveau fondamental en fonction de la température de CBE et de 

la température critique à laquelle la condensation se produit [Ber-86, Che-09]. Le nombre des atomes 

dans le piège harmonique s’écrit en fonction de la densité comme suit : 






0

)()( dEEfEN                                                      (I.45) 

Où, )(E représente la densité d’états, et peut être définie par l’équation (I.46) [Ber-86].   

3

2

)(2
)(






E
E                                                         (I.46) 

Le nombre total des atomes exprimé dans l’équation (I.45) est valable que dans la séparation d’énergie 

entre le niveau fondamental et le niveau excité. A cette fin, le nombre total des atomes dans le piège 

harmonique peut être calculé en ajoutant le nombre d'atomes dans l'état fondamental au  nombre 

d'atomes dans l’état excité, comme indiqué l’équation (I.47). 

10 NNN                                                            (I.47) 

Avec, 0N  et 1N  
sont les nombres des atomes dans les états fondamental et excité, respectivement. 

L’équation de 1N  est défini comme suit :  
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Avec, 
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La fonction de distribution de Bose-Einstein devient comme suit :  

l

l
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ze
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z
Ef )()(
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/

/ 
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




                                      (I.49) 

Où : z est appelé fugacité et est égal à 
TBkez /  .  

Dans les états excités, le nombre d’atomes a une relation directe avec la fugacité z .  Pour 1z , le 

nombre maximal d’atomes dans l’état excité à la température de CBE s’exprime comme suit : 

3
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CBEBB Tk
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A partir de l’équation (I.49) et pour max
1NN  , la température de CBE est valide dans la limite 

TkB  et peut être calculée comme suit [Cle-08 ] :   

  3/1
..94.0 N

k
T

B

c 



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                                               (I.50) 

La fraction condensée entre le nombre d’atomes total et condensé devient comme suit [Rob-01]:  
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Figure I.14. Fraction d’atomes condensés en fonction de la 

température [Cle-08] 

I.9. Effet des interactions  dans le gaz de Bose  

À des températures inférieures à la température critique pour la condensation de Bose-Einstein, 

l'accumulation des particules dans l'état fondamental nécessite des interactions. En fait, les interactions 

entre les atomes jouent un rôle important dans la description de la condensation. Les interactions 
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répulsives ou attractives de N  particules dans  le potentiel harmonique peuvent être décrites par la 

diffusion d’onde )( saS , qui est caractérisée par une longueur de diffusion a . Dans le cas du Rubidium, 

lorsque la longueur de diffusion est positive ou négative  indiquant que les interactions sont répulsives 

ou attractives, respectivement. Par d’ailleurs, lorsque le gaz d’atome du  Rubidium est dilué pour

13 na , les interactions sont importantes et sont exprimées en fonction du potentiel de 

l’approximation du champ moyen gn. , avec n  est la densité et g
 
représente la constante de couplage 

de collision. Le potentiel de ces interactions interatomiques conduit  à résoudre difficilement 

l’équation de Schrödinger et la fonction d’onde associée au condensat, qui est définie dans l’équation 

(I.52). Pour cela, l'équation de Gross-Pitaevskii peut être utilisée afin de facilité la résolution de 

l’équation de Schrödinger [Smi-11, Tun-10, Gio-98]. 

r

e
kfer

ikr
ikr )()(                                                    (I.52) 

Où, 
rkie


est  une onde plane k  est le vecteur d’onde et )(kf est l’amplitude de diffusion.   

I.9.1. Fonction d’onde  macroscopique à N particules  

La modélisation du système de collision entre les atomes est compliquée à cause des interactions. Pour 

cela, le modèle du système de collision a été simplifié par l'approximation de Hartree, qui basée sur 

l'indépendance des particules. A base de l'approximation de Hartree, la fonction d’onde sans 

interaction s’écrit comme le produit des fonctions d’onde individuelles, comme démontre l’équation 

(I.53). De plus, le Hamiltonien H  du système de collision est exprimé comme la somme des 

hamiltoniens ih  associés à chaque particule, comme le montre l’équation (I.54). 
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                                                             (I.54) 

Chaque particule dans l'état fondamental est associée à la fonction d'onde, comme indiqué l’équation 

(I.55).  
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À partir de l’équation (I.55), la densité spatiale de condensat dans l’état fondamental )(rn  s’exprime 

comme suit: 
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I.9.2. Potentiel d’interaction 

Le potentiel d’interaction a deux types, attractif et répulsif.  Le potentiel harmonique devient attractif 

[Bat-15] lorsque la distance entre les atomes est courte, et devient répulsif [Bon-18] lorsque la distance 

est longue. Le potentiel répulsif a une interaction électrique de faible intensité entre deux atomes. Ces 
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interactions dans le potentiel est appelé la force de van der Waals ou liaison faible, qui dépend de la 

distance r entre deux particules. La force de van der Waals caractérise par trois types d’énergie:  

 L’énergie des forces de Keesom entre molécules polaires ; 

 L’énergie des forces de Debye entre molécules polaires et dipôles induits ; 

 L'énergie des forces de dispersion de London entre dipôles instantanés.                   

I.9.3. Contrôle des interactions interatomiques  

L'interaction atomique dans  le condensat est contrôlée à l'aide de la résonance de Feshbach. Cette 

résonance est obtenue à partir du champ magnétique. En fait, le champ magnétique crée un couplage 

entre l’état de diffusion incident dans les potentiels extérieur et effectif [Lab-01, Cub-04, Bea-09]. La 

résonance de diffusion se produit à partir des valeurs du champ magnétique, comme l’illustre les 

Figures (I.5) et (I.6).  

Dans ce contexte, la longueur de diffusion a  caractérisant les interactions est liée au champ 

magnétique, comme le montre l’équation (I.66).  















0

1
BB

B
aa bg                                                     (I.66) 

Où bga «background » est la longueur de diffusion des atomes dans le potentiel extérieur, B

représente  la largeur de la résonance de Feshbach et 0B correspond au champ magnétique à l'unité.  

 
 

Figure I.5. Résonance de diffusion en fonction 

des valeurs du champ magnétique [Chi-07] 

Figure I.6. Séparation atomique dans le potentiel 

extérieur [Chi-07] 
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I.9.4. Equation de Gross-Pitaevskii 

Le potentiel effectif a été introduit pour la description du Hamiltonienne d'un système composé de N-

bosons interagissant dans un potentiel externe. Le potentiel effectif s’écrit sous la forme suivante: 

)'()'( rrgrrVeff                                                 (I.57) 

Avec, 
 m

a
g s

24 
 . Où, sa la longueur de diffusion et m la masse des particules. 

Basant sur l’équation du potentiel effectif, l’expression du  Hamiltonienne devient comme suit: 
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Où m  est la masse atomique, et nous avons introduit un potentiel externe   )(rVext . Réécrivons 

maintenant H  dans le formalisme de seconde quantification, en introduisant l'opérateur de champ 

atomique . 
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       (I.59)       

Afin de dériver l’équation régissant le champ 0 , nous passons d’abord à l’image de Heisenberg. Dans 

cette représentation, le champ quantique ),( tr  remplit l'équation exacte    
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          (I.60) 

On peut donc légitimement faire le remplacement simultané de    par   0 et de  V  par effV , donc 

l'équation (I.60) devient comme suit :  
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Avec :
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L'équation de Gross-Pitaevskii prend les valeurs du potentiel chimique comme étant positives et 

inférieures à la température critique. De plus, elle explique l'augmentation de l'énergie du système 

résultant de l'ajout d'un atome dans le condensat.  L’équation de Gross-Pitaevskii a été réécrite en 

normalisant la fonction d’onde à l’unité, [Bao-03, Erd-07, Ben-15, Erd-10].  

)()()()(
2

00

2

0
2

2

rrrgrV
m

ext  



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



                               (I.62) 

Où, g la constant de couplage dû aux collisions.  

L’équation de Gross-Pitaevskii est une équation de Schrödinger non linéaire. Elle est constituée de 

trois termes d’énergie qui sont :  

 Terme d’énergie cinétique ;  

 Terme d’énergie potentielle ; 

 Terme d’énergie d’interaction entre les atomes. Ce dernier est un terme non linéaire 

de champ moyen, qui montre le  potentiel effectif. 

I.9.5. L’approximation de Thomas-Fermi 

La longueur de diffusion est importante pour déterminer la nature des collisions dans le condensat, soit 

répulsives ou attractives, comme présenté dans la section (I.9). Lorsque les interactions sont répulsives 

et pour un grand nombre d’atomes, l’énergie cinétique est négligeable devant les interactions. Pour 

cela, l’équation de Gross-Pitaevskii sera réécrite pour définir l’approximation de Thomas-Fermi           

[Hod-73, Mar-57, Pol-15, Zlo-21], comme exprimé dans l’équation (I.63) 

)()()()()(
2

rrrNgrrVext                                         (I.63) 

Avec,  représente le potentiel chimique.  

La fonction d’onde de condensat dans l’approximation de Thomas-Fermi peut prendre l’équation 

suivante :  

g

rV
r ext )(
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
                                                     (I.64) 

Le profil de densité spatiale du condensat devient comme suit: 

  NgrVrrn ext /)()()(
2

                                             (I.65) 

Avec, )(rVext .    
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I.10. Conclusion  

Dans ce chapitre nous avons présenté les différentes techniques de refroidissement pour obtenir des 

atomes froids. En effet, la manipulation avec les atomes froids commence  avec l’interaction entre le 

faisceau laser et les atomes à une température équivalente au nano kelvin. Ce faisceau crée deux 

forces, les forces de la radiation et du dipolaire, qui contrôle la vitesse et ralenti le mouvement des 

atomes.  

Le phénomène d’interaction permet d’écrire le faisceau laser, comme un champ électrique dépendant 

du temps, et de générer les moments dipolaire induit et dipolaire électrique à partir de la transition 

entre le niveau fondamental et le niveau excité. A cette fin, le Hamiltonien a été ajouté pour  d’écrire 

le phénomène d’interaction  entre l’atome et le laser.  

Ce chapitre est également consacré à l'étude des interactions entre les bosons dans l'état fondamental. 

Les interactions distinctes sont des interactions attractives ou répulsives, qui peuvent être écrites en 

termes de la longueur de diffusion entre les atomes. La fonction d'onde et l'hamiltonien du condensat 

sont très difficiles à traiter à cause de ces interactions. A cet effet, le modèle a été simplifié à basse 

température pour pouvoir étudier l’’effet du désordre. 
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II.1. Introduction 

Dans ce chapitre, nous commençons par une brève présentation de la diffusion d’une onde 

scalaire sans interaction dans un milieu faiblement désordonné et les différents types de 

propagation. Une attention particulière est accordée à la diffusion multiple, dont les 

interférences engendrent le phénomène de localisation pour certaines longueurs d'onde. 

Ensuite, nous examinons le scénario où le désordre est intensif et son impact sur la 

propagation des ondes de manière générale. Nous approfondissons ensuite le cas spécifique 

d'un condensat en expansion dans un potentiel optique tridimensionnel, en présence d'une 

corrélation non gaussienne, afin d'analyser le phénomène de localisation. Nous exposons 

les critères de localisation, concluant le chapitre par une discussion sur la réalisation et les 

propriétés statiques du potentiel optique connu sous le nom de speckel. 

II.2. Propagation des ondes dans un milieu désordonné 

Cette section présente la propagation d'une onde plane monochromatique de vecteur d’onde k  dans 

un milieu statistiquement désordonné de taille  fini. Ce milieu désordonné est constitué de 

diffuseurs ponctuels élastiques répartis aléatoirement aux positions ir . Afin de décrire la 

propagation des ondes dans un milieu aléatoire, il est nécessaire d'introduire les différentes échelles 

spatiales, parmi lesquels [Ric-15, Lec-20, Con-22]:  

 La longueur d’onde , qui a une relation inversement proportionnelle avec le vecteur 

d’onde k , tel que 
k




2
 ;  

 Le libre parcours moyen l , qui définit la distance entre deux diffuseurs dans un milieu 

désordonné de taille L ; 

 La longueur de localisation locL , qui correspond à l’échelle spatiale typique de variation 

d’une fonction d’onde localisée. 

Les longueurs mentionnées ci-dessus permettent de distinguer trois régimes de transport, parmi 

lesquels: 

 Le régime de diffusion simple est obtenu lorsque la taille du milieu désordonné est plus 

petite que le libre parcours moyen lL  . Dans ce régime, l’onde de matière subit peu de 

diffusion et le milieu devient presque transparent ;  

 Le régime de diffusion multiple est obtenu lorsque la taille du milieu désordonné est 

comprise entre le libre parcours moyen et la longueur de localisation locLLl  . Dans 

ce régime, l’onde de matière subit de multiples collisions dans le milieu désordonné avant 

de repartir. 
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  Le régime de localisation forte est obtenu  lorsque la longueur de localisation est comprise 

entre le libre parcours moyen et la taille du milieu désordonné LLl loc  .  

II.2.1. Diffusion simple 

Le phénomène de la diffusion simple se produit lorsqu'une onde rencontre un seul diffuseur et sort 

immédiatement du milieu désordonné, comme l’illustre la Figure II.1. La théorie de diffusion 

simple a été établie afin de développer la théorie du transport radiatif des ondes électromagnétiques 

et le modèle de Drude-Boltzmann des ondes électroniques. En diffusion simple, la probabilité 

qu'une onde de matière rencontre des diffuseurs est plus faible. Par conséquent, cette théorie ne 

prenant pas en compte les interférences des ondes diffusées dans un milieu désordonné. Elle permet 

d’écrire l'évolution du coefficient de transmission T en fonction du libre parcours moyen  l et de la 

taille du milieu aléatoire L , avec
L

l
T  . De plus, elle permet aussi d’écrire la propagation des 

ondes dans un milieu désordonné à l'aide de l'équation de propagation représentant la constant de 

diffusion dvlD /0  , où v est la vitesse de l’onde  et d  est la dimension du système désordonné 

[Bas-95].   

 
 

Figure II.1. Diffusion simple de l’onde incidente dans un milieu désordonné [Sha-12] 

II.2.2. Diffusion multiple  

La diffusion multiple se produit lorsqu'une onde incidente rencontre multi diffuseurs dans un 

milieu désordonné et chaque fois change leur trajectoire résultant que l’onde diffusée se transmette 

hors du milieu désordonné, comme le montre la Figure II.2.  

 
Figure II.2. Diffusion multiple de l’onde incidente dans un milieu désordonné [Sha-12] 
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Dans la diffusion multiple, la propagation de l’onde plane dans un milieu désordonné est 

caractérisée par une amplitude complexe )',( kkA  définie par la relation suivante :  

)2'1.(

2,1

21 ),()',( rkrki

rr

errfkkA                                            (II.1)                                 

Où, ),( 21 rrf représente l’amplitude complexe associée au chemin de diffusion multiple entre deux 

points 21 , rr ,  k  et 'k sont les vecteurs de l’onde incidente et de l’onde diffusée, respectivement.   

A partie de l’équation (II.1), l'intensité des ondes planes peut être déduite et est définie comme 

suit :  

)4'.3.()2'.1.(
43

2,1 4,3

21

2
),(),(),( rkrkirkrk

rr rr

eerrfrrfkA                              (II .2) 

Le produit des amplitudes ),(),( 4321 rrfrrf  peut être défini la différence de phase entre les deux 

chemins  21 rr  et 43 rr  , qui sont variés aléatoirement avec les chemins de diffusion. Le 

produit des amplitudes est nul lorsque les chemins de diffusion ayant les mêmes directions et 

devient non nul lorsque les directions des chemins de diffusion sont opposés, où 21 rr   et 43 rr   

quand les chemins de diffusion de même sens de propagation et 31 rr   
et 42 rr   dans le cas de 

sens opposé, comme l’illustre la Figure II.3.  

 

L’intensité moyenne de l’onde diffusée dans un milieu désordonné peut s’exprimer comme suit :  

  

2,1

21).('(2

21
2 1,()',(

rr

rrkkierrfkkA                                   (II.3)                                        

L’équation (II.3) a deux termes: le premier terme est la phase nulle correspondant à des chemins du 

même sens et le deuxième terme est la phase non nulle correspondant à l’interférence entre les 

chemins opposés, qui est l’origine de phénomène de recto-diffusion [Zha-05, Jen-12, Pir-13, Cha-

11].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.3. Les chemins de diffusion dans un milieu désordonné : a) les chemins de diffusion 

identiques b) les chemins de diffusion inversés [Clé-07]. 
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II.2.3. Interférence 

Dans la diffusion multiple, le terme d’interférence est un terme non nul, qui est responsable sur les 

effets persistants après la moyenne d’ensemble sur le désordre dans deux cas particuliers 

mentionnés ci-dessus. Ces cas particuliers ont exactement la même origine et se produisent au 

même temps. 

 Le première cas correspond à l’onde diffusé et à la direction opposée au vecteur d’onde 

incident, où 0' kk . Pour cet effet, l’intensité de l’onde incidente égale au double 

d’intensité diffusée selon les autres directions de l’espace. 

 Le deuxième cas correspond à boucle de diffusion fermée, où 21 rr  .  Ce phénomène 

appelé localisation faible, qui est traduit par une diminution de la diffusion de l’onde dans 

un milieu désordonné. Dans ce cas, il est possible de définir et de calculer le coefficient de 

diffusion locD . En effet, le coefficient de diffusion est positif et inférieure à la constante de 

diffusion du cas simple, où 00 DDloc  .  

La présence d'interférences conduit aux phénomènes de rétrodiffusion et de faible localisation 

[Wol-25, Rav-92, Coh-17, Bid-02]. 

II.3. Transition de phase  

En 1958, Philip W. Anderson a étudié l’impact des cristaux imparfait sur le transport électronique. 

En fait, la plupart des cristaux contient des défauts et des impuretés, qui peuvent modifier 

radicalement le comportement de l’onde électronique. Ce phénomène est fourni par la théorie 

classique de Drude expliquant la transition de phase entre le régime diffusé et le régime de 

localisation forte ou localisation d'Anderson. Les deux régimes sont séparés par un point appelé la 

mobilité edge. Dans le régime de diffusion, la constante de diffusion devient non nulle, et s’annule 

dans le régime de localisation. En effet, le régime diffusif est déterminé par le libre parcours 

moyen. En fait, si le libre parcours moyen est grand, l’onde se propage rapidement sur de grandes 

distances entre les diffuseurs dans le milieu désordonné, et la conductivité devient plus élevée. En 

revanche, si le libre parcours moyen est petit alors le milieu désordonné devient très fort, le 

mouvement diffusif des électrons s’arrête complètement et la conductivité s’annule et le matériau 

devient isolant permettant de localiser l’électron, où la localisation d’Anderson est établie [Mie-17, 

Asp-09, Bill-08, Mod-10, Cro-11, Ric-15].  

Anderson a montré que la fonction d'onde localisée présente une décroissance spatiale 

exponentielle à partir du point de la localisation. Cette décroissance exponentielle est la signature 

symbolique de la localisation d'Anderson, et est caractérisée par la longueur de la localisation. 

Dans ce contexte, la localisation d’Anderson est fortement dépendant de la dimensionnalité du 

système désordonné, tels que [Pir-13]: 
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 Dans un système unidimensionnel (1D), l’onde  se localise même en présence d’un 

désordre faible et l’effet de l’interférence existe ; 

 Dans un système bidimensionnel (2D), le phénomène de la localisation est plus délicat et le 

milieu désordonné a plus de chemins de diffusion possibles. De plus, l’effet d’interférence 

et la localisation d’électron  sont moins marqués comparant avec le système désordonné 

unidimensionnel;  

 Dans un système tridimensionnel (3D), la localisation  d’Anderson présentant une 

transition de phase entre les régimes localisé et diffusé. 

II.3.1. Théorie classique de Drude 

La théorie classique du model de Drude permet d’écrire le transport de l’onde dans un milieu cristal 

réel. En fait, la plupart des cristaux contiennent des défauts, tels que les lacunes et les impuretés. Le 

model de Drude montre que la conductivité d’un métal est liée avec le temps typique  entre deux 

collisions [Ash-02, Ren-05, Sal-18]. L’expression de la conductivité du matériau s’exprime comme 

suit :  

m

en 


2.
                                                               (II.4) 

Où, n est la densité de l’électron, e est la charge et   représente le temps typique entre deux 

collisions. 

Le matériau conducteur dépend de la théorie de Bande et de la position du niveau de fermi. La 

conduction des électrons quasi libre de masse  m  et de charge e  est accélérée par le champ 

électrique E , telle que l’expression de la densité du courant établie s’exprime comme suit [Pot-73, 

Ruf-93] : 

EvenJ ... 


                                                       (II.5) 

Où, v  représente la vitesse moyenne des électrons définie par :  
m

Ee
v

..





 
. 

Dans le bon conducteur, la longueur d’onde   est faible devant le libre parcours moyen l . Dans ce 

cas, la fonction d’onde de l’électron est donnée sous la forme d’une onde de Bloch, comme le 

montre la Figure (II.4-a-). En 1928, les travaux de Bloch  donnent des fonctions d’onde de Bloch 

pour des états étendus dans un milieu non-désordonné. Ces fonctions d’ondes établies sont égales 

au produit de l’onde plane )..exp( kri


 et de la fonction périodique )( RrU n


 [Pot-20], telle que :  

)..exp()(, krirU nkn


                                                    (II.6) 

Avec : )()( rURrU nn


 . 
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Où, R


 est le vecteur de translation du réseau, k


 est le vecteur d’onde et n  est l’indice de la bande.                                                                 

Dans le cas d’un matériau isolant, où le désordre existe, la symétrie est perdue et des quantités 

physiques deviennent aléatoirement distribuées. De plus, l’électron perd sa phase métallique à 

cause de l’interférence forte. Par conséquent, l’électron possède un régime localisé ou isolant. Dans 

ce contexte, la fonction d’onde localisée, définie dans l’équation (II.7), présente une  décroissance 

spatiale  exponentielle et caractérisée par une longueur de localisation [Cro-17], comme l’illustre la 

Figure (II.4-b-). Dans ce régime, la taille du système excède la longueur de localisation. Les 

principales propriétés de localisation sont simplifiées par le modèle d’Anderson. 

)exp()()(,



r

rfrkn




                                                      (II.7) 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure II.4. Fonction d’onde de l’électron ; (a) Ondes de Bloch, (b) Onde localisée [Gas-13] 

II.3.2. Modèle d’Anderson 

Le modèle d’Anderson a étudié le transport électronique dans des systèmes fortement désordonné. 

Ce modèle décrit la transition d’un électron d’un site  i  
à un autre site voisin j , où chaque site 

possède une énergie aléatoire i . Ces énergies aléatoires modélisent les fluctuations énergétiques 

introduites par les impuretés du système désordonné. Le model d’Hamiltonien, définie dans 

l’équation (II.8), peut être utilisé afin d’exprimer le model d’Anderson [Poi-98, Chi-07]. 

ijViiH
ji

ij

i

i 




                                           (II.8) 
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Le modèle de la liaison forte ou d'Anderson peut décrire l'état des électrons dans les sites, étant 

donné que les sites sont proches les uns des autres. Le modèle d’Hamiltonien peut être détaillé 

comme suit : 

 Dans la première somme du modèle Hamiltonien


H , les électrons sont représentés par des 

fonctions d'onde i  et l'énergie associée à ces fonctions d'onde est définie par i . Dans des 

cas particuliers, les fonctions d’onde peuvent être négligées lorsqu'elles sont attachées aux 

différents sites, c’est-à-dire, les fonctions d'onde dans le modèle d'Anderson ne sont pas 

orthogonales et ne correspondent pas à l'état approprié de l'Hamiltonien


H .  

 Dans la seconde somme de l'Hamiltonien


H , jiV ji ,,  représente l'amplitude de la 

transition tunnel des électrons d'un site i à un autre site j .  

L'énergie des sites dans le model d’Hamiltonien est distribuée aléatoirement à l'aide d'une 

distribution gaussienne ou lorentzienne )( iVP . Cette fonction de distribution est donnée par la 

relation suivante :  









 ii VW

W
VP

2

11
)(                                                       (II.9) 

Où,   est la fonction de Heaviside et W est l’intensité des fluctuations énergétiques. 

Le model d’Anderson conduit à comprendre la localisation de l’onde à une ou deux dimensions. 

Dans les systèmes unidimensionnel ou bidimensionnel, les fonctions d’onde sont localisées pour 

toutes les valeurs VW /  et pour toutes les énergies proches du bord de bande. D’autre part, le 

model d’Anderson à tridimensionnel présente une transition de phase entre le régime diffusif et 

localisé, introduisant une énergie critique cE et un désordre critique cW  , qui séparent entre les 

deux régimes. En fait, la localisation et la diffusion peuvent être considérées comme des régimes 

isolant et métallique, respectivement. Dans ce contexte, l'énergie des atomes froids peut déterminer 

l'état de la transition, métal ou isolant, des atomes froids dans un milieu désordonné.  

 Dans le cas de régime isolant, l'énergie des atomes doit être inférieure à l'énergie critique 

cEE  et les atomes froids seront dans un état de la localisation.  

 Dans le cas de régime métallique, l'énergie des atomes doit être supérieure à l'énergie 

critique cEE  et les atomes froids seront dans un état de diffusion [Her-20].  

Le model d’Anderson est liée au concept de front de mobilité afin d’illustrer les états localisé et 

étendu. En fait, l’état localisé est obtenu lorsque l’énergie de l’atome est comprise entre cE et 'c
E   
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),( ' cc EEEE  . D’autre part, l’état étendu est obtenu lorsque l’énergie de l’atome est confinée 

entre cE et 'cE  'cc EEE  [Kun-83, Pir-12], comme l’illustre la Figure (II.5). 

À partir de la longueur de la localisation d'Anderson, les exposants critiques peut déterminer la 

transition d'Anderson, comme le montre l’équation (II.10) 

       )( cloc WWL                                               (II.10) 

Avec,  represente l’exposant critique. 

Comme un résumé de l’étude théorique du model d’Anderson, on peut conclure que le degré du 

désordreW , l’énergie de l’onde E et la dimension du système désordonné d  peuvent déterminer 

l’état et le régime du système désordonné.   

 
Figure II.5. Front de mobilité du model d’Anderson selon la densité d’état [All-15] 

II.4. Critère de localisation  

L’étude du phénomène de localisation par le modèle d'Anderson est très complexe. Il est donc 

nécessaire de générer des critères pour obtenir une image simple sur la localisation. 

II.4.1. Critère d’Ioffe-Regel 

Dans un milieu désordonné à 3D, le critère d’Ioffe-Regel est communément considéré comme 

nécessaire afin d’obtenir des effets prépondérants des interférences. Ce critère stipule que la 

longueur d’onde doit être supérieure au libre parcours moyen. Ce critère sera détaillé dans la suite 

de la thèse[Bel-16].  

                                                                               l2                                                                 (II.11) 

II.4.2. Critère de Thouless 

Le critère de Thouless est utilisé afin d’étudier la propagation des ondes dans un régime étendu. Il 

peut être appliqué sur la propagation de l’onde, le critère de Thouless peut être appliqué lorsque la 

taille du système désordonné L  doit être supérieure au libre parcours moyen l . Dans un régime 
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étendu, le temps nécessaire à une onde pour se propager dans un milieu désordonné peut être 

calculé à travers la relation suivante :  

DLtD /2
                                                         

 (II.12) 

Avec D  est le coefficient de diffusion.  

A base de critère de Thouless, la longueur typique des états propres du système est définie par 

l’énergie de Thouless comme suit : 

2/ LDE                                                            (II.13) 

L’état du système désordonné peut être connu à travers le coefficient du critère de Thouless, qui est 

appelé la conductance g .  Ce coefficient est le rapport entre l’énergie de Thouless E et l’écart 

moyen entre les niveaux E , qui est défini en fonction de la densité )(E  [Ski-10 , All-15 ], 

comme indiqué dans l’équation (II.14).  

dLE
E

)(

1


                                                 

 (II.14) 

Par conséquent, la conductance g est définie comme suit :  

2)()( 


 dLEDE
E

E
g 


                                     (II.15) 

Le régime du système désordonné peut être classifié entre trois selon les valeurs de la conductance, 

telle que :  

 Si la conductance est supérieure à 1,
 

1g : Le système désordonné a un régime diffusif 

non localisé ; 

 Si la conductance est inférieur à 1,
 

1g : Le système désordonné a un régime localisé non 

diffusé; 

 Si la conductance est proche de 1, 1 cstg
 
: Le système désordonné a un régime localisé 

pour un milieu désordonné fini.                                                                                                                                                    

II.5. Théorie d’échelle 

La théorie d’échelle est aussi appliquée afin d’étudier un système désordonné de régime étendu. 

Cette théorie permet d’exprimer la conductance en fonction de la taille du système désordonné. La 

théorie d’échelle est considérée que la conductance est une mesure de désordre effectif  lorsque 

l’échelle du système est modifiée [Pfe-12, Ski-10, All-15]. 

A base de la théorie d’échelle, la conductance à deux comportements:  
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 Dans un système de faible désordre, les fonctions d'onde des électrons sont des ondes 

étendues. Par conséquent, la conductance peut être exprimée en fonction de la conductivité 

  et la taille du système désordonné L  comme suit : 

2)(  dLLg                                                    (II.16) 

La remarque extraite de l’équation (II.16),  qu’en la dimension du système égale à 3 (

 3d , la conductance est directement proportionnelle avec la taille du système, et 

inversement proportionnelle  avec la taille du système si la dimension du système est 

inférieure à 2.  

 Dans un système de fort désordre, la longueur de localisation devient faible devant la 

longueur du système )( LLloc   et la conductance diminue exponentiellement, comme 

indique l’équation (II.17)  

                                 









locL

L
Lg exp)(                                                (II.17) 

La fonction d’échelle )(gB de cette théorie est définie en fonction de la conductance et de la taille 

du système comme suit:   

                                          
)ln(

)ln(
)(

Ld

gd
gB                                                    (II.16)  

Figure II.6 illustre les courbes de la fonction d'échelle )(gB en fonction de )ln(g dans les trois 

dimensions. Ces courbes montrent les deux régions asymptotiques définies par les valeurs de la 

conductance g , qui sont : 

 Région de forte conductance : cette région est obtenue lorsque la conductance est 

largement supérieure à la conductance critique )( cgg  . Dans ce cas, la limite de la 

fonction d’échelle est donnée par la relation suivante : 

2)(lim  dgBg                                           (II.17) 

Pour un système à deux dimension ( 2d ), la fonction d’échelle tend vers zéro. Par 

conséquent, la conductance est indépendante de la taille du système.   

 Région de faible conductance : cette région est obtenue lorsque la conductance est 

largement inférieure à la conductance critique )( cgg  . Dans ce cas, la conductance 

décroît exponentiellement et la localisation de l’onde dans le système désordonné 

augmente. Par conséquent, la limite de la fonction d’échelle est donnée par la relation 

suivante :  

)/ln()(lim cg gggB                                         (II.18) 

A travers les courbes obtenues dans la Figure II.6, on peut conclure les résultats suivants :  
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 Quand la fonction d’échelle est positive 0)( gB , la conductance augmente avec la taille 

du système et le régime devient métallique ; 

  Quand la fonction d’échelle est négative 0)( gB , la conductance diminue avec la taille 

du système et le régime devient isolant ; 

 Quand la fonction d’échelle est nulle 0)( gB , la transition métal-isolant est apparue.  

 
 
 

 
 

Figure II.6. Fonction d’échelle en fonction de )ln(g dans les trois dimensions [Pfe-12] 

Le tableau ci-dessous illustre les différents d’état électronique de l’onde pour les trois dimensions, 

en présentant la nature de la fonction d’onde pour chaque dimension.  

Table II.1. Différents d’état électronique de l’onde [All-15] 

Dimension État localisé Etat étendu Nature de la fonction 

d’onde 

1 Oui Non 











cL

L
L exp)(  

2 Oui Non 

 









cL

L
L exp)(  

3 Oui Oui aFLL )(  

Où 











cL

L
L exp)(  

 

 

1  

1  

)(g  

)ln(g  

)ln( *g  

1d  

2d  

3d  
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Après avoir présenté la localisation d'Anderson en général, les sections suivantes détaillent la 

localisation d'Anderson des ondes de matière dans le désordre.    

II.6.  Localisation des atomes froids  

Cette partie débute en abordant la localisation de l'onde plane dans un milieu désordonné 

unidimensionnel (1D). Ensuite, nous nous tournons vers l'exposition de la théorie de 

localisation d'Anderson appliquée au condensat de Bose-Einstein, en fournissant une 

analyse détaillée du potentiel désordonné qui repose sur un champ de speckle en trois 

dimensions [Jen-12] 

II.6.1. Localisation de l’onde plane dans un faible désordre 

Cette partie est consacrée à étudier la propagation de l’onde plane de vecteur d’onde k et de 

l’énergie mk 2/22  dans un potentiel désordonné )(rV . Le potentiel désordonné constitué de 

barrières de potentiel désordonné réparties spatialement et d’amplitudes aléatoires rV , qui se 

caractérise par une longueur d’une variation spatiale z , comme l’illustre la Figure II.9. Cette 

échelle de la variation spatiale z est faible devant la longueur d’onde
k

k




2
 . La localisation de 

l’onde k  dans un potentiel désordonné a une amplitude de désordre rV , qui est faible devant 

l’énergie de l’onde plane kE  )( kr EV  . Par conséquent, l’onde subite des multi réflexions 

quantique à la barrière de potentiel. À cet effet, la localisation de l’onde dans le potentiel créée des 

interférences destructives entre toutes ces réflexions, qui sont aléatoires induisant une diminution 

de l’amplitude, jusqu’à leur annulation, et conduisant à établir la localisation de l’onde k . En effet, 

la fonction d’onde de l’onde localisée décroit exponentiellement dans le potentiel désordonné )(rV . 

Cette décroissance a une longueur de localisation )(kLloc , qui est grande devant la variation spatiale

z . La décroissance de l’onde localisée est décrite à l’aide de l’exposant de Lyapounov comme 

suit: 

z

zr

kL
k z

loc

))(log(
lim

)(

1
)(                                      (II.19) 

L’équation de Lyapounov, définie dans l’équation (II.19), est égale à l’inverse de la longueur de 

localisation locL . Avec, )(zr représente l’enveloppe de la fonction d’onde localisée [Bill-08, Mod-

10, Cro-11].  
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Figure II.7. Localisation de l’onde en présence de  faible désordre [Bil-10] 

 

L'équation de Schrödinger peut être exprimée en fonction du potentiel désordonné, de l’énergie de 

l’onde et de la fonction d’onde comme suit : 

)()()(
2

2
2

zEzzV
m

kkkz  









                                    (II.20) 

L'équation de Schrödinger, définie dans (II.20), est résolue par un traitement de perturbation appelé 

approximation de Born, qui permet de calculer explicitement l'exposant Lyapounov )(k . Par 

conséquent, l'exposant Lyapounov, définie dans l’équation (II.19), est réécrit par l’équation 

suivante :  

                   )2(
2

2
)(

24

2

kC
k

m
k




                                           (II.21) 

Où, )(k est proportionnel à la densité spectrale )2( kC  du désordre et à la fréquence spatiale k2 . A 

partir de l’équation de l'exposant Lyapounov, l’onde plane k  devient localisée par le désordre 

quand la condition de Bragg dans le désordre kkdesordre 2 est vérifiée. D’autre part, l’onde devient 

très faiblement diffusée par le désordre et la longueur de localisation tend vers l’infini quand 

l'exposant Lyapounov est nulle [Ski-10, Ger-88]. 

La partie  suivante  présentera le cas particulier de la propagation des ondes de matière dans un 

système désordonné basé sur le champ de speckle.  

II.6.2. Localisation de condensat dans un champ de speckle  

Expérimentalement, le condensat est la superposition des ondes planes caractérisées par une 

distribution )(kD , qui sont indépendantes entre elles et se propagent librement. Dans cette partie, 

nous tentons de décrire la localisation d'Anderson d’une onde de matière, qui est générée par un 

condensat en expansion, en présence d’un désordre basé sur un champ de speckle. Le champ de 

speckle a une faible d’amplitude de désordre rV afin d’éviter tout piégeage classique entre deux 

barrières élevées du désordre. 
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Initialement, le condensat est en équilibre thermodynamique de fréquence longitudinale  dans le 

potentiel harmonique, qui se dilate en présence du potentiel désordonné à l’instant 0t . 

L’expansion du condensat dans le désordre est dévissée en deux phases, qui sont :  

 La première phase est établie lorsque l’inverse de la fréquence longitudinale du condensat 

  est supérieur ou égale au temps de l’expansion du condensat dans un désordre t


1
. 

Dans cette phase, les interactions répulsives entre les atomes dominent l'expansion du 

condensat, et l’énergie d’interaction transforme en énergie cinétique. Par conséquent, il est 

possible de décrire le condensat comme la superposition des ondes planes ; 

  La deuxième phase est établie lorsque la superposition des ondes planes est diffusée à 

travers un désordre de faible amplitude. Chaque onde diffusée k dans le désordre est 

localisée et a une longueur de localisation locL . Le profil de densité de l’onde de matière, 

crée par le condensat, est donné par la superposition des ondes localisées k comme suit :   

2

0

2
)()(2)()( zkdkDzzn k 



                                   (II.22) 

Où, ... représente la moyenne des différentes réalisations dans le potentiel désordonné ; )(kD est la 

distribution de superposition de l’onde plane en expansion ; )(zk représente le profil de densité de 

l’onde localisée.  

La distribution d'onde du condensat en expansion )(kD est initialement obtenue dans le régime de 

Thomas-Fermi, qui a une forme de parabole inversée, comme le montre la Figure II.8. Cette 

distribution est caractérisée par le nombre d'onde maximal maxk et est définie par la relation 

suivante : 

























max
2
max

2

max

11
4

3
)(

k

k

k

k

k

N
kD                                   (II.23) 

Avec, N est le nombre des atomes dans le condensat et maxk est le nombre d’onde maximal. 

L’énergie cinétique de l’onde de matière peut être exprimée en fonction du nombre d’onde et du 

potentiel chimique  . Par conséquent, l’énergie cinétique maximale de l’onde peut être définie 

comme suit ;  

 
inc

m

k
E 2

2

2

maxmax 


                                              (II.24) 

Où, in représente la valeur du potentiel initial. 
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Il est nécessaire de connaître la fonction d'onde de chaque onde localisée pour établir le profil de 

l'onde de matière localisée en présence de désordre.  La fonction d’onde localisée k  est décroit 

exponentiellement en fonction de la longueur de localisation locL . La longueur de la localisation est 

exprimée en fonction du nombre d’onde maximal comme suit :  













c

r

c
loc

k

k
Vm

kk
kL

max22

2
max

4

max

1

2
)(




                                         (II.25) 

La  localisation de l’onde de matière créée par un condensat en présence de désordre basé sur le 

champ de speckle ayant une distribution spatiale )2( kC  d’un nombre d’onde critique zkc  / . 

Dans ce contexte, l’onde localisée dans le champ de speckle est caractérisée par une amplitude de 

faible désordre devant l’énergie cinétique et le potentiel chimique. La condition, définie dans 

l’équation (II.26), est vérifiée pour toute onde localisée dans le potentiel désordonné basé sur le 

champ de speckle, qui a des grandes variations spatiales z de l’ordre m .  

ckk max                                                     (II.26) 

Finalement, locL , maxk , ck et rV sont des clés afin de réaliser la localisation de l’onde de matière 

dans un champ de speckle. 

 

 

 
 

Figure II.8. Localisation exponentielle d’un condensat en expansion dans un désordre créé à 

partir de speckle ckk max  [Bil-10]
 
 

 

La première partie précédente est reposée sur la localisation des ondes planes dans un potentiel 

désordonné caractérisée par des changements spatiales. La partie suivante est consacrée afin de 

montrer les conditions de la localisation des ondes de matière créée par le condensat dans le 

désordre. Dans la partie suivante, la réalisation d’un désordre basé sur un champ de speckle sera 

détaillée [Sal-14, All-15, Bill-08] .  

 

ck  maxk  0  

1  

)(kD  

)2( kC  

k  

Régime de localisation d’Anderson 



Chapitre II.....…………………….. ……   Localisation d’Anderson des atomes froids en expansion optique  
 

47 
 

II.7.  Réalisation d’un désordre basée sur un champ de speckle 

Les expériences réalisées illustrent que le champ de speckle a créé un désordre. Ce désordre résulte 

de la diffusion d'un faisceau laser cohérent à travers une surface rugueuse introduisant une 

répartition spatiale aléatoire d'intensité. En effet, la diffusion se produit à la fois en réflexion et en 

transmission. La base des expériences réalisées sont le dispositif de diffusion en transmission, 

comme l’illustre la Figure II.9. La transmission en amplitude de l’onde diffusée dans le speckle est 

définie comme suit:  

))(exp()( xixt diffdiff                                            (II.27) 

La  transmission de l’onde diffusée à travers le dispositif de diffusion change la phase de l’onde 

incidente d’amplitude 0A . Par conséquent, l’amplitude de l’onde incidente après la diffusion 

devient comme suit:  

)())(exp( 000 xtAxiAA diffdiff                                (II.28) 

La phase de l’onde diffusée )(xdiff est proportionnelle à l’épaisseur locale de diffuseur, et est 

définie par la relation suivante : 

)()1(
2

)( xenxdiff 



                                         (II.29) 

Avec, n  l’indice de réfraction du matériau. 

Le faisceau laser est diffracté lorsqu'il traverse un verre dépoli d’une épaisseur aléatoire résultant 

un grand nombre des éléments diffusants, qui est du à l'effet du champ laser incident, et 

transmettant des ondes déphasées de manière aléatoire. Les ondes diffusées ont établi des 

interférences constrictives ou destructives suivant le point du champ de speckle M , qui est la place 

de la répartition spatialement aléatoire d’intensité. L’onde incidente de faisceau laser choisie est 

désaccordée dans le bleu de la raie 2D du Rubidium 87 de longueur d’onde nm514 .  

Le dépoli a été utilisé afin de réaliser le champ de speckle, qui est caractérisé par un rayon de 

corrélation du diffuseur cr  et une épaisseur aléatoire )(xe  . Les diffuseurs dans le dépoli sont 

indépendants et sont diffractés dans un cône d’angle cr/   résultant une distribution 

spatialement aléatoire d'intensité sur la taille de f   suivant le plan focal de la lentille. 

Ce potentiel désordonné a ressenti par les atomes constituant des barrières d’amplitude variable. Le 

champ de speckle est obtenu dans le  régime de diffraction Fraunhofer suivant le plan focal d’une 

lentille convergente de focale f . En effet, les grains de speckle sont formés à travers l’ouverture 

numérique ON  illustrée sur la Figure II. 9, où fDON 2/ .  
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Suivant le plan focal, la superposition des taches d’intensité produit l’enveloppe de la répartition 

totale de l’intensité. À l'intérieur de cette enveloppe se trouve des grains de speckle z de taille 

ON2/ . L’amplitude des champs liminaux diffractés est obtenue à travers la transformation de 

Fourier de  l’amplitude de l’onde incidente après la diffusion définie dans l’équation (II.28). Par 

conséquent, l’amplitude de l’onde difractée dans le speckle en un point M  donné dans le plan 

focal est exprimée par la relation suivante :  



diff

diff dxx
D

M
ixtAMA )2exp()()( 0


                                    (II.30) 

Avec,   représente la longueur d’onde. 

Au final, le champ de speckle est un milieu aléatoire réparti uniformément. Par conséquent, 

l’amplitude de l’onde diffusée en un point donné dans le dépoli a une même amplitude avec l’onde 

difractée totale dans le speckle.  A cette fin, l’équation de l’amplitude de l’onde difractée, définie 

dans l’équation (II.30), peut être exprimée sous la forme d’une somme discrète comme suit :  





N

n

nie
N

A
A

1

0                                                 (II.31) 

Avec, N  est le nombre de diffuseurs et est égal à crDN / . Où, D est la distance entre le dépoli et 

le speckle [kai-20, Ber-19, Les-16, Cle-07]. 

 
Figure II.9. Représentation graphique de speckle [Clé-07] 

II.7.1. Répartition de l'intensité 

D’après l’équation de l’amplitude diffractée en point M , définie dans l’équation (II.31), et en 

appliquant le théorème de la limite centrale, on déduit que la loi de probabilité de l’amplitude est 

gaussienne. L’intensité de l’onde diffractée par le dipôle est donnée par la relation suivante:  
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2
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diffraction  - « speckle » 
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2
AI                                                          (II.32) 

La distribution spatiale de l’intensité de l’onde diffractée a une  forme exponentielle et est définie 

comme suit:  

I

I

e
I

IP



1

)(                                               (II.33) 

Où I  représente  l’intensité moyenne au sens statistique.  

II.7.2.  Rugosité du champ de speckle  

Le champ de speckle d'amplitude )(MA associé au corps diffusant rugueux, qui a deux types de 

rugosité :  

 Rugosité forte : Pour ce type de rugosité, la variation de l’épaisseur du verre dépoli )(xe  

est importante  afin d’introduire le déphasage au niveau des diffuseurs et de détruire la 

phase du champ incident. Dans ce cas, la condition de l’écart-type de la distribution de 

phase, définie dans l’équation (II.34), doit être vérifiée. L’équation (II.34) implique que 

l’amplitude du champ de speckle est nulle en moyenne 0)( MA . Par conséquent, le 

champ de speckle est pleinement développé, qui compose des grains d’éclairement 

aléatoire
2

)()( MAME  . 

         



  )()1(

2
endiff                                           (II.34)                                                         

Où, )(e représente l’écart-type de la distribution d’épaisseur.  

 Rugosité faible : Pour ce type de rugosité : la variation de l’épaisseur du verre dépoli )(xe  

est faible et la phase du champ incident ne peut pas être détruite car le déphasage aléatoire 

introduit est insuffisant. Dans ce cas, la condition de l’écart-type de la distribution de 

phase, définie dans l’équation (II.35), doit être vérifiée.  L’équation (II.35) implique que 

l’amplitude du champ de speckle est non nulle en moyenne 0)( MA . Par conséquent, le 

nombre de diffraction obtenu en l'absence de diffuseurs donne une partie facilement 

reconnaissable et une partie aléatoire de type speckle [Gaz-80, Tri-77, Ber-08, Men-77]. 

     



  )()1(

2
endiff                                          (II.35) 

II.7.3. Propriété statistique du champ de speckle 

Le champ de speckle a des propriétés spatiales, qui sont: 

 Fonction d’auto-corrélation en amplitude: Cette fonction est définie comme suit : 
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)()()(, xMAMAxC specklespecklespeckleA                                      (II.36) 

 Répartition d’intensité  spatiale: La répartition d’intensité spatiale du champ de speckle est 

définie par l’équation (II.37). Avec, )( xCdiff  est la fonction de corrélation spatiale du 

diffuseur, comme s’exprimée dans l’équation (II.37).  

 













2
)(()()(

)()(

xexxexexC

xCTFME

diff

D

x
Udiffdiff




                                    (II.37) 

 Fonction d’auto-corrélation en intensité: La fonction d’auto-corrélation en  intensité est 

définie dans l’équation (II.38), qui est liée à celle de l’amplitude en point M donné par le 

théorème de Wick, comme l’indique l’équation (II.39).  

xMEMExC specklespeckleE   ()()(,                                  (II.38) 

2
,

2

, )()( xCExC speckleEspeckleE                                      (II.39) 

 Fonction de corrélation de l’intensité: Dans le plan de focal, la fonction de corrélation en 

intensité du champ de speckle en point M donné est définie par la relation suivante : 

2
)()()()( MExEMExC specklespecklespeckleI                       (II.40) 

 Distribution en fréquence spatiale : La distribution en fréquence spatiale du champ de 

speckle est la densité spectrale de puissance, qui peut être calculée à travers la 

transformation de Fourier de la fonction de corrélation de l’intensité définie dans l’équation 

(II.40). La distribution en fréquence spatiale du champ de speckle est définie par l’équation 

(II.41). Avec,   est la fonction de Heaviside [Pie-03, Car-08, Ric-93].   
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
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1
)2(

2 
                                 (II.41) 

II.7.4. Dimension du grain du champ de speckle  

La limite de diffraction de l'ouverture numérique ON apportée par l'éclairement dans le plan du 

diffuseur correspond aux dimensions du grain de speckle.  Dans le plan de focal, on considère le 

cas d’un champ de speckle éclairé uniformément sur une ouverture de longueur zD  et de largeur 

rectangulaire xD , comme le montre la Figure II.10. A cette fin, la fonction de corrélation de 

l’intensité, définie dans l’équation (II.40)[ Tri-77, Ber-08, Ric-93]devient comme suit:   
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En utilisant la fonction de corrélation définie dans l’équation (II.42),  les tailles transversales d’un 

grain de speckle, x et z , peut-être s’exprimées comme suit :  

















z

z

x

x

D

f

D

f





                                                     (II.43) 

 

 
 

Figure II.10. Dimension du grain du champ de speckle à base de la fonction d’auto-corrélation 

[Les-16] 

II.8. Conclusion  

Ce chapitre se concentre sur la compréhension de la propagation des ondes dans un milieu 

désordonné. Il débute en introduisant diverses échelles spatiales telles que le libre parcours moyen, 

la taille du système, la longueur d'onde et la longueur de localisation. Ces paramètres sont 

essentiels pour évaluer la propagation des ondes dans un milieu constitué d'éléments répartis de 

manière aléatoire. En utilisant ces échelles, on peut identifier les différents régimes de propagation 

des ondes dans le milieu désordonné. Cette analyse spatiale permet de mieux apprendre comment 

les ondes interagissent avec le désordre. 

Puis nous avons abordé la diffusion des ondes dans un milieu désordonné, en examinant différents 

types de diffusion tels que la diffusion simple et la diffusion multiple. Une attention particulière a 

été accordée aux interférences entre les chemins de diffusion dans le cas de la diffusion multiple. 

La présence de ces interférences dans un milieu désordonné peut donner lieu à des phénomènes 

significatifs tels que la rétrodiffusion et la localisation. 

Enfin, une attention particulière est accordée à la localisation des atomes froids dans un champ 

optique et à la mise en œuvre d'un champ de speckle. La création du speckle repose d'un côté sur 

l'utilisation d'un dispositif de transmission de l'onde incidente et d'un verre dépoli pour diffuser 

cette onde. À travers une ouverture numérique dans le dépoli, des grains de speckle se forment dans 

  )()( ZZVZV   
Z  
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le plan focal. D'un autre côté, il a été observé que la localisation des atomes froids en présence d'un 

champ de speckle résulte en une distribution spatiale caractérisée par un nombre d'onde critique. 

Cette localisation est intrinsèquement liée aux paramètres physiques qui définissent le potentiel 

désordonné. 
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III.1. Introduction  

La self-énergie est une fonction complexe qui découle de la fonction de Green et de la 

transformation de Fourier de la fonction de corrélation. Son calcul repose sur l'approximation de 

Born au premier ordre (FBA) et l'approximation self-consistante (SCBA). L'étude du transport des 

atomes froids dans le champ de speckle, à travers ces deux approximations, implique l'analyse des 

paramètres clés du phénomène de transport tels que l'amplitude du désordre, la longueur de 

corrélation, le nombre d'onde et l'énergie de l'onde de matière. Ces paramètres influent 

significativement sur le comportement des atomes froids lors de la diffusion multiple d’après la 

littérature [Yed-10, Yed-17]. 

La relation entre la partie imaginaire de la self-énergie et la fonction de Green donne naissance à 

une nouvelle entité appelée la fonction spectrale. Nous avons l'intention d'exploiter cette fonction 

spectrale pour enrichir notre analyse du transport quantique des atomes froids dans le champ de 

speckle. Dans ce contexte, les approches analytiques et numériques des différentes approximations 

s'avèrent insuffisantes pour caractériser la transition du régime localisé au régime diffusif. En fin , 

nous nous orientons notre étude vers la fonction spectrale afin de justifier les résultats issus de la 

self-énergie dans les deux approximations FBA et SCBA. Ces résultats seront ensuite utilisés pour 

examiner les paramètres critiques lors de la transition.  

Ce chapitre présente nos calculs numériques de la self-énergie, comprenant ses parties réelles et 

imaginaires, ainsi que leurs dérivées à partir de l'approximation de Born. Par la suite, nous 

cherchons la fonction spectrale afin d'évaluer l'impact du désordre sur la propagation des 

condensats de Bose-Einstein. Une comparaison approfondie de nos résultats numériques est 

réalisée entre l'approximation de premier ordre et l'approximation self-consistante, mettant en cause 

leurs implications sur la localisation des condensats. 

III.2. Équation de Lippmann – Schwinger 

L’équation différentielle de Schrödinger est une équation de base afin d’étudier le transport 

quantique des atomes froids, qui est liée avec l’Hamiltonien H  et le potentiel désordonné V  par la 

relation suivante: 




)( 0 VHH
t

i 



                                               (III.1) 

Avec, 0H est l'Hamiltonien libre définie par : 22
0 )2/(  mH   

; V est le potentiel désordonné, 

qui représente l’énergie d’interaction du système.  

L’état propre de l'Hamiltonien libre 0H  est défini comme suit :  

 EH 0                                                         (III.2) 
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Avec, E représente les valeurs propres d’énergie de l'Hamiltonien.  

L’équation de Schrödinger doit être résolue avec des conditions initiales ou aux limites pour le 

problème physique donné. Comme l’équation  de  Schrödinger est  une équation différentielle 

complexe et ses conditions initiales sont inconnues, elle sera remplacée par une autre équation, qui 

peut nous aider dans notre étude. L'équation de Lippmann-Schwinger est équivalente et souvent 

plus pratique que l'équation de Schrödinger, que nous pouvons l’utiliser afin d’étudier le transport 

quantique des atomes froids parce qu’elle a des conditions aux limites typiques liées aux problèmes 

de diffusion. La forme générale de l’équation de Lippmann – Schwinger  est exprimée en deux 

équations, l’un a une signe positive (+) et l’autre a une signe négative (-), comme l’indique 

l’équation (III.3).  

)(

0

)(
1




 


 V

iHE
                                        (III.3) 

Avec, 0H est l’Hamiltonian, qui décrit la situation du système désordonné dans lequel les 

diffuseurs sont infiniment éloignés et n'ont pas des interactions entre eux.   est le vecteur propre 

et a une valeur propre de leur énergie propre E [Bad-13, All-15, Bur-04, Kat-87, Muk-81]. 

La solution de l’équation de Schrödinger a été écrite par l’équation de Lippmann – Schwinger, 

comme l’indique l’équation (III.4), considérant que les valeurs propres d'énergie de l'Hamiltonien 

changent constamment avec des changements continus de l'Hamiltonien.    

 V
HE 0

1


                                                  (III.4) 

L’évolution de l’état )(t en fonction de temps t  est décrite par l’opérateur unitaire d’évolution 

)(tU comme suit :  

                 )0()0()()( 0
ˆ

0  tHietUt                                            (III.6) 

Où, )0(0  représente l’état initiale de la fonction d’onde  à 0t .  

L’évolution spatiale de l’état   à l’instant t , définie dans l’équation (III.7), est donnée par la 

projection de l’évolution temporelle sur r . 

)()()(),( 0
/)0(ˆ terttrtr ttH                                 (III.7) 

En introduisant le calcul intégral dans l’équation (III.7), l’équation de l’évolution spatiale devient 

comme suit : 

)()( 0
/)0(ˆ trrerdrtr ii

ttHi
i                                  (III.8) 



Chapitre III..... ………………………………………………..Transport des atomes froid dans le champ de speckle à 3D 

 
 

57 
 

Avec, 1 iii rrdr .
 

III.3. Fonction de Green  

La fonction de Green est une solution élémentaire, qui permet de résoudre les équations 

différentielles, telle que l’équation de Schrödinger, et des équations liées aux dérivées partielles à 

des coefficients constantes. Dans notre étude, nous utilisons la fonction de Green pour analyser le 

problème du transport quantique des atomes froids dans un champ du speckle. En utilisant les 

représentations temporelle et spatiale de l’état  , la  fonction de Green peut  être définie comme 

suit  [All-15, Fug-75, Dec-80]:   

                    )0(*/)0(ˆ )()(),( ttni
ininni

ttHi
i errrertrrG                            (III.9) 

Où, n , n  représentent les valeurs et les vecteurs propres,  respectivement.  

La fonction de Green est décrite l’évolution de l’état ir au temps initial 0t  à l’état r au temps t , 

qui est  donnée par la formule suivante : 

 











)0(ˆ

)0(ˆ

)()(ˆ

)()(ˆ

ttHiA

ttHiR

etitG

etitG





                                               (III.10) 

Avec, )(ˆ tG R et )(ˆ tG A  représentent les opérateurs des fonctions de Green retardée et avancée, 

respectivement. Ces fonctions sont représentées dans la Figure (III.1).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.1. Représentation de la fonction de Green  retardée et avancée [All-15] 

L’évolution spatiale des fonctions de Green retardée et avancée est définie par les relations 

suivantes: 





















)0(*)0(ˆ

)0(*)0(ˆ

)()()()(),,(

)()()()(),,(

ttni
ni

n

ni
ttHi

i
A

ttni
ni

n

ni
ttHi

i
R

errtirertitrrG

errtirertitrrG









                   (III.11) 
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En utilisant la transformation de fourrier sur les fonctions de Green retardée et avancée, l’équation 

(III.11) devient comme suit :  

),,(),,( ,, trrGdterrG i
ARti

i
AR 





                                     (III.12) 

En calculant l'intégrale de l'équation (III.12) et en ajoutant la partie imaginaire à l’énergie )0( i , 

les fonctions de Green résultantes deviennent comme suit : 





n n

inin
i

AR

i

rr
rrG

0

)()(
),,(

*

,




                                      (III.13) 

Le résultat obtenu dans l'équation (III.13) permet de définir les opérateurs de Green 
ARG ,

0
ˆ  et ARG ,ˆ

associés aux Hamiltoniens 0H  et H , respectivement. Ces opérateurs de Green sont définis comme 

suit : 



















ioH
G

ioH
G

AR

AR







1
)(ˆ

1
)(ˆ

,

0

,

0

                                                    (III.14) 

La représentation spatiale de l’opérateur de Green ARG ,ˆ  est :  

)(),,(ˆ)0( ii rrrrGiH                                            (III.15) 

La relation entre l’opérateur Ĝ  et 0Ĝ
 
peut être exprimée comme suit :  

),,()(),,(),,(),,( 00  rrGrVrrGrrGrrG iiii                           (III.16) 

La relation entre les fonctions de Green, avancée et retardée, basée sur l’énergie de l’atome  et le 

temps t peut être donnée par les relations définies dans l’équation (III.17).  









*

*

),,(),,(

),,(),,(

trrGtrrG

rrGrrG

i
R

i
A

i
R

i
A 

                                           (III.17) 

Où, * le complexe conjugué. 

III.3.1. Fonction de Green libre 

En supposant que le désordre est absent, dans ce cas, il s'agit d'un Hamiltonien H diagonal et la 

fonction de Green libre 0Ĝ s’écrit comme suit:  

 ik
G




)(

1ˆ
0                                                 (III.18) 
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Avec,
 mkk 2/)( 2  ,  représente un nombre infinitésimal. 

Dans un milieu à trois dimensions, la fonction de Green libre est définie en fonction des positions 

de diffuseurs ),( irr et de l’énergie de l’atome   comme suit :  

    


ikk
edk

m
rrG irrik

i


  2'2

)(''
30

1

2

2
),,(ˆ                              (III.19) 

En supposant que irrR  et en introduisant les bornes d’intégration de zéro jusqu’à l’infini, 

l’intégrale de l’équation (III.19) devient comme suit : 




ikk

ee

Rik
dkk

m
rrG

RikRik

i








 22

''

0

2

20
''

1
''

)2(

2
),,(ˆ                            (III.20) 

 

En introduisant les bornes d’intégration de moins l’infini jusqu’à plus l’infini, l’intégrale sur 'k

s’écrit comme suit:  

)')('(

'
'

2

2
),,(ˆ

'

20



ikkikk

ek
dk

Ri

m
rrG

Rik

i


 





                       (III.21) 

L’intégrale de l’équation (III.21) est calculée à travers la méthode de résidus et la fonction de 

Green libre s’exprime comme suit :  

 R

em
rrG

ikR

i







2

),,(ˆ
0                                            (III.22) 

Avec, mk 2 .    

La solution de l’équation différentielle de Schrödinger, définie dans l’équation (III.4),  peut être 

définie en fonction de la position de diffuseur r  comme suit : 

)()(),(')()( 1110 rrVrrGdrrr                                      (III.23) 

Afin d’éviter le calcul d’intégral dans l’équation (III.16), la relation entre les opérateurs Ĝ  et 0Ĝ  

peut être définie à base de la fonction de Green libre 0Ĝ  obtenue dans l’équation (III.22) comme 

suit :  

000
ˆˆˆˆ GVGGG                                                  (III.24) 

La relation obtenue dans l’équation (III.24) peut être utilisée afin d’étudier la diffusion simple et 

sera reformulée pour étudier la diffusion multiple de l’onde dans un champ du speckle à trois 

dimensions [All-15].   
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III.4. Matrice de diffusion  

Afin d’exprimer la solution de Schrödinger en fonction de trois positions de diffuseurs  21 ,, rrr , la 

fonction d’onde obtenue dans l’équation (III. 23) devient comme suit : 

)(),(),()()( 221102 rrrtrrGdrdrrr                               (III.25) 

La matrice de diffusion )(rt est obtenue à travers le développement en série de Taylor de l’équation 

(III.25), et s’exprime comme suit:  

  )(),()(),()()(),()()()()( 112022021101 rVrrGrVrrGrVdrrVrrGrVrrrVrt       (III.26)                                                                 

La matrice de diffusion )(rt définie dans l'équation (III.26) peut être réécrite afin d’étudier la 

diffusion simple de l’onde dans un champ du speckle, comme l’indique l’équation (III.27). 

VGVVt ˆˆˆˆˆ
0                                                  (III.27) 

La moyenne de l’opérateur t̂  est définie par la relation suivante:  





NN

ji

ji

N

i

i tGttt
,

0
ˆˆˆˆˆ                                           (III.28) 

La relation entre les opérateurs de la fonction de Green Ĝ , de la fonction de Green libre 0Ĝ  et de la 

matrice de diffusion t̂ s’exprime comme suit [Yed-10, Yed-17, Yed-11]:  

00
ˆˆˆˆ GtGG                                                           (III.29) 

III.5. Diffusion multiple  

L’étude théorique du transport quantique des atomes froids montre que la diffusion multiple de 

l’onde dans un champ du speckle à trois dimensions est liée avec le libre parcours moyen, c’est-à-

dire, la diffusion multiple a une relation avec la position de diffuseurs.  Par conséquent, le 

développement de l’équation de la diffusion multiple est basé sur les opérateurs de la fonction de 

Green. L’équation (III.24) montre la relation entre les opérateurs de la fonction de Green dans la 

diffusion simple et dans la diffusion multiple, qui est connue par l’équation de Dyson, peut être 

définie comme suit :   

...ˆˆˆˆˆˆˆ
000000  GVGVGGVGGG                                    (III.30) 

La représentation spatiale de l’opérateur Ĝ  pour N diffuseurs est exprimée de la forme suivante :  

...),()(),()(),(

),()(),()(),(),(),(

120221011021

1011011101101








rrGrVrrGrVrrGdrdr

rrGrVrrGdrrVrrGdrrrGrrG
                 (III.31) 
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A partir de l’équation de la matrice de diffusion pour la diffusion simple définie dans l’équation 

(III.27), on peut déduire l’opérateur de diffusion it̂  pour N  diffuseurs  de emei  particule, qui 

s’exprime par la relation suivante :  

 iiiiiiiii VGVGVGVVGVGVVGVVt ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
000000                          (III.32) 

L’opérateur de la matrice de diffusion t̂  peut être défini en fonction de l’opérateur it̂  
et de la 

fonction de Green libre 0Ĝ  comme suivante :  

lkj

NNNN

lkji

ikj

NNN

kji

ij

NN

ji

i

N

i

i tGtGtGttGtGttGttt ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ
000

,,,

00

,,

0

,




                 (III.33) 

Où, lkji ,,, représentent des indices, qui sont consécutifs et non identiques.  

D’après l’équation (III.33), la première sommation représente la diffusion simple, tandis que les 

deuxième et troisième sommations décrivent la diffusion double et triple de l’onde incidente dans 

le milieu désordonné. Les moyennes de ces sommations sont définies comme suit  [Yed-10,Yed-

11]: 

 La moyenne de la première sommation est définie comme suit:  

 
N

i

i

N

i

i tt̂                                                 (III.34) 

 La moyenne de la deuxième sommation s’exprime par la relation suivante:  





NN

ji

ji

NN

ji

ji tGttGt
,

0

,

0
ˆˆˆˆˆˆ                                       (III.35) 

 La moyenne de la troisième sommation est définie comme suit:  





NN

ji

kji

NN

ji

kji tGtGttGtGt
,

00

,

00
ˆˆˆˆˆˆˆˆˆˆ                             (III.36) 

III.6. Fonction de corrélation  

La fonction de corrélation décrit la relation entre deux diffuseurs dans le potentiel optique 

désordonné )(rV , qui a une amplitude décroissante dans le champ de speckle. La fonction de 

corrélation est définie comme suit:  

 

2

2

1

sin

)()(()(


























x

x
c

UxkVrVrVrV                                    (III.37) 
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Avec,U est l’amplitude de speckle, présente l’intensité optique moyenne du potentiel désordonné 

VU   ; x  est  la distance de corrélation entre deux diffuseurs ; et  est la longueur de 

corrélation.  

La Figure (III.2) illustre la courbe de la fonction de corrélation. Cette fonction prend une forme 

Poisonien d’amplitude moyenne V  
parce que les fluctuations du potentiel )(rV  sont introduites 

à travers les intensités optiques [Yed-20, Yed-22, Yed-17]. 

 

 

V
(U

/ξ
) 

 
                                                                                     )/1( x  

Figure III.2. Fonction de corrélation [All-15] 

III.6.1. Transformation de Fourier de la fonction de corrélation 

La transformation de Fourier de la fonction de corrélation est définie par la sommation aléatoire 

des ondes plane électromagnétique, comme l’indique l’équation (III.38), elle est connue par une 

fonction de structure.    

xkki

k

kk e
x

x

UU


)'(

'

2
'

sin

4 























                                         (III.38) 

Avec, k


est le vecteur de l’onde incidente, qui a une énergie de mk 2/22 , 'k


  est le vecteur de 

l’onde diffusée, qui a une énergie de mk 2/'22 . Le vecteur d’onde 'kkq


  illustre la nature  

du changement de vitesse à l’intérieur des diffuseurs par rapport à la longueur de corrélation . 

En supposant que la corrélation entre deux diffuseurs dans le champ de speckle  ne dépend que de 

la distance entre les postions de diffuseurs 21 rr  , c’est-à-dire que le potentiel désordonné est 

statiquement homogène. Par conséquent, la fonction de structure définie dans l’équation (III.38) a 

une relation inverse avec la longueur de corrélation .   
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Les atomes dans le milieu désordonné à trois dimensions sont propagés selon une trajectoire 

aléatoire caractérisée par le libre parcours moyen l  et la vitesse d’onde )(v . Cette marche 

aléatoire contribuée à la décroissance de la fonction de corrélation, qui est déterminée par le 

déphasage de l’onde de matière entre les diffuseurs. Le déphasage de l’onde de matière dans le 

champ de speckle sur toutes les trajectoires aléatoires s’écrit comme suit [Yed-11] :  

 





2

0

n

j

j
n kk


                                                  (III.39) 

III.7. Modèle physique 

On considère  un condensat de Bose Einstein (BEC) composé   de  1N   atomes  de masse m , 

piégés dans un potentiel harmonique isotrope )(rV  en 3D  avec  une fréquence  de piégeage 0w ,  et 

soumis à un potentiel aléatoire externe )(rU . Le potentiel de désordre est supposé satisfaire aux 

propriétés statistiques suivantes : 0)( rU , et )'()'()( rrRrUrU  , où ... représente la 

moyenne d'ensemble du désordre et )'( rrR   est la fonction de corrélation de désordres. La 

fonction d'onde ),( tr  d'un tel système évolue selon l'équation de Gross-Pitaevskii dépendant du 

temps :  

),(
2

),( 22
2

trgUV
mt

tr
i 














 
                          (III.40) 

Où g est la force des interactions répulsives entre atomes, et ),(),(
2

trntr   est la densité BEC 

dans un potentiel aléatoire. À  0t , le piège est soudainement  stoppé ( w est mis à 0),  et le BEC 

commence à se propager. Pendant le temps 1
0
 wt  il n'y a pas de diffusion du condensat sur le 

potentiel aléatoire (les atomes ne ressentent pas le potentiel), et l'énergie potentielle se transforme 

en énergie cinétique qui devient de l'ordre du potentiel chimique. Pour le temps 1
0
 wt , le désordre 

est activé et  le condensat devient suffisamment dilué, ainsi l'énergie d'interaction peut être négligée 

car elle est beaucoup plus petite que l'énergie cinétique ( )0( g . À cet égard, l'expansion peut 

être décrite par l'équation linéaire de Schrödinger, formulée comme suit : 

),()(
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
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
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                                 (III.41) 

Où :  

Js
h 3410.05457.1

2




   , 
2 est le laplacien , )(rV  l’énergie potentielle de la particule au point 

r .  
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III.8. Diagramme des diffusions basé sur la fonction de Green 

Le diagramme de  Feynman est utilisé à fin d’interpréter  la diffusion simple de l’onde de matière 

dans un champ de speckle à trois dimensions, comme l’illustre la Figure (III.3). D’après le 

diagramme de  Feynman, la ligne et le disque représentent la fonction de Green et le diffuseur, 

respectivement [Cle-17 , Akk-20, Boc-99].    

 

 
Figure III.3. Diagramme de  Feynman  pour la diffusion simple [Les-16] 

 

Figure (III.4) montrent la diffusion double de l’onde de matière dans un champ de speckle à trois 

dimensions. Dans cette figure,  l’arc de cercle pointillé en rouge décrit la corrélation entre les deux 

diffuseurs dans le potentiel désordonné.  

 

 

 

 

Figure III.4. Diagramme de  Feynman  pour la diffusion double [Les-16] 

 

Le diagramme de la  diffusion triple de l’onde de matière est illustré dans la Figure (III.5). Les 

diffuseurs identiques sont reliés par une ligne brisée, qui décrite que l’onde diffusé peut propager 

d’un diffuseur à l’autre et revenir au précèdent diffuseur.  D’autre part, il est possible de relier deux 

diffuseurs identiques avec la ligne brisée parce que l’onde de matière peut propager entre les deux 

diffuseurs dans le milieu désordonné. 

 
 

Figure III.5. Diagramme de la  diffusion triple de l’onde de matière[Les-16] 

Il est possible d’appliquer le produit entre les diagrammes précédents, qui est connu par la 

factorisable des diagrammes. La figure (III.6-a) illustre le produit entre la diffusion double, qui a 

une corrélation entre les deux diffuseurs, avec la diffusion simple d’une onde de matière, tandis que 

la figure (III.6-b) montre la diffusion triple, qui a une corrélation entre les diffuseurs, c’est a dire 

que chaque diagramme illustre une certaine fonctionnement, comme le montre la Figure (III.6).  

  

  G    

 

 

G        
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Figure III.6. Exemple sur la difference entre la factorisation des diagrammes et les 

diagrammes simples [Les-16] 

III.9. Self énergie  

La self énergie décrit l’ensemble des diagrammes de la diffusion multiple présenté dans la section 

précédente, en prenant en compte la corrélation entre les diffuseurs dans le champ de speckle. Il est 

difficile de calculer la self énergie parce qu’elle contient des diagrammes infinis. A cette fin, 

l’approximation de Born a été introduite afin de simplifier les équations de la diffusion et de 

faciliter l’étude la  diffusion de l’onde dans le champ de speckle. Cette approximation peut être 

appliquée lorsque l’énergie de potentielle est faible devant l'énergie cinétique de l’onde de matière. 

L’approximation de Born au premier ordre peut être appliquée afin d’étudier la diffusion de l’onde 

par un diffuseur, tandis que l’approximation de Born self-consistante peut être utilisée afin 

d’étudier la diffusion  de l’onde de matière  par N diffuseurs dans le potentiel désordonné. Dans 

l’approximation de Born self-consistante, le temps moyen entre deux trajectoires de diffusion est 

donné par la relation suivante:  

vlt /                                                          (III.42) 

Avec,
m

k
v


 . 

Le développement de l’équation de la self énergie dans un champ de speckle tridimensionnels est 

basé sur le calcul de la moyenne de la fonction de Green en  trois dimensions, qui est définie par la 

relation suivante :  

2
3

1
3

122110101 ,,(),(),,(),,(),,( rdrdwrrGrrwrrGwrrGwrrG                  (III.43) 

La transformation de Fourier de l’équation (III.43) permet de définir la moyenne de la fonction de 

Green en fonction de nombre d’onde k et de la self énergie )',( k . 

)',(

1
)',(

2

0
2 kkk

kG





                                            (III.44) 

Après un développement itératif, la self énergie en fonction de l’énergie et de nombre d’onde 

diffusée, peut être exprimée par la relation suivante :  

 

    

  
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)',()'()',(
''

kGkkUk
kk

                                    (III.45) 

Où: )'(' kkUU kk  est la transformation de Fourrier de la fonction de corrélation, voir l’équation 

(III.38). De plus, 'k est la somme des ondes diffusées, qui est définie par :   
3

3

' )2(

'



kd
k



 

En utilisant la relation de la self énergie obtenue dans l’équation (III.45), la fonction de Green 

s’écrit comme suit : 
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22 kmk
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
                                     (III.46) 

En remplaçant les équations (III.46) et (III.38) dans l’équation (III.45), l’équation de la self énergie 

en trois dimensions s’exprime par la relation suivante :  
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          (III.47) 

D’après l’équation (III.47), nous pouvons évaluer la self énergie en calculant les intégrales 

suivantes :  

 La première intégrale  est calculée par rapport au vecteur de l’onde diffusée 'k


 ;  

 La deuxième intégrale  est calculée par rapport à la distance de corrélation x


.  

Par l’utilisation de symétrie,  le domaine d’intégration de l’équation (III.47) devient sur l’intervalle

 ;0 . Par conséquent, l’équation de la self énergie est donnée par la relation suivante :  
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Afin de calculer l’intégrale par rapport à la distance de corrélation x


, on suppose que : 

  )'(sinc)(sinc/sin)',(

0

2 xkkxxdxkkI 


                             (III.49) 

En remplaçant la fonction de sinus cardinal par leur expression, l’équation (III.49) devient comme 

suit : 
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En dérivant l’équation (III.50) par rapport au nombre d’onde diffusée 'k , la dérivation de )',( kkI est 

donnée par la relation suivante :  

  )'cos(
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sin)',('
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
                        (III.51) 

En utilisant l’expression )2)(4/1()(sin 22  iXeX , la dérivation de )',( kkI  devient comme suit :                            
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En utilisant l’expression   iYiYiXiX eeee
i

YX  
4

1
)sin()cos( , l’équation (III.52) est réécrite 

sous la forme suivante : 
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Après des calculs simples, la dérivation de )',( kkI  par rapport au nombre d’onde 'k est définie 

comme suit : 
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       (III.54) 

En utilisant la relation trigonométrique donnée dans l’équation (III.55) afin de calculer l’intégrale 

de la dérivée de l’équation (III.54).  
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 )()/( qixedx iqx                                             (III.55) 

Par conséquent, la dérivée de )',( kkI s’exprime comme suit : 
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 (III.56) 

Afin d’obtenir l’équation finale de )',( kkI , la relation définie dans l’équation (III.57) est appliquée 

sur la dérivée de )',( kkI .  

canstxdxx  ')'(                                           (III.57) 

D’après la relation (III.57), l’équation de )',( kkI s’exprime par la relation suivante : 
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)',( kkI  représente la fonction de structure définie dans l’équation (III.38) et calculée dans 

l’équation (III.58). Dans notre cas, la fonction de structure est utilisée afin d’étudier la diffusion de 

l’onde dans le champ de speckle à trois dimensions. 

En fin, l’équation de la self énergie définie dans (III.48), peut être exprimée en fonction du nombre 

d’onde incidente k et l’énergie de l’onde de matière   sous la forme suivante :  
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L’équation (III.60) est une fonction complexe, qui a une partie réelle et une partie imaginaire.  La 

partie imaginaire de la self énergie représente la diffusion de l’atome par le champ de speckle et la 

partie réelle décrie le déplacement de l’énergie .  

Figure (III.7) illustre le diagramme de la self énergie, qui décrit la somme de tous les diagrammes 

non factirasbles. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure III.7. Diagramme de la self énergie [Yedj-11] 

 

 

Dans la suite du chapitre, nous allons détailler les approximations de la self énergie mentionnées 

dans la section (III.9) à partir les équations obtenues dans cette partie [Yed-10, All-15, Yed-17, 

Yed-11, Ben-23].  

III.9.1. Approximations de la self énergie 

III.9.2. Approximation de Born au premier ordre(FBA) 

L’approximation de Born au premier ordre décrit l’interaction  entre une onde de matière et un 

potentiel désordonné.  Dans ce cas, le nombre de l’onde diffusée dans le potentiel désordonné est 

considéré fini parce que le nombre de diffuseurs dans le champ est limité. Pour 


2
'  kk , la 

 Correlation entre les diffuseurs 

  
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fonction de structure définie dans l’équation (III.58) s’annule, ce qui signifie que le milieu est 

faiblement désordonné.  A cette fin, les bornes de l’intégration dans l’équation de la self énergie 

définie dans (III.59) sont posées sur l’intervalle 










2
;0 k . Par conséquent, l’approximation de 

Born au premier ordre est définie par la relation suivante : 
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Lorsque l’onde incidente rencontre un diffuseur avec une énergie inférieure à l’énergie de potentiel

2
2
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




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 k , la partie imaginaire de la fonction de la self énergie est défini par la relation 

suivante :  

),(),(Im 2  kIUk k                                    (III.61) 

Avec,  ,kI  décrit la fonction de structure entre deux diffuseurs dans le champ de speckle.  

Dans ce cas, la partie réelle de la self énergie est donnée par la relation suivante:  
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Afin de calculer la partie réelle, en remplaçant l’expression  
3
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dans l’équation (III.62). 

La partie réelle est devient comme suit [Yed-20, Yed-22,Yed-11] : 
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Après des calculs simples, la partie réelle de la self énergie aura la relation suivante :  
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III.9.3. Approximation de Born self-consistante (SCBA) 

L’approximation de Born self-consistante a été développée par la fonction de Green et  l’équation 

de Dyson pour N diffuseurs afin d’étudier la localisation de l’onde de matière dans le champ de 

speckle. Dans ce cas, le nombre de l’onde diffusée dans le potentiel désordonné est considéré infini 

parce que le nombre de diffuseurs dans le champ est non limité. A cette fin, les bornes de 

l’intégration dans l’équation de la self énergie définie dans (III.59) sont posées sur l’intervalle

 ;0 . Par conséquent, l’approximation de Born self-consistante peut être exprimée par la 

relation suivante : 

)',(

)',(
''

2
),(

'0

2
2

k

kkI
kdk

U
k

k 





 



                              (III.65) 

Avec, 
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En posant que  ik  )',( , la partie réelle et la partie imaginaire de la self énergie dans le cas  de 

la diffusion multiple s’écrivent comme suit :  

 La partie réelle de l’approximation de Born self-consistante est définie par la relation 

suivante : 
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 La partie imaginaire de l’approximation de Born self-consistante est définie comme suit:  
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Où,  est une grandeur très petite.  

Le calcul des parties réelle et imaginaire de l’approximation de Born self-consistante est très 

compliqué. Alors, nous allons utiliser des méthodes numériques afin de calculer les intégrales de 

ces équations de la self énergie dans le cas  de la diffusion multiple, telles que la méthode de 

Simpson et trapèze [Yed-17, Yed-20, Yed-11].  

III.10. Fonction spectral  

La fonction spectral peut être utilisée afin d’étudier la diffusion de l’onde de matière dans le champ 

de speckle en illustrant le nombre d’onde diffusée dans le potentiel désordonné. Le développement 

du modèle de la fonction spectral est basé sur les modèles de la fonction de Green et de la self 

énergie. En effet, la fonction spectrale est liée avec la fonction de Green par la relation suivante :    
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),(
1

),( kGkA 


                                                  (III.68) 

Où, ),( kG  représente la fonction de Green, qui peut être exprimée en fonction de l’imaginaire de 

la self énergie comme suit : 

22 ),(

),(Im
),(

kk

k
kG









                                        (III.69) 

En remplaçant l’équation (III.69) dans l’équation (III.68),  la fonction spectrale devient comme suit 

[Vol-18, Yed-11, Sig-19, Jen-12]:  

22 ),(

),(Im1
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kk

k
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









                                    (III.70) 

III.11. Résultat et discussion  

Dans cette partie, nous discutons  les résultats numériques de la self énergie et la fonction spectrale 

dans l’approximation de Born au première ordre et l’approximation self cohérent afin d’étudier  

numériquement le  transport quantique des  atomes froids dans le champ du speckle à 3D. Ces deux 

grandeurs physiques sont utilisées afin de simuler la propagation des ondes de matière dans le 

champ de speckle. Les paramètres expérimentaux de diffusion et de localisation des ondes de 

matière dans les potentiels désordonnés, sont choisis comme des paramètres numériques dans cette 

simulation, où, les énergies de l’onde de matière sont exprimées en unités d’échelle  / , 

tandis que les nombres d’onde k  sont exprimés en unité d’échelle  /kk  .  

III.11.1. Résultat de la self énergie 

Dans cette partie, les modèles des approximations de la self énergie sont simulés afin d’illustrer la 

différence entre la diffusion de l’onde par un diffuseur basée sur l’approximation de Born au 

premier ordre (FBA) et la diffusion par N diffuseurs basée sur l’approximation de Born self-

consistance (SCBA). De plus, ces simulations seront examinées afin de montrer l’influence du 

nombre et l’énergie de l’onde de matière, de la longueur de corrélation et de l’amplitude sur le 

comportement de l’onde de matière dans un champ de speckle tridimensionnels.  

III.11.1.1. Résultat des approximations FBA et SCBA  

La simulation numérique des approximations FBA et SCBA est réalisée à travers l’algorithme 

détaillée dans l’annexe. Le développement de cet algorithme est basé sur la méthode Simpson, afin 

d’évaluer les intégrales de la self énergie indiquée dans les équations (III.63) et (III.64).   
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Dans la première simulation, les approximations FBA et SCBA sont testées en maintenant l’énergie 

de l’onde de matière, l’amplitude de désordre et la longueur de corrélation constantes, et en variant 

les valeurs du nombre d’onde. Dans ce cas, les paramètres de simulation sont définis comme suit : 

Paramètres Valeurs 

Energie de l’onde de matière    1   

Amplitude de désordre U  1 2
  

Longueur de correlation   1 m  

 

La figure (III.8) représente le déplacement d'énergie k  dans le champ de speckle. En effet, les 

résultats de déplacement d'énergie k   sont obtenus en calculant la partie réelle des approximations 

FBA et SCBA pour un et N  diffuseurs, respectivement. D’après la figure (III.8), le déplacement 

d'énergie k  diminue pour 1k  et une tendance inverse est observée pour 1k . Ce 

changement dans le comportement de l'énergie en fonction du nombre d'onde indique l'émergence 

d'un état intermédiaire (En anglais, Mid-gap) qui se produit au borne du spectre. De plus, le 

déplacement d'énergie converge vers une valeur nulle pour les nombres d'onde élevés pour les deux 

approximations. Cette convergence est obtenue lorsque le nombre d'onde est proche de 10 10k , 

où le mouvement des atomes froids est moins affecté par les diffuseurs. Selon la figure (III.10), la 

bande edge du spectre et le déplacement d'énergie, qui sont obtenues pour N  diffuseurs, sont 

inférieurs à ceux d'un seul diffuseur. Ces résultats obtenus dans l’étude numérique de la partie 

réelle des approximations FBA et SCBA montre que l’onde de matière peut être localisée 

rapidement dans la diffusion multiple que la diffusion simple. Par conséquent, la diffusion multiple 

peut améliorer la localisation des atomes froids dans le milieu désordonné en diminuant la 

conductivité et en réduisant la consommation d'énergie [Yed-10, Yed-17].  

R
ée

ll
e 

d
e 

la
 s

el
f-

én
er

g
ie

 

(E
ξ)

 

 

 
                                 Nombre d’onde ( k ) 

Figure III.8. Déplacement d'énergie des ondes de matière dans le potentiel 

désordonné pour un et N diffuseurs. 
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Nous passons maintenant  à la partie imaginaire  de la self énergie, la figure (III.9) illustre les 

résultats obtenus pour la diffusion de l’atome froid dans le champ de speckle pour un et N

diffuseurs. D’après la figure (III.9), nous pouvons distinguer trois cas selon le nombre d’onde k , 

qui sont : 

 Pour 1k  : la courbe obtenue dans l'approximation FBA est constante, alors qu'elle 

diminue lentement en fonction du nombre d'onde dans l'approximation SCBA. Dans ce cas, 

les atomes froids dans le champ de speckle restent à l'état diffusif initial pour FBA 

approximation, sans diffusion d'ondes de matière dans le potentiel désordonné. Ce résultat 

obtenu pour 1k est due au fait que la probabilité de rencontrer les atomes froids avec un 

diffuseur est très petit par rapport au cas de N  diffuseurs.  

Pour 31  k , la diffusion de l’onde de matière diminue de façon exponentielle vers le 

zéro. En effet, la diffusion des atomes froids s’arrête à un nombre d'onde égal ou supérieur 

à 3( 3k ). Selon la figure (III.9), la courbe d'approximation SCBA se situe en dessous de 

la courbe d'approximation FBA par un facteur égal à 1.66. Ce résultat obtenu en simulation 

numérique de la partie imaginaire suggère que le temps de diffusion des atomes froids dans 

le champ de speckle pour N  diffuseurs est plus élevé que pour un diffuseur.  

 Pour 3k  : Les approximations FBA et SCBA devient nulle. Cela signifie que les 

atomes froids dans le potentiel désordonné à trois dimensions sont localisés [Hsu-20]. 

Cette variation entre FBA et SCBA pour une valeur d’énergie       s'explique par le fait 

que les interactions dépassent l'énergie de corrélation du potentiel aléatoire dans le cas de 

l'approximation de Born où les atomes bougent sous l'effet des interaction et  ils sont moins 

sensibles au potentiel désordonné causées par le désordre., tandis que dans l'approximation 

self-cohérente, la force de diffusion est moindre en raison des corrélations induites par le 

potentiel, entraînant la localisation de certaines particules froides. 
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Figure III.9. Diffusion des ondes de matière dans le potentiel 

désordonné pour un et N diffuseurs.  

 

0 1 2 3 4
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

 
FBA

SCBA



Chapitre III..... ………………………………………………..Transport des atomes froid dans le champ de speckle à 3D 

 
 

74 
 

III.11.1.2. Effet de la longueur de corrélation sur la self énergie  

L’effet de la longueur de corrélation  sur le comportement de l’onde de matière dans un potentiel 

désordonné a été examiné en analysant les parties réelle et imaginaire dans l'approximation SCBA. 

Dans ce cas, nous avons utilisé les paramètres de la première simulation, et en variant la longueur 

de corrélation et les valeurs du nombre d’onde. En effet, la simulation numérique de l'effet de la 

longueur de corrélation est testée pour trois valeurs de la longueur de corrélation

mmm  1et8.0,6.0  .  

La figure (III.10) représente  l'effet de la longueur de corrélation  sur le déplacement d’énergie et 

la diffusion de l’onde de matière dans le champ de speckle. Dans la figure (III.10), on voit 

clairement que lorsque la longueur de corrélation augmente, le déplacement d'énergie et la bande 

edge diminuent. Par conséquent, le temps de réponse de la localisation des atomes froids dans le 

milieu désordonné diminue. Par conséquent, l'augmentation de la longueur de corrélation peut 

entraîner une diminution de la conductivité du matériau désordonné, une augmentation de la vitesse 

de recul des atomes froid dans le champ de speckle et une minimisation de la consommation 

d'énergie.  
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Figure  III.10. Déplacement de l’énergie dans un potentiel désordonné pour 

un et N diffuseurs et une longueur de corrélation variable . 

La diffusion et la localisation des atomes froids dans le champ de speckle tridimensionnels sont 

liées aux valeurs de la longueur de corrélation , comme le montre la figure (III.11). D’un côté, 

nous remarquons que la diffusion des atomes froids est importante à l’état initial et est diminué 

avec la diminution de la longueur de corrélation. D’un autre côté, les atomes froids deviennent 

localisés lorsque la diffusion tend vers zéro, c’est-à-dire lorsque la partie l’imaginaire de la self 

énergie dans l’approximation SCBA s’annule. Par conséquent, la diffusion dans le champ de 

potentiel désordonné diminue et les atomes froids se localisent rapidement lorsque la longueur de 

corrélation augmente [Yed-11]. 
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Figure III.11. Diffusion des ondes de matière dans un potentiel désordonné 

pour un et N diffuseurs et une longueur de corrélation variable . 

III.11.1.3.   Effet d’énergie des ondes de matière sur la self énergie  

Maintenant, nous allons étudier l'effet de l'énergie des ondes de matière  dans un milieu 

désordonné tridimensionnels sur le déplacement d'énergie, en traitant la partie réelle de la self 

énergie. Cependant, l’approximation d’self-consistance (SCBA) est testée en utilisant les 

paramètres de la première simulation, et en variant l’énergie de l’onde de matière et les valeurs du 

nombre d’onde. En effet, la simulation numérique sur l'effet de l'énergie des ondes de matière est 

testée à   1et8.0,6.0  [Yed-20].  

Figures (III.12) représente l'effet de l’énergie d’onde   sur le déplacement d’énergie et  sur la 

diffusion de l’onde de matière dans le champ de speckle. D’après la figure (III.12), la variation de 

l’énergie de l’onde influer uniquement sur la largeur de la band edge (Mid-gap) par rapport à effet 

de la longueur de corrélation. Selon le résultat numérique, lorsque l’énergie de l’onde de matière 

diminue, la largeur de la bande edge diminue. La diminution de la largeur de la bande edge signifie 

que la diffusion de l’onde diminue et la localisation de l’onde de matière dans le champ de speckle 

augmente. Par conséquent, la diminution de l’énergie de l’onde de matière va diminuer le temps de 

réponse de la localisation des ondes dans le potentiel désordonné, c’est-à dire que les ondes de 

matière  se localisent rapidement pour une faible d’énergie[Waf-99, Bul-85].  
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Figure III.12.  Déplacement d'énergie dans l'approximation SCBA pour 

une énergie de l’onde de matière   variable. 

Figure (III.13) présente l'effet de l’énergie d’onde   sur la diffusion de l’onde de matière dans le 

champ de speckle. D’après la figure (III.13), la partie imaginaire de la self énergie s’annule 

rapidement lorsque l’énergie de l’onde de matière diminue. Par conséquent, la diffusion s’annule 

rapidement lorsque l’énergie de l’onde  diminue, c’est-à dire que l’onde de matière localise 

rapidement dans un potentiel désordonné tridimensionnels pour une faible énergie. Le résultat 

obtenu dans figure (III.13) pour l’effet de l’énergie de l’onde de matière sur la localisation 

confirme le résultat obtenu dans  la figure (III.12).   
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 Figure III.13. Diffusion des ondes de matière dans un potentiel 

désordonné et  une énergie de l’onde de matière. 

Les résultats obtenus dans l’étude de l'effet de l'énergie des ondes de matière  dans un milieu 

désordonné tridimensionnels peuvent être justifiés en calculant les paramètres physiques 

caractérisant  la diffusion  tels que le libre parcours moyen l   et le temps de diffusion  définis 

dans l’équation (III.71). Le libre parcours moyen décrit la distance moyenne parcourue par l’onde 

de matière entre les diffuseurs dans le potentiel désordonné, tandis que le temps de diffusion décrit 

le temps nécessaire à une onde pour se propager entre deux diffuseurs dans le potentiel désordonné 

[Yed-17].  
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D’après la Figure (III.14), la distance parcourue entre les diffuseurs a  une relation inverse avec 

l’énergie de l’onde de matière, c’est-à-dire qu’une diminution de l’énergie de l’onde va causer une 

augmentation du libre parcours moyen. En effet, les ondes de matière deviennent localisées lorsque 

le libre parcours moyen est grand. Par conséquent, la localisation de l’onde de matière à une 

relation inverse avec l’énergie de l’onde, c’est-à-dire l’onde de matière va localiser rapidement 

dans le milieu désordonné avec une faible énergie.  
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Figure III.14. Libre parcours moyen pour une énergie de l’onde de 

matière  . 

La Figure (III.15) montre que le temps de diffusion a une relation  inverse avec l’énergie de l’onde 

de matière, c’est-à-dire qu’une diminution de l’énergie de l’onde va causer une augmentation du 

temps de diffusion. En effet, les ondes de matière deviennent localisées lorsque le temps de 

diffusion est grand. Par conséquent, la localisation de l’onde de matière à une relation inverse avec 

l’énergie de l’onde, c’est-à-dire l’onde de matière va localiser rapidement dans le milieu 

désordonné avec une faible énergie.    
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Figure III.15. Temps de diffusion pour une énergie de l’onde de matière   
variable. 

 

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.1

0.2

 

 
                

                

 1  

 8.0  

 6.0  

  

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
x 10

-35

 

 
             

 

 

 1  

 8.0  

 6.0  



Chapitre III..... ………………………………………………..Transport des atomes froid dans le champ de speckle à 3D 

 
 

78 
 

III.11.1.4. Self énergie à une impulsion nulle   

À la fin de cette partie, nous examinons le cas où  le nombre de l’onde de matière est nul dans des 

approximations FBA, SCBA.  Dans cette situation, nous prenons l’amplitude de désordre et la 

longueur de corrélation comme des valeurs constante, et en variant l’énergie de l’onde de matière

.Dans ce cas, les paramètres de simulation sont définis comme suit [Yed-17] : 

 

Paramètres Valeurs 

Nombre de l’onde de matière k  0 k  

Amplitude de désordre U  1 2
  

Longueur de correlation   1 m  

 

La figure (III.16) représente le déplacement d'énergie k  dans le champ de speckle à une impulsion 

nulle, où k tend vers zéro   /0k . D’après la figure (III.16), la partie réelle de la self énergie 

diminue significativement lorsque l'énergie de l’onde de matière est négative   0  ou 

supérieure strictement à quatre   4 , alors qu'elle augmente exponentiellement pour une 

énergie confinée entre 0  et 4    4,0 . Les valeurs maximales du déplacement d'énergie 

sont atteintes pour  0 et  4 , comme le montre la figure (III.17). De plus, la convergence 

du déplacement d'énergie atteint une valeur nulle, ce qui signifie que la diffusion des ondes de 

matière dans le potentiel désordonné est très faible. Selon la Figure (III.17), la largeur de la bande 

edge et le déplacement d'énergie dans l'approximation SCBA est plus petite que dans 

l'approximation FBA, c’est-à-dire que l’onde de matière peut localiser rapidement dans le régime 

de diffusion multiple que la diffusion simple. Le résultat obtenu dans cette simulation est cohérent 

avec celui obtenu dans la figure (III.8). 
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Figure III.16. Déplacement d'énergie k dans le champ de speckle pour 

un et N diffuseurs à une impulsion nulle 
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D’après la figure (III.17), la partie imaginaire de la self énergie pour les deux régimes de diffusion 

a des valeurs non-nulle lorsque l'énergie est confinée entre 0 et 4   4,0 . Par contre, elle 

s’annule pour  0 et  4 . De plus, la courbe de partie imaginaire de la self énergie pour la 

diffusion multiple (SCBA) situe en dessous de la courbe de la diffusion simple (FBA). Par 

conséquent, la localisation est atteinte dans le potentiel désordonné lorsque l’onde de matière est 

supérieure à 4 )4(   due que la diffusion des atomes froids s’arrête à ces valeurs. De plus, les 

atomes froids se localisent rapidement dans le potentiel désordonné pour la diffusion à N diffuseurs 

que la diffusion à un diffuseur.   
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Figure III.17. Diffusion de l’onde de matière dans le champ de speckle 

pour un et N diffuseurs à une impulsion nulle 

 

A traverse les résultats obtenus, nous calculons le libre parcours moyen et le temps de diffusion 

définis dans l’équation (III.71). En effet, les courbes de libre parcours moyen et de temps de 

diffusion dans l’approximation SCBA se situent en dessous de la courbe d'approximation FBA , 

comme le montrent les figures (III.18) et (III.19). Par conséquent, les atomes froids sont moins 

dispersés dans le milieu désordonné et peuvent être localisés plus rapidement dans SCBA que dans 

l'approximation FBA. Les résultats obtenus dans l’analyse du libre parcours moyen et du temps de 

diffusion sont en cohérents avec ceux obtenus dans l’analyse de la self énergie pour les deux 

régimes de diffusion [All-15].  
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Figure III.18. Libre parcours moyen pour les ondes de matière tend vers  

zéro   /0k
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Figure III.19. Temps de diffusion pour les ondes de matière tend vers  

zéro   /0k . 

D'après les résultats obtenus dans nos simulations numériques de l’étude du comportement des 

atomes froids dans le champ de speckle pour les diffusions simple et multiple, nous tirons les 

remarques suivantes :  

 La courbe de la partie imaginaire de SCBA se situe en dessous de la courbe de 

l'approximation FBA. Par conséquent, la réponse temporelle de la localisation des atomes 

froids à N diffuseurs est plus petite que un diffuseur; 

 La probabilité de rencontrer les atomes froids avec un diffuseur est très faible par rapport à 

N diffuseurs. Par conséquent, les atomes froids peuvent être localisés rapidement à N 

diffuseurs ;  

 Le déplacement d'énergie en diffusion multiple est faible qu’en diffusion simple ; 

 Les atomes froids se localisent rapidement pour une faible énergie de l’onde de matière et 

pour une grande valeur de la longueur de corrélation. 
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III.11.2. Résultats de la  Fonction spectrale  

La fonction spectrale ),( kA  est analysée pour étudier la diffusion et la localisation des atomes 

froids dans le champ de speckle à 3D. Cette fonction permet de connaître le nombre d'atomes, qui 

seront diffusés dans le potentiel désordonné. 

III.11.2.1. Effet de l’énergie de l’onde de matière sur la fonction spectrale  

L’effet de l'énergie des ondes de matière  sur le comportement des atomes froids dans un milieu 

désordonné tridimensionnels est illustré, en traitant la fonction de spectrale. Cependant, la fonction 

de spectrale est examinée en maintenant l’amplitude de désordre constante 21 U , et en variant 

l’énergie et le nombre de l’onde de matière. En effet, la simulation numérique de l'effet de l'énergie 

des ondes de matière est testée à   3et2,1,5.0  .  

Figure (III.20) représente la variation de la fonction spectrale  kA ,  en fonction du nombre 

d'onde de la matière k . D’après la figure (III.20), le nombre des atomes froids qui seront diffusés 

dans le potentiel désordonné tridimensionnels augmente avec l’augmentation de l'énergie de l’onde 

de matière. On observe aussi que la courbe de la fonction spectrale à  3 prend la forme de la 

courbe de condensation BEC (Lorentzian broadening), ce qui signifie que les atomes froids ne sont 

pas encore diffusées. Par conséquent, la localisation des atomes froids dans le champ de speckle a 

une relation inverse avec l’énergie de l’onde de matière, c’est-à-dire que les atomes froids 

localisent avec une faible énergie de l’onde de matière.  Le résultat obtenu dans la figure (III.20) 

est cohérent avec celui obtenu dans la figure (III.13).  
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Figure III.20. Fonction de spectrale pour une énergie de l’onde de 

matière  variable 

III.11.2.2. Effet de l’amplitude de désordre sur la fonction spectrale  

La figure (III.21) représente la variation de la fonction spectrale en fonction du nombre d'onde de 

matière pour 25.0 U , 21 U  et 22 U  à une énergie d'onde de matière égale à  3 . 
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D’après la Figure (III.21), l’amplitude de la fonction spectrale ),( kA  augmente avec la  

diminution de  l’amplitude de désordreU , c’est-à-dire que l’amplitude a une relation inverse avec 

le nombre des atomes qui seront diffusées dans le milieu désordonné. Nous concluons que , la 

localisation a une relation directe avec l’amplitude de désordre, où, les atomes froids localisent 

rapidement lorsque l’amplitude de désordre augmente [Mos-00].  
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Figure III.21. Fonction de spectrale pour une amplitude de désordre 

U variable 

III.11.2.3. Effet du nombre d’onde sur la fonction spectrale  

La figure (III.22) représente la variation de la fonction spectrale en fonction  de  l’énergie de l’onde 

de matière pour  /0k ,  /5.0k ,  /6.0k ,  /7.0k et  /8.0k . Le résultat obtenu 

par cette simulation montre que le nombre des atomes froids, qui seront diffusées dans le milieu 

désordonné, augmente avec l’augmentation de nombre d’onde de matière.  On observe encore que 

la courbe de la fonction spectrale à  /8.0k prend la forme de la courbe de condensation BEC, 

ce qui signifie que les atomes froids ne sont pas encore diffusées. Par conséquent, les atomes froids 

se localisent rapidement dans le milieu désordonné lorsque le nombre d’onde tend vers zéro

  /0k .  
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Figure III.22. Effet de nombre d’onde  sur le comportement de 

l’onde de matière 
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III.12. Conclusion  

Ce chapitre est consacré à l’étude du transport quantique des atomes froids dans le champ de 

speckle tridimensionnels. Il convient d’étudier le comportement de l’onde de matière lorsqu’elle est 

exposée à un potentiel désordonné pour examiner l’effet des paramètres caractéristiques, tels que 

l’amplitude de désordre, la longueur de corrélation, le nombre d’onde et l’énergie de l’onde de 

matière, sur la propagation de l’onde dans le champ de speckle.  

Nous avons utilisé l'approximation de Born pour calculer la self-énergie, qui repose essentiellement 

sur le modèle de la fonction de Green. La self-énergie ainsi établie comprend une partie réelle et 

une partie imaginaire. La partie réelle a été traitée pour examiner le transfert d'énergie, tandis que la 

partie imaginaire a été évaluée afin d'analyser la diffusion de l'onde de matière dans le champ de 

speckle. Les deux composantes de la self-énergie impliquent des intégrales, lesquelles ont été 

numériquement évaluées à l'aide de la méthode de Simpson. 

Tout d'abord, nous avons effectué le calcul numérique de la self-énergie dans l'approximation de 

Born au premier ordre, puis nous avons passé vers l'approximation self-cohérente. Nous avons mis 

en évidence les différences entre ces deux approches afin d'analyser l'impact du potentiel optique 

sur la propagation des condensats. Pour une énergie donnée 
 1  , nous avons constaté que 

l'approximation de Born génère une force de diffusion plus importante, avec un spectre de diffusion 

plus large par rapport à l'approximation self-cohérente. Cette variation s'explique par le fait que les 

interactions dépassent l'énergie de corrélation du potentiel aléatoire dans le cas de l'approximation 

de Born, tandis que dans l'approximation self-cohérente, la force de diffusion est moindre en raison 

des corrélations induites par le potentiel, entraînant la localisation de certaines particules froides. 

Ces résultats présentent une légère variation par rapport à ceux de la référence [Del-14] indiquant 

l’influence significative des paramètres énergétiques des condensats de Bose-Einstein sur le 

phénomène de diffusion. 

Par la suite, nous avons examiné l'influence de la longueur de corrélation et de l'énergie de l'onde 

de matière sur le transport des atomes froids dans le champ de speckle, en particulier lors de la 

diffusion multiple. Nos résultats indiquent que la localisation des atomes froids est directement liée 

à la longueur de corrélation, tout en présentant une relation inverse avec l'énergie de l'onde de 

matière. Ces conclusions concordent avec les résultats obtenus dans la référence [Yed-20]. 

À la fin de ce chapitre, nous avons examiné la diffusion de l'onde de matière à travers la fonction 

spectrale en manipulant l'énergie de l'onde de matière, l'amplitude du désordre et le nombre d'onde. 

Les résultats de simulation obtenus via la fonction spectrale pour la variation de l'énergie de l'onde 

de matière sont en accord avec ceux obtenus dans l'approximation self-cohérente de Born. De 

manière significative, nous avons observé que la localisation des atomes froids présente une 
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relation directe avec l'amplitude du désordre, tandis qu'elle est inversement proportionnelle au 

nombre d'onde de l'onde de matière. 
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IV.1  Introduction  

Ce chapitre se focalise sur la détermination de la position de l'énergie critique dans une plage 

maximale en se basant sur la fonction spectrale, la densité d'états et la conductivité de Drude. 

Ensuite, nous procéderons à une estimation de l'intervalle du nombre critique maximal de l'onde de 

matière en utilisant le modèle de l'approximation auto-consistante (SCBA). La section suivante du 

chapitre appliquera le critère d'Ioffe Regel pour prédire cette position critique. En conclusion, notre 

tentative consistera à déterminer la position de l'énergie critique, le nombre critique de l'onde de 

matière, et l'intensité critique du désordre en utilisant le modèle de la matrice de transfert quasi-

unidimensionnel. 

IV.2 Localisation du point de vue d’Anderson 

À température ambiante, les électrons dont l'énergie se rapproche de celle de Fermi se déplacent à 

travers un métal ou un semi-conducteur de manière similaire à des particules classiques. Leur 

trajectoire rectiligne est perturbée par la diffusion causée par des défauts du réseau cristallin. Cette 

diffusion est responsable de la résistance électrique R = 1/G, conformément à la loi d'Ohm qui 

établit la proportionnalité entre la tension électrique V et le courant électrique I. 

À des températures plus basses, les électrons commencent à exhiber des propriétés quantiques et à 

adopter un comportement davantage ondulatoire que particulaire. Les phénomènes d'interférence 

entrent en jeu et influent sur la conductance G de l'échantillon. Si la diffusion est suffisamment 

prononcée, les interférences peuvent devenir destructives, confinant ainsi l'électron dans une région 

spatiale de dimension finie appelée la longueur de localisation. À ce stade, le matériau devient un 

isolant électrique et cesse de conduire l'électricité. Ce phénomène est connu sous le nom de « 

localisation d'Anderson », en hommage à Philip Anderson qui l'a découvert en 1958 [And-58]. 

IV.2.1  Etat de la matière 

Généralement, la transition de phase d’un état  vers un autre  est défini par le changement de l’état 

de matière et leurs propriétés physico-chimiques. Dans la nature,  le cycle de l’eau dans la terre a 

trois états, à savoir les états gazeuse, liquide et solide. Le passage d’un état à une autre peut obtenir 

en variant des grandeurs thermodynamiques, telles que la température et la pression. Le passage 

des états du cycle de l’eau, telle que le passage liquide-solide, a une température critique, qui nous 

permet de distinguer l’eau sous sa forme liquide de sa forme solide, comme le montre la figure 

(IV.1). Ce passage est effectué à travers un échange d’énergie entre l’eau et l’environnement en 

absorbant ou émettant des énergies thermiques.  Dans le cas de l'état solide-liquide, cette énergie 

doit être suffisante afin de briser complétement les interactions interatomiques. Au point critique, la 

densité du système n’est plus homogène, et peuvent contenir des régions de faible et forte densité, 

telle que le gaz et l’eau. Après le point critique, le passage continu est obtenu et la densité du 

système devient plus homogène [Bru-05, Lac-97, Lev-00]. 
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Figure IV.1. Diagramme de phase pression-température de l’eau [Akr-20] 

Dans les systèmes quantiques, le passage des atomes froids peut être observé pendant la diffusion 

des atomes froids dans le champ de speckle pour un ou N diffuseurs. Ce passage est caractérisé par 

des fluctuations quantiques modifiant la conductivité du matériau et la densité d’états, qui permet 

de changer l’état de régime passant du régime localisé au régime diffusif, qui va changer l’intensité 

de désordre et l’énergie de l’onde de matière dans le système désordonné tridimensionnels. Dans le 

passage localisé-diffusif, la longueur de localisation se diverge, tandis que le coefficient de 

diffusion s’annule. Ces coefficients s’expriment par la relation suivante [Eve-08, Del-14, Akr-20]:  
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Avec,   est l’énergie de l’onde de matière, cE représente l’énergie critique, s et v sont les 

exposants critiques. 

Comme nous avons  expliqué dans le passage de cycle de l’eau que les valeurs de la densité 

changent à et après la température critique, et à la même manière se changent dans le passage des 

atomes froids dans le champ de speckle pendant le transport quantique.   

IV.2.2 Densité d’états  

En physique de la matière condensée et dans la physique de solide, la densité d'états électroniques 

)(D  détermine le nombre d'états électroniques. En fait, le nombre des états électronique  dD )(  

est compris entre  et  d  par unité de volume du matériau [Pet-00, Akr-20]. 
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La densité d’états )(D  peut être calculée en intégrant la fonction spectrale  kA , définie dans le 

chapitre précédent. Par conséquent, la densité  s'exprime par la relation suivante:  

 k
kAD ),()(                                                     (IV.2) 

Avec:   2

22

1
dkk

k 
 

La densité d'états électroniques est exprimée en fonction de l'énergie   et du nombre d’onde de 

matière k . Afin d’écrire la densité en fonction d’une seule variable, c’est-à-dire en fonction de 

l'énergie ou du nombre d’onde, la relation de dispersion du système définie dans l’équation (IV.3) 

sera appliquée.  

m

k

2

22
                                                         (IV.3) 

Le comportement des atomes froids dans le champ de speckle est lié à la dimension du système 

désordonné. Par conséquent, les valeurs de la densité d’états sont aussi reliées à la dimension du 

système. Afin d’avoir la relation entre les deux grandeurs, nous allons exprimer la densité d'états 

électroniques pour des électrons libres comme suit :  
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                                                      (IV.4) 

Où, d  est la dimension du système  

désordonné ;  

Avec, d  est le volume d'une hypersphère et est défini en fonction du nombre d’onde k par 

l’équation suivante :  
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                                                (IV.5) 

En appliquant la relation de dispersion définie dans l’équation (IV.3) afin d’exprimer le volume 

d'une hypersphère d  en fonction de l’énergie de l’onde de matière  . Par conséquent, la relation 

de la densité définie dans l’équation (IV.4) devient comme suit:  
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Les relations qui définissent la densité d'état selon les dimensions du système s'expriment comme 

suit :  

 Pour 1d , la densité d’états pour le système désordonné unidimensionnel est définie 

comme suit : 
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 Pour 2d , la densité d’états pour le système désordonné bidimensionnels s’exprime 

comme suit : 
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 Pour 3d , la densité d’états pour le système désordonné tridimensionnels est définie par : 
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Avec, L , S et V représentent respectivement la longueur, la surface et le volume du système  [Pot-

74, Ari-70]. 

La figure (IV.2) illustre la densité d’états des atomes froids dans les systèmes désordonnés 

unidimensionnels, bidimensionnels et tridimensionnels. D’après la figure (IV.2),  la densité d’états 

est constante dans les systèmes bidimensionnels, c’est-à-dire que le comportement des atomes 

froids ne dépend pas de l’énergie de l’onde de matière  .  Dans ce cas, la fonction d’échelle tend 

vers zéro et la conductance est indépendante de la taille du système, comme nous avons montré 

dans la section (5) du chapitre (II).  D'autre part, la densité d’état a une relation inversement 

proportionnelle avec l’énergie de l’onde de matière  dans le système unidimensionnel, tandis que a 

une relation directement proportionnelle avec l’énergie   dans le système tridimensionnels. 

D’après l’étude théorique et analytique du transport quantique des atomes froids dans le milieu 

désordonné tridimensionnels, nous avons vu que les atomes froids localisent rapidement avec une 

énergie d’onde faible, c’est-à-dire que les atomes froids qui seront diffusées augmente avec 
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l’augmentation de l’énergie. Ce dernier confirme le résultat obtenu dans la densité d’états pour le 

système tridimensionnels [Sal-14].   

 

  

Figure IV. 2. Densité d’états des atomes froids selon les dimensions du système désordonné 

[Akr-20] 

D’après la théorie d’échelle présentée dans le deuxième chapitre, on peut conclure que la densité 

est liée à la conductivité du matériau, qui sera détaillée dans la suite de cette partie.  

IV.2.3 Conductivité des matériaux 

Le transport des ondes de matière dans les matériaux a attiré l’intention des chercheurs à partir de 

la première théorie découverte par Paul Drude en 1900. Les équations de cette théorie peuvent être 

considérées comme un modèle typique afin d’étudier la conductivité des ondes de matière dans le 

milieu désordonné à N  diffuseurs. Le modèle de Drude est basé sur quatre concepts principaux, 

qui sont : 

 Onde de matière indépendante et libre : Les ondes de matière dans ce cas propagent 

librement dans le milieu désordonné sans interagir entre elles. Ici, le déplacement de l’onde 

de matière entre deux diffuseurs dans le champ de speckle est décrit par la loi de Newton 

pour une propagation libre et l’onde de matière va prendre la forme de l’onde de Block;  

 Collisions instantanées : Drude introduit les interactions entre les atomes froids dans le 

champ de speckle pour N diffuseurs sous forme des collisions ayant une durée 

extrêmement petite. Dans ce cas, la vitesse de l’onde de matière change au cours de leur 

déplacement ; 

 Temps de relaxation : La probabilité qu'une onde subit une collision s'écrit par unité de 

temps /1 , qui est connu par  le temps de relaxation. Ce temps est indépendant de la 

position et de la vitesse de l’onde de matière, ce qui signifie  que l’onde de matière se 

propage pendant le temps de collision ou le temps de libre moyen ; 
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 Chaos moléculaire : Dans ce cas, la vitesse et la direction ne sont pas corrélées après la 

collision comme elles l'étaient avant la collision. En effet, la vitesse et la direction prennent 

des valeurs aléatoires après la collision. 

La loi d’Ohm définie dans l’équation (IV.7) décrit la relation entre la résistance du conducteur R , 

le potentiel du conducteur V et le courant I .  

IRV                                                             (IV.7) 

Le modèle de Drude a expliqué que la résistance d’un conducteur est liée à la taille et la géométrie 

du conducteur et est indépendante du courant I et du potentielV . En effet, la conductivité  a une 

relation inverse avec la résistance du conducteur par unité de volume  , comme l’indique 

l’équation (IV.8). 




1
                                                             (IV.8) 

La résistance du conducteur par unité de volume ou la résistivité   dépend  principalement de la 

densité du courant j
 
et du champ électrique E , et est définie par la relation suivante :  

j

E
                                                             (IV.9) 

Avec, J est définie par DevJ   

Où, v est la vitesse moyenne de n  électrons de charge e , et D  est la densité d’états électronique ;  

En remplaçant l’équation (IV.9) dans l’équation (IV.8), la conductivité  peut être définie en 

fonction de la densité du courant et du champ électrique comme suit :  

E

Dev
                                                      (IV.10) 

Les ondes de matière subissent à une force EeF


  lorsqu’elles se déplacent. En appliquant la loi 

de Newton, l’équation différentielle de la vitesse de l’onde de matière est donnée par la relation 

suivante : 



mv
eE

dt

dv
m                                                 (IV.11) 

En supposant que la vitesse moyenne des ondes de matière est constante. Par conséquent, la 

relation de la vitesse s’exprime comme suit :  
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m

eE
v


                                                          (IV.12) 

En remplaçant l’équation (IV.12) dans l’équation (IV.10), le modèle Drude peut être défini par la 

relation suivante :  

m

De 


2

                                                          (IV.13) 

D’après le modèle de Drude établi dans l’équation (IV.13),  on conclut que la densité d’état D  a 

une relation directe avec la conductivité  , c’est-à-dire que la conductivité du matériau augmente 

quand le nombre des ondes diffusées augmente dans le milieu désordonné tridimensionnels, ou la 

conductivité a une relation inverse avec la localisation des atomes froids dans le champ de speckle 

tridimensionnels [Arb-14, All-15, Lux-93, Akr-20].   

IV.3 Modèle de la théorie auto-cohérente  

Les fluctuations quantiques dans les systèmes désordonnés tridimensionnels, telles que la 

conductivité du matériau et la densité d’états d’électroniques, peuvent être étudiées à travers les 

lois des théories de Thouless et d’échelle. Cependant, ces théories ne peuvent pas utiliser afin 

d’étudier l'exposant Lyapounov )(k caractérisant la densité spectrale )(kC  
et la distribution des 

ondes du condensat en expansion )(kD . A cette fin, nous allons étudier ces fluctuations quantiques 

dans le champ de speckle en utilisant le modèle de la théorie auto-cohérente, qui peut être 

considéré comme une extension de la théorie d’échelle.  

Considérant qu’une onde de matière se déplace d’un diffuseur de position r  à un autre de position 

1r  pendant un certain temps t  a une probabilité de ),,( 1 trrP . La transformation de Fourier de cette 

probabilité s’exprime en fonction du produit des fonctions de Green retardée et avancée comme 

suit :  

),,(),,(
2

),,( 11
3

2

1 






 rrGrrG

m
trrP AR                          (IV.14) 

L’équation de la probabilité n’est valable que pour les très basses fréquences, où la pulsation   est 

très petite devant la largeur du paquet d’onde en unité de l’énergie  L . De plus, leur calcul est 

possible uniquement pour un faible désordre, où la conductance du matériau est élevée. Dans ce 

cas, l’équation de la probabilité s’exprime dans le régime diffusif dP  pour un temps longs et une 

grande distance comme suit :  

rB

d
Di

rr
trrP








 )(
),,( 1

1                                           (IV.15) 
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Avec, BD est le coefficient du diffusion et est définie par : lvDB
3

1
 , où, mkv / est la vitesse 

de l’onde de matière et l  est le libre parcours moyen.  

En appliquant la transformation de Fourier sur l’équation (IV.15), la probabilité dP  
s’exprime dans 

le régime diffusif comme suit :  

2

1
),(

qDi
tqP

B

d





                                             (IV.16) 

Avec, 1rrq  . 

L’équation (IV.16) décrit la diffusion de l’onde de matière dans un potentiel désordonné à N  

diffuseurs pour les temps longs. Comme nous avons vu dans les chapitres précédents que la 

propagation de l’onde de matière s’arrête, où les atomes froids localisent dans le champ de speckle, 

à cause des interférences entre les trajectoires de diffusion. Pour une localisation faible, le 

coefficient de diffusion BD  diminue vers zéro mais ne s’annule pas  0BD . Dans ce cas, le 

coefficient de diffusion BD  
peut être normalisé à une valeur  D comme suit:  

    23

3

2/13

2 1

22

21

)(

1

qDi

qd

DmDD BBB 
  






                                (IV.17) 

Le deuxième terme dans l’équation (IV.17) décrit le phénomène de rétrodiffusion, où les ondes de 

matière diffusées reviennent au voisinage de ses positions initiales.  

L’équation (IV.17) ne peut pas l’appliquer dans une localisation forte. A cette fin, les chercheurs 

Vollhardt et Wölfle ont remplacé le coefficient de diffusion BD  de l’intégrale du deux terme par 

)(D , comme l’indique l’équation (IV.18). 

      23

3

2/13

2 1

22

21

)(

1

qDi

qd

DmDD
BB 



 
 


                         (IV.18) 

La simplification et le calcul d’intégral des équations  (IV.17) et (IV.18) nous permet d’étudier le 

passage localisé-diffusif dans le système désordonné tridimensionnels [Akr-20].  

IV.3.1  Etude analytique de la théorie auto-cohérente 

Dans cette partie, le modèle de la théorie auto-cohérente sera utilisé afin d’étudier le passage des 

atomes froids du régime localisé au régime diffusif dans un système tridimensionnels. Ce modèle 

est uniquement valable aux temps longs et aux grandes distances, comme l’indique l’équation 

(IV.19). 
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












l
q

1

1




                                                          (IV.19) 

Où,  est le temps de diffusion. 

Pour les systèmes désordonnés tridimensionnels, le modèle de la théorie auto-cohérente à une 

distance donnée dans le speckle Mq  s’exprime comme suit :  

     
dq

qDi

q

DmDD

Mq

BB
 



0
2

2

32/13

2

2

1

2

21

)(

1








                         (IV.20) 

En calculant l’intégrale du deuxième terme de l’équation (IV.20), le rapport entre le coefficient de 

la diffusion BD et sa normalisation )(D  devient comme suit : 

 

 
  








 M

MB

M

B

qL
LqDm

q

D

D





arctan

1
1

2

2
1

2/13

2
                           (IV.21) 

Avec, 





i

D
L




)(
. 

Afin d’assurer le caractère réel du propagateur, l’équation de la probabilité doit être égale à son 

conjuguée hermétique. Cette condition peut être exprimée comme suit :  

),(),( ***   qPqP dd                                                 (IV.22) 

D’un autre part, la condition définie dans (IV.22) peut être exprimée en fonction du coefficient de 

diffusion comme suit :  

),(),( ***   qDqD                                              (IV.23) 

Si la distance q  et la pulsation   sont des valeurs réelles, la relation (IV.23) implique que le 

coefficient de diffusion est réel. Par conséquent, la partie imaginaire de l’équation (IV.21) doit être 

égale à zéro, où 0
)(

Im 








BD

D 
. A cette fin, nous choisissons 

l
qM

3


 afin que la relation

BD

D )(
se 

devienne purement réelle. Pour ce choix de la distance Mq , la relation (IV.21) devient comme suit :   

 

 


















l

L

L

l

klD

iD i

iB 3
arctan

3
1

1
1

2










                                       (IV.24)   
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En utilisant les conditions définies dans (IV.19) et en appliquant la limite de la réciproque de la 

fonction tangente  2/)arctan(lim  xx , la relation (IV.24) peut être exprimée comme suit :  

 

   

 










BiB D

iD

klL

l

klD

iD 






22

4/273
1

1
1                            (IV.25) 

L’équation (IV.25) admet une solution réelle 
 

BD

iD 
dépendant uniquement sur le produit entre le 

vecteur de nombre d’onde k et le libre parcours moyen l   kl .  

A base de l’étude du critère d’Ioffe–Regel et les approches des valeurs de coefficient de diffusion 

dans les régimes des atomes froids dans le milieu désordonné, les solutions de   BDiD /  peuvent 

être définies dans la suite du chapitre [Akr-20, Yed-A-23, Yed-B-23].  

IV.4 Critère d’Ioffe-Regel 

La diffusion des ondes de matière dans un milieu désordonné est caractérisée  par un libre parcours 

moyen l  du même ordre ou plus court que la longueur d’onde , qui est définie par : k/2  . 

Les valeurs du produit entre le libre parcours moyen l  et le nombre d’onde k  peuvent être définies 

le critère d’Ioffe Regel, à savoir [Ski-10, Akr-20, Bel-16, Kai-20] : 

 Si 1kl  : Le nombre des ondes diffusées est supérieur au nombre des ondes localisées 

dans un milieu désordonné. Dans ce cas, le milieu désordonné  tridimensionnels est décrit 

comme suit :  

 Le régime du milieu devient régime diffusif ; 

 Le milieu devient faiblement désordonné ;  

 Les ondes de matière propagent dans le milieu désordonné sous forme des ondes 

Blocks ; 

 La conductance et la conductivité du matériau deviennent élevées ; 

 Le coefficient de diffusion devient positif ;  

 Si 1kl  : Le nombre des ondes localisées domine sur les ondes diffusées dans le milieu 

désordonné. Dans ce cas, le milieu désordonné  tridimensionnels est décrit comme suit : 

 Le régime du milieu devient régime localisé ; 

 Le milieu devient fortement désordonné ;  

 La fonction d’onde de matière décroit exponentiellement dans le milieu 

désordonné ; 

 La conductance et la conductivité du matériau deviennent basses; 

 Le coefficient de diffusion tend vers zéro mais ne s’annule pas ;  
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 Si 1kl  : Le passage localisé-diffusif est apparu dans le système désordonné 

tridimensionnels. Dans ce cas, le milieu désordonné  tridimensionnels est caractérisé par 

les grandeurs quantiques suivantes : 

 L’onde de matière a une énergie critique cE séparant le régime diffusif au régime 

localisé. Les ondes de matière ont un régime diffusif lorsque l’énergie de l’onde de 

matière est supérieur à l’énergie critique cE , tandis que ont un régime localisé 

lorsque l’énergie de l’onde de matière est inférieure à l’énergie critique cE  ; 

 Le milieu désordonné a un désordre critique cW et un nombre d’onde critique ck . 

D’après le critère d’Ioffe-Regel, les solutions de   BDiD / peuvent être définies selon les régimes 

des atomes froids dans le milieu désordonné tridimensionnels comme suit :  

A. Régime diffusif 

Dans ce régime, la longueur iL est infiniment supérieure que le libre parcours moyen lLi  , 

c’est-à-dire que le terme 
 iL

l3
dans l’équation (IV.24) tend vers zéro. Par conséquent, la solution de 

  BDiD /  s’exprime comme suit : 

 

 2

1
1

klD

iD

B




                                                 (IV.26)  

B. Régime localisé 

Dans ce régime, le coefficient de diffusion tend vers zéro et la longueur iL tend vers une valeur 

finie. Par conséquent, la solution de   BDiD /  est définie par la relation suivante: 

 
 2

loc

B

L
D

iD



                                               (IV.27) 

Avec, 
  2

12

3

kl

l
Lloc


  est la longueur de la localisation.  

C. Régime critique 

D’après le critère d’Ioffe-Regel, la valeur de kl  est proche de un  1kl . Par conséquent, la 

solution de l’équation (IV.25) devient comme suit : 

 









































3/1

3/13/2

4

27

2

3





BB D

l

D

iD

                                        (IV.28) 
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Le critère d’Ioffe-Regel peut être examiné en fonction du nombre et d’énergie de l’onde de matière 

en utilisant la relation suivante [Akr-20]:   

 







k

k

kG

kFk
kl

),(Im

,0
2




                                              (IV.29) 

La fonction  kF ,0  est définie comme suit :  

   
   

22

2

0

,Re,Re
1,,

k

kG

k

k
kGkF
























 
                             (IV.30) 

Pour les corrélations à courte portée, le déplacement des ondes de matière peut être négligé, qui est 

exprimée par la partie réelle de la self énergie et de la fonction de Green. Par conséquent, la 

fonction  kF ,0  s’exprime par la relation suivante : 

   kGkF ,Im2, 2
0                                                   (IV.31) 

Le critère d’Ioffe-Regel est utilisé afin d’estimer l’énergie critique de l’onde de matière mais il est 

insuffisant d’estimer avec précision l’énergie critique. A cette fin, nous proposons une autre 

technique à un meilleur résultat d'estimation que celui obtenu par le critère d’Ioffe-Regel [Kro-90, 

Gas-13]. 

IV.5 Modèle de la matrice de transfert quasi-1D 

Nous avons présenté dans la section précédente que la position critique qui sépare le régime 

localisé au régime étendu peut être calculée à travers la théorie auto-cohérente basant sur le critère 

d’Ioffe-Regel. D’après ce critère, l’énergie critique du passage localisé-diffusif est déterminée 

lorsque le produit kl est proche de la valeur un 1kl . Dans ce cas, il existe une infinité de nombres 

proches de un, c’est-à-dire que le critère d’Ioffe-Regel a un résultat d’estimation imprécis de 

l’énergie critique. A cette fin, nous allons utiliser le modèle de la matrice de transfert quasi-

unidimensionnel afin d’estimer la position de l'énergie critique ( cE ) et le désordre critique cW

[Bul-85, Del-14, Kro-90, Gas-13].   

L'approche de matrice de transfert du quasi-unidimensionnel a été utilisée pour étudier le modèle 

du passage des atomes froids. Cette matrice est plus appropriée pour étudier le comportement des 

ondes de matière dans le champ de speckle en calculant la longueur de la localisation locL  d'une 

grille en forme de barre de longueur quasiL  et de section carrée quasiquasi MM  , comme l’illustre la 

Figure (IV. 3).  
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Figure IV.3.  Représentation de la matrice de transfert quasi-unidimensionnel [Gas-13] 

 

L’évolution de la fonction d’onde de l’équation de Schrödinger peut être exprimée comme le 

produit de matrices de transfert quasi-unidimensionnel, pour lesquelles le système quasi-

unidimensionnel est divisé en L couches dans la direction longitudinale, avec ML  . Basant sur 

l’équation de Schrödinger, le model d’Anderson peut être exprimé sous la forme suivante :  

  mnmnmnmnmnmnmnmnmnmn VVVEV ,1
''
,1,,1,1,,,,1

''
,1 





                      (IV.32) 

Où, mn,
 
représente la fonction d’onde aux sites n et m , 

mnV , est le couplage par effet tunnel entre 

les sites  mn, et  1, mn , ''
,mnV est le couplage par effet tunnel entre les sites  mn ,1  et  mn, , 

mn, est l’énergie de site.  

L’équation (IV.32) peut être définie sous forme matricielle comme suit :  
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                        (IV.33) 

Où, nT est la matrice de transfert quasi-1D,  Mnnnn diag ,2,1, ,,   et  "
,

"
2,

"
1,

" , Mnnnn VVVdiagV  . 

IV.5.1  Etude analytique de la matrice de transfert quasi-1D 

Dans cette étude, nous établirons une relation décrivant la longueur de la localisation locL  en 

fonction de l’intensité du désordreW . Cette relation sera utilisée afin d’estimer la valeur de 

désordre critique cW .  

 M 

M 

L 

m+1 m m-1 

n-1 
n 

n+1 

Vi 

Ɛi 
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L’énergie de l’onde de matière   dans le système quasi-unidimensionnel peut être exprimée 

comme suit :  

Mn
M

n
tkt ynx ,.....2,1;

1
cos2cos2 







                             
 (IV.33) 

Où, xt et yt sont le transfert d’énergie vers le plus proche site selon les directions x et y . 

Les fonctions propres appropriées de la fonction de Schrödinger suivant la direction y peuvent être 

définies comme suit :  

  Mln
M
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M
yln ,.....2,1,;

1
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2








                                    (IV.34) 

D’après la matrice de transfert quasi-1D,  l’évolution de l’onde de matière dans le système 

désordonné devient comme suit :  
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A partir de l’équation de l’évolution de l’onde de matière définie dans (IV.35), l’inverse de la 

longueur de localisation s’exprime par la relation suivante :  
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En remplaçant 
M

mn mnT
,

2

,ln  par 
M

mn mnT
,

2

,ln  et en supposant que pour un désordre faible 

les coefficients de transmission sont proches de un et les coefficients de réflexion sont proches de 

zéro. Après le calcul moyen de potentiels aléatoires distribués uniformément ljV , , l’inverse de la 

longueur de localisation devient comme suit :  
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L’équation (IV.37) montre que la longueur de localisation dépend de la largeur du système quasi 

unidimensionnel M , du désordre et de l’énergie de l’onde de matière. En revanche, d’après les 
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auteurs D. Delande et G. Orso [Del-14,Gas-13], la longueur de localisation change de trois 

manières selon le régime des atomes froids dans le système désordonnée tridimensionnels, à 

savoir : 

 Régime diffusif : La longueur de localisation a une relation proportionnelle avec la largeur 

de quasi unidimensionnel M ; 

 Régime localisé : La longueur de localisation a une relation inversement proportionnelle 

avec la largeur de quasi unidimensionnel M ; 

 Régime critique : La longueur de localisation tend vers une  valeur constante. 

D’une part, la position de l'énergie critique cE peut être estimée quand la longueur de localisation 

tend vers une valeur constante, ou en utilisant le point d’intersection des courbes de la longueur de 

localisation locL  tracées en fonction de la largeur du système quasi unidimensionnel M [Gas-13]. 

D’une autre part, les auteurs Bulka et Kramer ont estimé  que la valeur critique du désordre cW  est 

obtenue lorsque la pente de la courbe de longueur de localisation  locL  atteint  la valeur zéro [Kro-

90, Bul-85]. 

IV.6 Résultats et discussion 

Dans ce paragraphe, nous passons aux calculs numériques afin d’étudier le passage localisé-diffusif 

des atomes froids dans un potentiel désordonné tridimensionnels, en estimant de trouver une valeur 

d'énergie critique qui sépare  le  régime localisé  du régime diffusif. En effet, la position de 

l'énergie critique a été estimée par les modèles proposés  dans le troisième et le quatrième chapitre. 

La simulation numérique est effectuée comme suit : 

 À travers la partie réelle du modèle SCBA, la fonction spectrale et la conductivité de 

Drude, nous chercherons de trouver la position de l'énergie critique et du nombre critique 

de l’onde de matière; 

  Ensuite, le critère d’Ioffe-Regel  est basé sur la théorie auto-cohérente sera utilisé afin 

d’estimer et de confirmer l'intervalle de la position de l'énergie critique obtenu dans la 

première estimation; 

 Enfin, le modèle de la matrice de transfert quasi unidimensionnel sera utilisé pour 

préciser la  position de l'énergie critique cE , l’intensité du désordre critique cW  et le 

nombre critique de l’onde de matière ck . 

IV.6.1 Estimation de l'intervalle de passage continu du régime diffusif 

Les résultats de la partie réelle de SCBA, de la fonction spectral et du Drude conductivité peuvent 

être utilisés afin d’estimer la position maximale de la bande edge et le nombre critique maximal de 

l’onde de matière illustrant l’intervalle du passage continu du régime diffusif. 
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A. Position maximale de la bande edge 

La figure (III.21) obtenue  dans le troisième chapitre qui montre que l'augmentation ou la 

diminution de l'énergie des ondes de matière peut diminuer ou augmenter la diffusion des atomes 

froids dans le speckle optique. Afin d’estimer la valeur maximale de l’énergie de l’onde de matière, 

où les atomes froids sont dans le passage continu du régime diffusif, nous examinerons la densité 

d’état dans le milieu désordonné. Après le point d’énergie maximale de l’onde, le système 

désordonné devient plus stable et le nombre des ondes diffusées ne change pas même si l’énergie 

de matière augmente, c’est-à-dire que la densité du système désordonné devient homogène. 

La Figure (IV.4) montre la densité des atomes diffusés dans le potentiel désordonné 

tridimensionnel. D’après le résultat obtenu, on observe clairement que les atomes froids atteints le 

passage continu du régime diffusif, où le nombre des atomes froids diffusés restera constant pour

 7 . Par conséquent, le passage continu du régime diffusif est obtenu pour  7 , ce que 

signifie que la position de l’énergie critique de l’onde de matière cE ,  qui contient les régimes de la 

localisation et de la  diffusion, est estimée entre 0
et 7

. En conséquence, la position maximale 

de l'énergie critique est confinée entre  7,0cE .  Ces résultats obtenus peuvent être justifiés en 

examinant le modèle de Drude conductivité.  
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Figure IV.4.  Densité des atomes diffusés dans un potentiel 

désordonné 3D.  

Figure (IV.5) illustre le résultat obtenu pour la conductivité du matériau en examinant le modèle de 

Drude conductivité. D’après la figure (IV.5), une relation proportionnelle entre l’énergie de l’onde 

de matière   et la conductivité   est obtenue, c’est-à-dire que l'augmentation de l'énergie des 

ondes de matière peut augmenter la conductivité des atomes froids dans le potentiel désordonné 

tridimensionnels. En fait, la conductivité du matériau peut atteindre le régime de stabilité pour
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 7 , ce qui signifie que la position de l’énergie critique de l'onde de matière cE est située entre 

0  et 7 . Ce résultat confirme le résultat obtenu dans la figure (IV.4) 
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Figure IV.5. Variation de la conductivité en termes d'énergie 

des ondes de matière. 

B. Nombre critique maximal de l’onde de matière 

D’après la figure (III.12) du troisième chapitre, le déplacement d'énergie k  diminue pour un 

nombre d'onde de matière inférieure à k1  )1( kk  et augmente pour un nombre d’onde 

supérieure à k1 )1( kk  . L’augmentation et la diminution de l'énergie de l'onde de matière 

indiquent l'émergence d'un état intermédiaire « mid-gap » représentant la mobilité edge du spectre. 

D’après les résultats obtenus, nous avons trouvés que les graphes du déplacement d’énergie en 

fonction du nombre d’onde sont intersectés au point égale à kk 2 pour différentes valeurs de 

l’énergie de l’onde . Par conséquent, la bande edge du spectre est confinée entre k0  et k2  pour 

n’importe quelle valeur de l’énergie de l’onde  , ce qui signifie que le nombre critique de l’onde de  

matière est confiné entre  2,0ck , où kkc 2max,  .  

IV.6.2  Estimation de l'énergie critique par le critère d’Ioffe-Regel 

La figure (IV. 6) montre le résultat obtenu par le critère d’Ioffe-Regel basée sur la théorie auto-

cohérente. Selon le critère d’Ioffe-Regel étudié dans la section (IV.4), l'énergie critique est obtenue 

lorsque la valeur du critère proche à un )1( kl . D’après la figure (IV.6), la valeur du critère d’Ioffe-

Regel pour le régime critique  1kl  correspond à l’énergie de l’onde de matière 1 . Par 

conséquent, la position de l'énergie critique dans le  potentiel désordonné tridimensionnel est 

proche de la valeur un 1cE . Cependant, la valeur de l’énergie critique estimée est imprécise car 

il existe d’infinité des nombre proches de un. A cette fin, nous allons examiner le modèle de la 

matrice de transfert quasi unidimensionnel pour prédire la valeur exacte de l'énergie critique.   
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Figure IV.6. Valeurs du critère d’Ioffe-Regel en termes de 

l’énergie des ondes de matière 

 

IV.6.3 Estimation les grandeurs critiques par la matrice de transfert quasi-1D 

A. Estimation de l’intensité du désordre critique 

La figure (IV.7) illustre les résultats obtenus dans la troisième simulation en examinant le modèle 

de la matrice de transfert quasi unidimensionnel détaillé dans la section (IV.5). Au début de la 

simulation, l’effet du désordre sur le comportement des atomes froids dans le système désordonné 

tridimensionnels est illustré en calculant la densité d’états de la longueur de localisation. De plus, la 

valeur du désordre critique cW est calculée en traçant les graphes de la longueur de localisation en 

fonction de la largeur de quasi unidimensionnel M avec des valeurs variables du désordreW , 

comme le montre la Figure (IV.7).  D’après les auteurs Bulka et Kramer [Bul-85], la valeur critique 

du désordre cW  est obtenue lorsque la pente de la courbe de longueur de localisation est proche de 

zéro. À cette fin, l'équation de la longueur de localisation définie dans (IV.37) sera étudiée 

numériquement dans cette simulation avec les mêmes paramètres que l'article de recherche de 

Bulka et Kramer [Bul-85].  

Selon le résultat obtenu sur la figure (IV.7), une relation proportionnelle inverse entre la longueur 

de localisation et l’intensité du désordre W est obtenue, c’est-à-dire que l'augmentation ou la 

diminution de l’intensité du désordre W  entraîne une diminution ou une augmentation de la 

longueur de  localisation LL , respectivement. Par conséquent, la localisation des atomes froids 

dans le champ de speckle a une relation directe avec l’intensité du désordre, et a une relation 

inverse avec la pente de la longueur de localisation. Pour cela, les auteurs Bulka et Kramer a prédit 

que le passage critique des atomes froids dans le potentiel désordonné peut être obtenue lorsque la 

pente de la longueur de localisation égale à zéro. D’après la Figure (IV.7), on voit clairement que la 
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pente de la courbe de longueur de localisation atteint une valeur proche de zéro à 2.0W . Par 

conséquent, la valeur critique du désordre est estimée à proche de 2.0   2.0cW .   
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                                                   Largeur de quasi-1D M   

Figure IV.7. Effet de l’intensité du désordre sur la 

longueur de localisation  
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                                                                        Désordre W  

Figure IV.8. Densité de la longueur de localisation en 

termes de l’intensité du désordreW . 

 

B. Estimation de la position de l'énergie critique 

Dans cette partie, la variation de l’intensité du désordre W  en fonction de l'énergie de l’onde de 

matière  est présentée sur la figure (IV.9). D’après la figure (IV.9), deux états peuvent être 

distingués selon la variation de l’intensité du désordre W : 

 État 1 : Pour   95.0 , l’intensité du désordre W diminue lorsque l'énergie des ondes 

de matière augmente, ce qui signifie que la localisation des atomes froids va diminuer 

comme nous l'avons expliqué précédemment. Par conséquent, les atomes froids peuvent 
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être considérés dans le régime localisé, qui se trouve au-dessous de la valeur critique du 

désordre 2.0
c

W  ;   

 État 2 : Pour   95.0  , l’intensité du désordre W  augmente lorsque l'énergie des ondes 

de matière augmente, ce qui signifie que la localisation des atomes froids va augmenter. 

Par conséquent, les atomes froids peuvent être considérés dans le régime diffusif, qui se 

trouve au-dessus de la valeur critique du désordre 2.0
c

W  ;   

A partir des deux états ci-dessous, les valeurs critiques de l'énergie de l’onde de matière cE et du 

désordre 
c

W peuvent être estimées par 95.0
c

E et 2.0
c

W , respectivement. Ces valeurs 

critiques séparent entre les régimes localisé et diffusif.
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Figure IV.9. Intensité du désordre en termes de l’énergie de l’onde de 

matière illustrant la position de l'énergie critique dans un potentiel 

désordonné 3D. 

Figure (IV.10) illustre la variation des coefficients de localisation LLC et de diffusion DC en 

fonction de l’énergie de l’onde de matière . D’après la figure (IV.10),  le coefficient de 

localisation diminue pour
c

E , ce qui signifie que les atomes froids sont dans le régime 

localisé, tandis que le coefficient de diffusion augmente pour
c

E , ce qui signifie que les 

atomes froids sont dans le régime diffusif. Par conséquent, on peut conclure que la position de 

l'énergie critique est estimée par une valeur de 95.0  95.0
c

E . Ce résultat obtenu confirme le 

résultat obtenu dans la figure (IV.9).  
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Figure IV.10.Variation des coefficients de localisation et de 

diffusion autour de l’énergie critique  

C. Estimation du nombre critique de l’onde de matière 

La valeur critique du nombre d'ondes de matière ck  peut être déterminée en utilisant la valeur de 

l'énergie critique obtenue dans cette étude  95.0
c

E . À cette fin, la fonction spectrale  kA ,  

est tracée en termes de l'énergie de l'onde de matière  avec la variation du nombre  de l’onde de 

matière k . D’après la figure (IV.11), on observe que lorsque que l'énergie de l'onde de matière se 

rapproche de l’énergie critique, alors les atomes diffusés dans le milieu désordonné augmentent. De 

plus, il est clair que la valeur de l'énergie critique 95.0
c

E est corresponde à une valeur proche 

de k8.0 . Par conséquent, la valeur critique du nombre d'onde ck est estimée à k8.0   kkc 8.0 .
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Figure IV.11. Estimation du nombre critique de l’onde de matière ck  

en utilisant la position de l'énergie critique obtenue 95.0
c

E  .
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IV.7 Conclusion  

Le but de notre travail est de chercher l’intervalle du seuil de la transition d’un régime localisé vers 

un régime diffusif en utilisant l’approximation de Born. Pour cela, nous avons examiné la fonction 

spectrale et la conductivité de Drude pour prédire la position maximale de l'énergie critique et le 

nombre critique maximale de l’onde de matière. Les résultats obtenus montrent que la position 

maximale de l'énergie critique est confinée entre  7,0cE , et le nombre critique de l’onde de 

matière se trouve entre  2,0ck , où kkc 2max,  . Ces valeurs sont légèrement différentes par 

rapport à ceux trouvés dans la littérature. 

Dans la suite de notre travaille, nous avons essayé de s’approcher à la valeur de la position de 

l'énergie critique dans l’intervalle du passage continu du régime diffusif en utilisant le critère 

d’Ioffe-Regel. D’après le résultat de simulation de cette partie, montre que la valeur du critère 

d’Ioffe-Regel pour le régime critique  1kl  corresponde à l’énergie de l’onde de matière 

 1cE  indiquant un passage des atomes froids du régime localisé vers un régime diffusif. 

Nous avons aussi constaté que la valeur de l’énergie critique estimée par le critère d’Ioffe-Regel est 

imprécise, car il existe une infinité des nombre proches de 1.  Alors, nous avons utilisé la matrice 

de transfert quasi unidimensionnel pour valoriser notre travail. D’après le calcul la matrice de 

transfert, nous avons conclu que la longueur de localisation dépend de la largeur de quasi 

unidimensionnel M , du désordre et de l’énergie de l’onde de matière. De plus, nous avons trouvé 

qu’il existe une relation proportionnelle inverse entre la longueur de localisation et l’intensité du 

désordreW , ce qui signifie que l’augmentation de l’intensité du désordre va surmonter la 

localisation des atomes froids dans le système désordonné tridimensionnels. A partir de cette 

relation entre la longueur de localisation et le désordre, nous avons calculé l’intensité du désordre 

critique. En conséquence, nous avons obtenu que la valeur critique du désordre est proche de 2.0

 2.0
c

W  et la position de l'énergie critique est proche de 95.0   95.0
c

E . D’un autre 

côté,  le nombre critique de l’onde de matière est calculé en utilisant la fonction spectrale à la 

valeur de l'énergie critique obtenue. Enfin, nous avons trouvé que la valeur de l'énergie critique 

95.0
c

E  correspond à k8.0 . La valeur critique du nombre d'onde ck est proche de:

 kkc 8.0  confirme  le critère de Ioffe-Regel. 



Conclusion générale 

 

109 
 

Conclusion générale 

Dans cette thèse, nous avons étudié les propriétés d'un gaz d'atomes froids dilués soumis à un potentiel 

désordonné présentant une corrélation non gaussienne à basse température. Au cours de ces années de 

recherche, nous avons revisité certaines propriétés statistiques d'un potentiel optique, notamment sa 

distribution d'intensité diffusée, souvent appelée "figure de tavelure". L'analyse révèle que, leur 

apparence aléatoire, présentent certaines corrélations spatiales. En exploitant ces corrélations, il devient 

possible d'extraire des informations significatives des ondes dans le régime de diffusion multiple. 

Dans le cadre de l'approche théorique, nous avons utilisé l'approximation auto-cohérente de Born, 

valable pour un désordre faible. Nous avons dérivé des expressions analytiques pertinentes pour les 

fluctuations du condensat induites par le désordre, ainsi que les corrections associées entre 

l'approximation de Born au premier ordre et l'approximation auto-cohérente de Born. De plus, nous 

avons souligné que la compétition entre le désordre et les interactions place les atomes froids dans une 

situation critique. Cette situation critique émerge du fait que les atomes sont diffusés de manière 

multiple par les taches aléatoires du speckle, remettant en cause l’idée de perdre la propagation 

balistique. 

D’abord, nous avons procédé à une comparaison entre l'approximation auto-cohérente et 

l'approximation de Born, mettant en évidence les différences entre ces deux approches. À une énergie 

donnée, nous avons observé que l'approximation de Born engendre une force de diffusion plus 

significative, avec un spectre de diffusion plus étendu par rapport à l'approximation auto-cohérente. 

Cette variation s'explique par le dépassement des interactions au-delà de l'énergie de corrélation du 

potentiel aléatoire dans l'approximation de Born où les atomes bougent sous l'effet des interaction et ils 

sont moins sensibles au potentiel désordonné 

En revanche, dans l'approximation auto-cohérente, la force de diffusion est atténuée en raison des 

corrélations induites par le désordre, où certains atomes se trouvent piégés autour de ces corrélations. 

Ces résultats obtenus révèlent une légère divergence par rapport à ceux de la référence [Del-14], 

soulignant ainsi l'influence significative des paramètres énergétiques des condensats de Bose-Einstein 

sur le phénomène de localisation. . Par ailleurs, lors de l'examen de la conductivité de Drude, nous 

avons observé une variation monotone avec l'énergie de corrélation, soulignant considérablement 

l'existence d'une transition d’un régime localisé vers un régime délocalisé. Nos résultats révèlent que 

les corrélations sont responsables à la localisation de Bose-Einstein, cette localisation connues sous le 

nom de localisation faible, peuvent non seulement entraîner un déplacement des quantités mentionnées 
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dans la thèse, telles que le libre parcours moyen, la longueur de localisation et la durée de vie des 

condensats de Bose-Einstein, mais également influencer la position du seuil de mobilité. Le résultat est 

satisfaisant, car une modification de la position du seuil de mobilité suggère la possibilité de localiser 

davantage d'atomes, contribuant ainsi à atteindre la localisation d'Anderson. 

Perspectives 

Dans le même contexte, il existe un vaste domaine de recherche pour des travaux futurs sur la 

localisation d'Anderson de la lumière en 3D. Nos résultats ouvrent la voie à une application 

prometteuse consistant à étudier le rôle du milieu désordonné dans des conditions dimensionnelles et 

de contraste d'indice de réfraction sans précédent. Du point de vue expérimental, la localisation 

d'Anderson de la lumière en 3D pourrait être observée dans un milieu désordonné dense composé de 

petites sphères conductrices. Dans ce contexte, les photons subissent une marche aléatoire, tout en 

restant confinés par des interférences dans une région de taille finie. Cette situation diffère 

considérablement des études de propagation antérieures, permettant aux photons de parcourir des 

distances arbitraires dans un temps suffisamment long. Ces aspects ouvrent des perspectives intrigantes 

pour des explorations futures. 
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Annexe  

Transport des atomes froid dans le champ de speckle à 3D  

Le modèle de la self énergie nécessite un algorithme afin d'effectuer l'intégration fonctionnelle dans 

les équations (III.63) et (III.64). Cet algorithme est développé en utilisant la méthode numérique 

"Simpson" dans un code écrit en langage "Fortran 90". L’équation de la self énergie peut être 

définie comme suit :  
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D'autre part, l'intégration de la fonction est effectuée par une fréquence d'échantillonnage sf de 

1MHz. Pour cette étude analytique, la partie réelle de la self énergie " )),((Re k " est manipulée 

pour évaluer le déplacement d’énergie, tandis que la partie imaginaire " )),((Im k " est calculée 

pour étudier la diffusion des atomes froids.  

Les intégrations sont effectuées en utilisant la méthode de Simpson suivante : 
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Avec,   Nab /  est le temps d'échantillonnage. De plus, evenS  et oddS  représentent la somme des 

fonctions de sF_Imag  et de sF_Real  lorsque les valeurs du temps d'échantillonnage sont paires et 

impaires, respectivement. 

Les valeurs de evenS et de oddS   peuvent être données par l'équation globale ci-dessous: 
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Figure A.1. Algorithme de calcul de la self énergie.  
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"التوافقية المصيدة خارج البقع احتمالية في منخفضة حرارة درجات عند المادة لموجات المتعدد التشتت"    

 :الملخص 

 هذه . جسعىالنقل الكمي للذرات الباردة في المسحدامة الححدًات دراسة هو الدلحوراه لأطزوحة البحثي العملهذا من  الزئيس ي الهدف

 .دراسات رلاذ مناقشة ثمد العمل، هذا في .الأبعاد رلازي مخشخد حقل في الباردة الذرات اهخشار عمليةفهم  في المساهمة إلى الدراسة

 الكميات ثأرير فهم في ثحجلى الساهية أما .والمحعدد الفزدي ارشالاهخ حالات في المادة موجة سلوك بدراسة حعلقث ىولالدراسة الأ ا

 الحافة، حزلة ثقدًزفهي ثزثكز على  وبالنسبة للدراسة السالسة، .الأبعاد مضطزب رلازي هظام في المادة موجات اهخشار على الكمومية

 .المضطزب الوسط في المادة موجات اهحقال أرناء للاضطزاب الحزجة والشدة ، المادة لموجة الحزج والعدد

  .مضطزبة بصزية بقعة، اهحقال اهدرسون ، الحمزلز و الخشخد، الذرات الباردة، نقل الكميال :مفتاحية كلمات

« Diffusion multiples des ondes de matière à basse température dans un champ de speckle en dehors 

d’un piège harmonique » 

Résumé : 

L’objectif principal des travaux de recherche de cette thèse de doctorat est d’étudier les défis real dans le transport 

quantique des atomes froids. Cette étude cherche à comprendre le processus de la propagation des atomes froids 

dans un champ de speckle tridimensionnels. Dans ce travail, trois études sont abordées. La première concerne 

l’étude du comportement de l’onde de matière dans les cas de diffusion simple et multiple. La deuxième s’intéresse 

à comprendre l’effet des grandeurs quantiques sur la propagation des ondes de matière dans un système 

désordonné tridimensionnels. La troisième se focalise autour de l’énergie critique, du nombre critique de l’onde de 

matière, de l’intensité critique du désordre pendant la transition des ondes de matière dans le milieu désordonné. 

Mots clés : Transport quantique, Atomes froids, localisation-diffusion, transition d’Anderson, potentiel optique 

désordonné. 

« Multiple scattering of matter waves at low temperatures in a speckle potential 

outside a harmonic trap » 

Abstract: 

The research work of this doctoral thesis deals with the study of the sustainable challenge in the quantum 

transport of cold atoms. Indeed, the main contribution of this work is to study the scattering of cold atoms in a 

three-dimensional optical speckle. In this work, three studies are discussed. The first concerns the study of the 

matter wave behavior in the cases of single and multiple scattering. The second is interested in understanding the 

effect of quantum quantities on the matter waves scattering in a disordered three-dimensional system. The third 

deals with the estimation of the edge mobility, the critical number of the matter wave, the critical intensity of the 

disorder during the transition of the matter waves in the optical speckle. 

Key words: Quantum transport, Cold atoms, Localization-diffusion, Anderson transition, disordered optical 

speckle. 
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