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Avant-propos

Le présent polycopié porte sur les mouvements oscillatoires, les phénomenes de
propagation et les phénomenes optiques. Il est particulierement destiné aux étudiants
de deuxiéme année universitaire en sciences de la matiéere (SM), notamment en
licence de Chimie, concernés par le module "Vibrations, Ondes et Optique" a
I’université de Chlef. Ce document rassemble toute la matiere des notes de cours,
ainsi que quelques exercices corrigés. Il a été préparé pour atténuer le maximum les
difficultés inscrites dans le langage scientifique tout en conservant la rigueur exigée.
Par ailleurs, il donne a I'étudiant des points de repere et les bases fondamentales de la
physique.

Ce polycopié est structuré en huit chapitres :

La premiéere partie (chapitres 1 a 4), traite des vibrations mécaniques en se
concentrant sur les oscillateurs linéaires, leurs conditions d’oscillation et le
formalisme de Lagrange. Elle aborde les notions de degré de liberté et de
coordonnées généralisées, en se limitant aux oscillations linéaires de faible
amplitude. L’étude porte sur des systéemes a un ou deux degrés de liberté, dont les
équations de mouvement sont linéaires, permettant d’analyser des phénomenes
comme la résonance et d’examiner les vibrations libres et forcées, avec ou sans
amortissement.

La deuxiéme partie (chapitres 5 et 6) est traite des ondes mécaniques en introduisant
les notions fondamentales de leur propagation. L’¢tude commence par les ondes
transversales sur une corde, abordant I’équation d’onde d’Alembert, la solution
sinusoidale, la vitesse de I’onde et de la particule, ainsi que I’impédance. Elle se
termine par l’analyse des coefficients de réflexion et de transmission dans des
milieux finis. Enfin, les ondes élastiques dans les milieux continus et les ondes
acoustiques dans les fluides sont explorées.

Enfin, la troisi¢éme partie (chapitres 7 et 8) est porte sur I’optique géométrique et les
instruments d’optique. Elle traite de la réfraction, de la réflexion, de la dispersion et
de la formation des images, ainsi que de dispositifs tels que le prisme. L’étude inclut
également la construction des images dans un systeme optique centré pour mieux
comprendre les principes fondamentaux de 1’optique, tels que les dioptres, les miroirs
et lentilles minces.
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Chapitre |

Equations différentielles du second ordre & coefficients
constants

I. Généralités sur les oscillations

1.1 Définitions sur les vibrations

1.1.1 La vibration : est un phénomene oscillatoire d un corps en mouvement autour
de sa position d’équilibre. Ou C’est un mouvement de va-et-vient répetitif autour
d'une position d'équilibre.

Exemple sur d’oscillations:

E n
P »

a. masse ressort. b. pendule simple.  ¢. masse en fond d. circuit électrique
d'une vall¢e. oscillant.

& Vérification des conditions d’équilibres et de stabilité
Il existe deux types d’équilibre :

» Equilibre stable et instable : La condition nécessaire est que

0%Ep
dp?

2
9%E,

lp=o >0 Bt S| <0

1.2 Mouvement périodique

On appelle un mouvement périodique qui se répete identique a lui-méme a des
intervalles de temps successifs de méme durée T.

1.2.1 La période T : est défini comme suit

21
Ty = on mesure en seconde (S)
o




Ou wyest appelée la pulsation du mouvement.

1.2.2 La fréquence f, : c'est le nombre de période ou nombre d’oscillations par
seconde, et est mesurée en Hertz (Hz) ou s~ 1, est donnée par :

1w

N: = —=
fo T, 2m

1.2.3 La pulsation w,, : c'est le nombre de tours par seconde, mesuré en radian par
seconde (rad/s) est donnée par :

Wy = 27, fO
1.3 Mouvement sinusoidal

Sa loi horaire (équation du mouvement) est une fonction sinusoidale du temps écrite
sous les formes voir le Figure 1.

x(t) = X,, cos(wogt + @) ou y(t) =Y, cos(wot+ @)

( Xy ouYy, : amplitude , (m) toujour > 0 (positive)

wy: pulsation propre, (rd/ 5> >0

@:phase initiale alinstant t = 0s, (rd)
(wot + @): La phase instantané a l'instant t, (rd)
x(t) ouy(t): L'élongation ou la position a l'instant t
\ x(t) verie entre +Xet =X,

Figure 1 : Mouvement sinusoidale




Exemple : Les grandeurs caractéristiques d’une vibration harmonique sont :

Soit I’oscillateur harmonique dont I’équation est :
A
x(t) = 2.1072 cos (1007‘[t - —) (m)
2
Est de la forme : x(t) = X,,, cos(wyt + @),
Avec : X =2.102m, wy = 100n™, ¢ =—-2rd, N = f, =50z
T, = 0.02s
1.4 Coordonnées généralisées d’un systeme physique

1.4.1 Definition : On appelle coordonnées genéralisées le plus petit nombre de
coordonnées indépendantes (systeme holonomes) qui peuvent déterminer le
mouvement du systéme et le nombre de coordonnées généralisées est égale au degré
de liberté du systeme et on les note par : q4(t), g, (t), ..... q,(1).

Exemples :

Considérons un point matériel libre, la position de ce point peut étre définie par des
coordonnées cartésiennes (x, y, z) ou par les trois coordonnees sphériques (p, 8, @)
ou par les 3 coordonnées liées aux angles d’Euler (¢, 1, 8) et d’une maniére
génerale par trois coordonneées (q4(t), q»(t), g5 (t)) appelées les coordonnees
généralisées.

Les vitesses généralisées sont noté par : g, (t), g,(t), gs(t).

o
/




1.4.2 Degré de liberté : On deéfinit le nombre de degres de liberté N est le nombre de
mouvements indépendants d’un systéme physique (détermine le nombre d’équations
différentielles du mouvement.) et donnée  par la relation suivante :

d=N-r
d : Degré de liberte.
N : Nombre de coordonnées généralisées.
r . Nombre de relations reliant ces cordonnées entre elle.

Exemples :

s Systeme a 1d d | : Un disque de masse m et de rayon r, roule sans glisser sur
un plan horizontal.

Il'ya deux coordonnees géneralisées x et 8§ donc N = 2
x et 6 sont liées avec une relation: x = R.6 donc: r = 1.

Le nombre de degrés de liberttd=N—-r=2—-1=1dd|

— X

g

Figure 3: Systemealddl

s Systeme a2 d d |1 : voir le figure ce contre. On a 2 coordonnées généralisées x;
et x, donc N = 2 et x; et x, sont indépendant donc » = 0. Le nombre de degré
de liberttd=N—-r=2-0=2ddl.

} K mq k> mo> i3 |

Figure 4: Systemea2dd |

1.5 Représentation complexe

3.1 Rappel :




*- Soit un nombre complexe Z = x + jy forme algébrique, et
Z =r(cos 8 + j sin ) forme trigonométrique (en coordonnées polaires), ou
Z = re’? forme exponentielle.

*- On dit complexe conjugué de Z chaque nombre complexe de la forme :
Z*=x—jy=re P,

*-Module Z: r = ||Z|| = Vx2 +y2=/ Z Z*

*- Argument 0 : tan 6 = % =% = 0 =arg tan

*- Proportions trigonométriques :

X U
1

Exemples :

1/ Soit le mouvement x(t) = x, cos(3t + 5) trouver a I’aide de la représentation
complexe la vitesse x(t) et I’accélération X (t).

La solution :

x(t) = xg cos(3t +5) — x(t) = x,e/ G+

x(t) = 3x, cos (3t +5+ g) — x(t) = 3jx,e/Bt+> = 3xoej(3t+5+§) Carj = el
¥(t) = —9x, cos(3t +5) «— #(t) = —9x,e/Ct+>)

2/ Ecrire les nombres complexes sous la forme exponentielle, Z = re/®

Z=1+2j, Z=1,2=~1, Z=—j, Z=2+j, (14]2)(3+j4)

Solutions:  Z=1+2j, Module de Z: r=viZ¥2Z=+5
Argument 0 est tan 8 = %

2 .
tan @ :I:> 0 = arctan2 donc Z = \/5e/ arctan2




3T .TT

Deméme:1=¢/2", —1=¢e/2T=¢/", —j=¢l2 =72
1.6 Superposition des grandeurs périodiques :
1.6.1 Grandeurs sinusoidales de méme pulsation :
Soit les deux grandeurs sinusoidales :
x1(t) = acos(wt + ¢;) Et x,(t) = bcos(wt + ¢,)
On utilise la représentation complexe pour trouver X(t) = x,(t) + x,(t)
x1(t) + x,(t) = acos(wt + @) + b cos(wt + @,) = ae/@tTeD 4 pei(@t+e2)

X(t) — aej(plej(wt) + bej(pZej(wt) — (aej(pl + bej(pz)ej(wt) — Cej‘pej(wt)

= Ce/(@tH?) = C cos(wt + @)
C’est une grandeur sinusoidale de pulsation w.

e L'amplitude C:

C = ||ae’® + bel?z|| = J(aei®1 + bei®2)(ae=i®1 + be~i®2)

C =+/a? + b2 + 2ab cos(¢; — ¢;)
e LaPhase ¢:

Im(ae’®1 + be/?2) asing; + bsing,
Re(aei®: + be/¥2) ~ acos @, + b cos @,

tan =
Donc la superposition de deux grandeurs sinusoidales de méme pulsation @ est une
grandeur sinusoidale de pulsation @ .
1.6.2 Grandeurs sinusoidales de méme amplitude
Soit les deux grandeurs sinusoidales :

x1(t) = acos(w;t) et x,(t) = acos(w,t)

w;— w w,t+w
X(t) = acos(w,t) + acos(w,t) = 2acos (% t) cos <% t)

La superposition de deux grandeurs sinusoidales de méme amplitude est une grandeur
sinusoidale a amplitude modulée si les deux pulsations sont différentes.




1.6.3 Grandeurs sinusoidales quelconques :

La superposition de deux grandeurs sinusoidales de pulsations différentes w; et w,
ne sera une grandeur périodique que si le rapport entre leur périodes est un nombre
rationnel: % = % =T =mT; = kT, <

2

Exemple :

Soit les deux grandeurs sinusoidales : x;(t) =6cos(5t+3) et x,(t) =
3cos(7t + 4)

La superposition de x, (t) et x,(t) est : X(t) = x,(t) + x,(t)

T k 2m/s 7 T L.
Comme 2 =X =285 7 , c’est une grandeur périodique de période
T, m 21 /7 5

T =mT, = kT, = m(Q2n/5) = k(2n/7) = 21 (5)

1.7 La repreésentation de Fresnel :

La représentation de Fresnel est la version géométrique de la représentation
complexe. On associe a cette grandeur un vecteur tournant dit de Fresnel dont les
caracteéristiques sont les suivantes :

> sa vitesse de rotation est égale a w.

> sa norme est égale a I'amplitude de la grandeur sinusoidale.

> l'angle par rapport a I'origine des phases est égal a la valeur instantanée
(wot + @) de la grandeur sinusoidale.

Par exemple :

A cos(wt + @) A cos(wt + ) + A’ cos(w't + @)

Figure 5 : La représentation de Fresnel
On se trouve :

x(t) = Acos(wt + ®) + A’ cos(w’' t + ®') = A; cos(w,t + P,)




1.8 Séries de Fourier :

On montre mathématiquement que toute oscillation périodique se décompose en une
somme d'oscillations harmoniques (décomposition de Fourrier). Pour simplifier
I'étude, L'oscillateur est dit anharmonique Pour des petites variations est définie par

ft) =a,+ Z a, cos(nwt) + Z b,, sin(nwt)
n=1 n=1

Ou
*- a,, a, etb, sontappelés les coefficients de Fourier.

*- Lapulsation o = % est appelée la pulsation fondamentale.

*- Les pulsations supérieures nw (multiples de w) sont appelées les harmoniques.

*- Les coefficients de Fourier sont définis par:

ag == [ f(®)dt, a, == [ f(t) coswt) dt , b, == [ f(t) sin(nawt) dt

T

Exemples de fonctions périodiques :

_ (1 si te [0,1]
f(t)_{o si t€ [1,2]

On peut déduire la période du graphe T = 25,0 = ? =mnrd/s, les coefficients de
Fourier de cette fonction sont donnés par :

T 1
1 1 1.1
ao=7jf(f)dt=zjdt=§[t]o=z
0 0

1

_ 2 ‘ _ 2 _ 1 -
a, = Tf f(t) cos(nwt) dt = EJ cos(nmt) dt = — [sin(mnt)]; =

2 ( . 2 ( . 1 )
b, = Tf f(®) sin(nwt) dt = E_f sin(nwt) dt = - [cos(mnt)]5 =
0 0

1 — cos(mn)

nm




2 - -
— sinimpair 2k+ Dm
nm

b, =

)

{ 0 sinpair 2

La fonction f(t) s’écrit : Sin impair, alors

1 o0
f(t)=§ kZ 2kt D sink+ 1) mt

11. Equation différentielles du second ordre & coefficients constants

1.9. Solutions d’équations différentielles de second ordre a coefficients
constants:

1.9.1 Solution générale d’équation homogene (sans second membre)
* Si I'équation différentielle du mouvement de la forme :
X+ we?x=0....(11)

du second ordre sans second membre alors la solution générale x(t) sous la forme
complexe est de la forme : x(t) = Ae™ ou de la forme x(t) = A sin(wyt + @) ou
x(t) = Acos(wyt + @), Ou A, ¢ sont coefficients a déterminer par les condition
initial.
* Si I'équation différentielle du mouvement est de la forme :

X+ 2%+ wix=0... (1.2)
Avec A : coefficient d’amortissement et wgla pulsation propre.

On recherche a 1’équation caractéristique r? + 2Ar + wi = 0 et on calcul le
discriminant A’ tel que A’= A% — w§, on distingue 3 cas pour la solution.

1°" cas

rn=—-1—A% -}
T, = =+ 1% — w}

SIAN>0=21>w,=> { , alors la solution générale de cette

équation est :

A2—wdt —//12— Zt
x(t) = e M (Ale 0 4 e @0 >




x(t) = Aje™t + A,e™t, Le systéme est appelé régime apériodique (fortement
amorti). Voir figure 6,

Figure 6: Régime apériodique
2°™ cas :

SiA,=O$/1=(UO =

La solution s’écrit comme suit
X(t) == e_lt(Alt + Az)

ou A, A, a déterminer par les conditions initiales. Le systeme est appelé critique
régime ou I’amortissement est critique. Voir figure 7.

Figure 7: Régime critique
3*™ cas ;

Si A'< 0= 1< w,=ilya2solutions complexes

Jn:—l—j /wg—)@:—/l—jwa
|2 =-24+] /wg—/lzz—l+jwa

La solution générale s’écrit :




x(t) = Ce ™ cos(w,t + @)

Avec w, = /s — A2 : est appelé pseudo pulsation. tel que 4, C et ¢ sont des
constantes a déterminer par les conditions initiales, T, = i—” le regime est appelé

pseudo période ou I’amortissement est faible amplitude (faiblement amortie). VVoir
figure 8.

Figure 8: Régime pseudo période
1.10 Equations différentielles avec second membre:
Nous etudiant les equations comme suivantes :

¥+ 2Ax% + wix = AgcosQt  ou ¥+ 2% + wix = Ay sin Qt

Donc I’équation différentielle de mouvement s’€crit sous la forme :
x+mx+mx—mcosﬂt S G+ 249 + wiq = A(t) (1.6)

C’est une équation différentielle du second ordre linéaire non homogene a
coefficients constants avec second membre.

Avec :

1.10.1 Solution d’équation différentielle du mouvement
La solution générale de cette équation Elle admet deux solutions :

* Une solution de 1’équation sans second membre : solution homogene Xy (t).




= Une solution de I’équation avec second membre : solution particuliere Xp(t).
La solution totale ou générale est :
X,(t) = X(t) = Xy (£) + Xp () (1.8)
1.10.2 Solution homogéne (La solution transitoire)

Nous avons déja étudié I’équation sans seconde membre (systéme oscillateur
harmonique amortie)

Pitili+5ix=0 o #+20x+wix=0
m m

U
r2+2Ar+wi =0

N = 21?2 — w?
On distingue trois cas suivant le signe du discriminant réduit.
A'>0 = 1> w, Lesysteme est fortement amorti
A'<0 = A< w, L’amortissement est faible
A'=0 = 1= w, L’amortissement est critique
La solution de I’équation différentielle est de la forme :
Xy () = A'e ™ cos(w,yt + @) (1.11)

Avec : w, = +Jwf — A%  pseudo-pulsation, on dit que le systémme & un mouvement
oscillatoire amortie correspond a un régime transitoire, (en régime libre dans le cas des
oscillations faiblement amorties).

Remarque :

1/ La solution générale de I’équation sans second membre correspond a un régime
transitoire (qui ne dure qu’un certain temps).

2/ Si A < w,y : la limite de X, (t) est toujours nulle quand t tend vers I’infini:

t > 40 = (DG =
La solution homogéne devient négligeable devant la solution perticuliére (le regime
permanent ou la solution permanente, ou régime stationnaire).

La solution générale devient :

Xg(t) = X(0) = Xp(t)




Fa

o

Figure 9: Régime amortie (transitoire).

1.10.3 Solution particuliére d’un second membre

Xp(t) : est la solution permanente (stationaire) de I’équation nonhomogene avec
seconde terme F(t). alors la solution particuliere X, (t) sera une fonction sinusoidale de

méme pulsation Q , si F(t) est une fonction sinusoidale de pulsation €, la solution elle
est de la forme :

Xp(t) =Acos(Qt+ @) ou Xp(t) = Asin(Qt+ )
On trouve A et ® a I’aide de la représentation complexe comme suit :

F(t) = fycosQt —  fye/™

qp(t) = Xp(t) = Acos(Qt+ D) —qp(t) = Xp(t) = Ae)(Qt+®)

Xp(t) = Ae/®elf

Xp(t) = Ae™

Avec : A = Ae/®

On calculs X, (t) et X,(t)

dXp(t)

Xp(t) = gp(t) ==




a k
X+—x+—x =&cosﬂt =AgcosQt & {+ 214+ wiq = A(t) = Ay cos Qt
m m m

Telle que :

Déterminer les grandeurs A et @ revient a chercher le module de 1’amplitude
complexe.

(1.6) devient I’équation :
G+ 204 + wiq = A(t) = Aye’
Aprés remplacement : Xp(t), X,(t) et X,(t), on trouve :
(—Q%2A + 20Q A + wi A)e/ = Aye/™
On divise sur "e/" et on trouve:
(—02 + 240 + wi)A = A,

A= 4o = AeJ®
—  (wg—Q%)+j220

e Calcul de ’amplitude A

L’amplitude du mouvement est donc :

4ol
(w5 — Q%) +j220 ||

A=|é|=

Ao

A

w3—02)2+42202?
0

La phase (déphasage) @ du mouvement entre q(t) et F(t) est donner par:

Ao

A= = Ael®
= (wi-02)+j220

On a

Le conjugué de cette équation est la suivante :
A= Ao
= (wg—-02)—j220

= Ae_jq)

Nous multiplions la formule de A a I’'nversé et on trouve :




Ao [(w§ — Q%) — j220]
k
[(w§ — Q%) +,220]  [(w§ — Q%) — j220]
Ag(w§ — O%) — Ay (j2AQ) — Aei®
(WE — 02)? + (240)?2
(@2 —02)2 + (2A0)2 7 (wf — 02)2 + (24902

= Ael?®

A:

A:

e Calcul la phase ®@

220
® = arc tan @7-d)
Donc la solution en régime permanant est :

Xp(t) = qp(t) = Acos( Qt+ @)

Ag

210
COS ( Nt+arc tan(gTw%))

Xp(t) =

J (0%-02)2+42202

En cas la solution homogene négligeable pas, la solution générale est donner par :

X, = A’e ™ cos(w,t + @) + Ao cos(!)t+arc tan%) ... (1.20)
J(w5—92)2+4,1292 (2%~wp)

(1.21)

Exerces et solutions :

Trouver la solution de chacune des équations différentielles suivantes. 5% + 3x =0,
3k +5x+4x=0,2X+6x+2x=0,2%X +V48x + 6x =0

Solutions : on a

a.5¥+3x=0 i+ %x = 0. L’equation est de la forme ¥ + wix = 0 avec w3 = %




La solution général de 1’équation est de la forme : x(t) = A sin <\E t+ @) ou

x(t)=Acos<\/§t+®>

b.3¥ +5x+4x =0 @5&+§9’c+§x = 0. L’equation est de la forme
5é+2/1x+a)(2)x=0avec/1=§etw§ =§.

Puisque A2 — w? = — g < 0, La solustion general de 1’quation est de la forme :

x(t) = Ae~3 cos <\/§t + Q)).

C.2X +6x+2x =0 X+ 3x +x = 0. L’equation est de la forme

5é+2/1x+a)§x=0avec=§,a)3=1

. 5 . .
Puisque A2 — wg = - > 0, La solustion general de I’quation est :

x(t) =e \/2— “(A,e \f + Aye \[)
d. 2% +V/48% + 6x =0 < #% +12x + 3x = 0. L’equation est de la forme
X +2A% + wix = 0avec A =3 et w3 = 3
Puisque A2 — w? = 0, La solustion general de 1’quation est: x(t) = e~V3t(4, + A,t).

Ou les quantités ¢, A, A;, A, sont déterminées des conditions initiales.




Chapitres 11

Oscillations libres des Systeme a un degré de liberté

I. Oscillations non amorties
2. Oscillateur linéaire

2.1 Equation différentielle du mouvement

Le calcul de I’équation du mouvement pour un systéme conservatif peut étre
déterminé par trois méthodes :

La loi dynamique de Newton( PFD):

f Représente I'ensemble des forces appliquées a I'objet, @ son accélération et m
est la masse de solide.

Principe de la conservation d’énergic mécanique (totale):
_ dEp
Er=E.+E, >—I=0
Ou E. Repréesentent 1’énergie cinétique du systéme et E,, 1’énergie de potentiel.
Formalisme de Lagrange (méthode de Lagrange-Euler):
On definit la fonction de Lagrange

L’équation d’Euler-Lagrange pour un sSystéme conservatif est donnée

comme sulit:
26 -(Gr)=0 i=1,.
L : Fonction de Lagrange ou Lagrangien.
T : L’énergie cinétique du systeme.
U : L’énergie potentielle du systeme.
q; - La coordonnée généralisée.
q; . est la vitesse généralisée du systeme.

L’équation d’Euler-Lagrange pour un systeme non conservatif (systéme
dissipatif) est donnée :

d (0L

oL 2 . .
— (a_qi) — (a_ql-) =Y fext 1=1,..n, entranslation




%(;_;i) - (:_;) = ZM/A(f;xt) i =1,..n, enrotation

Ou f,, - sont les forces extérieures appliquées au systeme.

M/A(fext) . sont les moments extérieurs appliques au systeme.

Dans ce cas les forces ne dérivent pas d’un potentiel
» Pour un mouvement unidimensionnelx, I’équation de Lagrange s’écrit :
4(2)_ (%) -
dt \ox ox
» Pour un mouvement rotationnel, 1’équation de Lagrange s’écrit :
(58) ~ (3)
dt \ae 260/
2.1.1 Oscillateurs harmoniques

o Exemple de ressort-masse (Pendule élastique vertical) voir le figure 1

kx

X1

—— X2 m

‘ m };- - |
Position

d’équilibre .«

v X

Figure 1 : Pendule élastique vertical

L’¢énergie cinétique s’écrit :

Le Lagrangien du systéme s’écrit sous la forme:




oL . d
a =mx — =
03 > (5-(6)=0

ox

=>mi + kx =0, On divisant par m on trouve

. k
X+—x =0 =
m

C’est une équation différentielle du second ordre son solution générale sous la forme
x(t) = Asin(wygt +¢) Ou x(t) = Acos(wyt + @)
Ou A, ¢ sont coefficients a déterminer par les conditions initiales.

e Lapulsation propreest:  wy = %

e La période propre est : T, = Zn\/%

2.1.2 Pendule simple

Un pendule simple est constitué comme le montre la figure 2.

W

h(2°™€ cas)

I‘r-

Figure 2 : Pendule simple
L’énergie cinétique du systeme :

Les coordonnées de systeme sont :




{lesin0=> x =160cosh
y =1cosd = y = 10sin b

V2 = %2+ y? = (16 cos 9)2 + (16 sin 9)2 = 1267
1 2 _1 292 _1
De (8) =4 T=Eme=5ml 0 =3/

OU j/, = ml?: est le moment initial.

2™ cas L’énergie potentielle du systéme est : U = mgh
I1 faut choisi repére pour calculer 1’énergie de potentiel, par exemple on
choisit comme origine des énergies potentielles (U(h = 0) = 0) I’axe (0'x"),
h devient
h=1-1cos6
L’énergie potenticlle devient :
U =mgl(1—cos8)
e Le Lagrangien du systeme s’€écrit sous la forme:

L=T-U-= %mlzéz —mgl(1 — cos 6)

d (6L ..

——) = 2
= aé> MIZG e (12)

oL
(%> = —mglsing .................(13)

(12) — (13) » mi?6 + mglsin® = 0
On utilisé ’approximation suivante : sinf ~ 6
D’ou

ml?6 + mglsing = 0
On divisant par ml? on trouve :
6 + m% =

Est une équation différentielle linéaire de second ordre a coefficient constant sans
second membre de la forme
0+ wi6 =0




Est sa solution de forme :
0(t) = 0, sin(wyt + 0) (2.17)

Avec

o Wy = \E . Est la pulsation propre d'un pendule simple.

1" cas : En cas Si on prend la référence (le repére) comme origine des

énergies potentielles (U(h = 0) = 0) ’axe (O x ), h devient :
L’énergie potenticlle devient :
U= —-mglcos®

Lagrange devient :
L=T-U =%m1292 + mgl cos 6

d (oL .
dt \oe

(aL)-— Isin 16
30) = mglsin@ ... .............(16)

(15) — (16) » mi?6 + mglsin® = 0

sinf = 0

Cas des faible oscillations, les angles sont tres petits on a :{COS o~1-2
2

Donc
ml?6 + mglsin6 = 0, on divisant par mI? on trouve :
é+m% = (2.20)

De méme 1’équation précédente, c’est une équation différentielle de la forme
6+ w20 =0

Est sa solution de forme :
0(t) = 0, sin(wyt + @)

2.1.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement




L’équation différentielle du mouvement est de la forme :
¥ —wix =

C’est une équation différentielle du second ordre sans second membre dont la
solution sous la forme complexe est de la forme : x(t) = Ae?t ou de la forme

x(t) = Asin(wyt + @) Ou x(t) = Acos(wyt + @)
Ou A, ¢ sont coefficients a déterminer par les conditions initiales.
2.1.4 Oscillations électriques

On considere un circuit électrique (L, C) parcouru par un courant i(t) représenté par a
figure 3 ci-contre :

Figure 3 : Circuit (L, C).
2.14.1 Equation différentielle du (LC)

A I’aide de la loi des mailles du Kirchhoff, le bilan de tension s’écrit comme suit :

dl(t)

L + = f i(t)dt =0

En divisant par L, nous trouvons 1’équation du mouvement qui s’écrit :

dl(t)

—j (t)dt =0 ... v e.e ... (2.26)

Ou : i(t) le courant pendant un temps dt apporte une charge dq:

P
(t)_ﬂ:q(t)_ j i(Odt et ;(tt)= dqt(zt)




(2.26) Devient :

2
a0 L L a)=0 © G+ w2q(t) =0

dt? Lc

On remarque que cette équation est équivalente a I’équation d’un mouvement
oscillatoire harmonique.

G(t) +—q(t) = 0

Wo =
To == Zﬂ'\/E

La solution générale de I’équation pour des oscillations faible s’écrit:

La pulsation propre et la période propre comme suit:

q(t) = Acos(wyt + @)

2.1.5 Analogie entre le systeme mécanique et le systéeme électrique
(électromécanique)

Systéme mécanique Systéme électrique

Déplacement : x(t) q(t): Charge électrique

Masse : m L: Inductance de bobine

Constante de raideur :  k 1/c:  Inverse de la capacité

I1. Oscillations libres des Systeme amorties a un degré de liberté
(1.D.D.L)

Dans cette partie on doit tenir compte de I’influence de la force de frottement
visqueuse proportionnelle a la vitesse des oscillations du systeme.

2.2 Force d’amortissement

Un systéme soumis a un frottement est dit amorti. Le frottement le plus simple est le
frottement visqueux. Le frottement visqueux est de la forme :

f= —aV ou f, = —aq

Avec « : est le coefficient de frottement et IV : est la vitesse du mobile ou particule.




fq :la force de frottement visqueux, q : la coordonnée généralisée du systeme et g : la
vitesse géneralisée du systeme.

En mécanique, I'amortisseur est schématisé par:

cx

2.2.1 Equation difféerentielle du mouvement (Equation de Lagrange)

S'il existe un frottement f, = —aq, I’quation de Lagrange devient

d(aL) (aL)_ wi =1 .m
dt \odq; aq; o q o

On deéfint la fonction dissipation D

_1 .2
D—Zaq

La force de frottement devient

L’quation de Lagrange dans une cordonnée géneéralisée q; s’écrit sous la forme :

=G+ @) - )
Avec

2.2.2 Exemle du systeme masse-ressort-amortisseur
L’¢étude de I’oscillateur amorti se fait de la méme fagon que précédemment mais en
ajoutant la force de frottement visqueux.

. o 1.
- ’énergie cinétique de lamasse m : T = S mx

, . .y 1
- I’énergie emmagasinée dans le ressort : U = Ekx

- La fonction de dissipation : D = %aa’cz

Lagrangienne s’écrit :




En remplacant dans 1’équation de Lagrange on aura : (22) + (24) —(23) =0

mi+ax+kx=0 = 5c'+15c+£x=
m m

C’est un équation différentielle du mouvement de systeme libre amorti est de la
forme :

G+ 21q+ a)(z)q =0
1 =-=: Facteur d’amortissement

2m

k :
wi = — Est la pulsation propre.

2.2.3 Résolution de I’équation du mouvement :

L'équation ¢ + 21g + wy?q = 0 est une équation différentielle linéaire du second ordre
a coefficients constants sans second membre.

x(t) = Ae™ : est une solution de cette équation différentielle. En injectant ceci dans
L'équation § + 2Ag + w3q = 0 on obtient I'équation caractéristique :

{r2+21r+a)§ =0
Ae™ £ 0

Pour résoudre I'équation caractéristique il faut calculer son discriminant réduit

r2de™ + 2Arde™ + wide™ =0 =




A'= 2% — w}
On distingue trois cas suivant le signe du discriminant réduit.
1"cas: > —wi >0 = 1> w, Ou Q < 0.5 (amortissement important)

Deux solutions réelles pour I’équation caractéristique :

T =—1- /Az—a)g et 1,=-1+ ’/12—0)3

Le mouvement résultant est : q(t) = A;e™t + A,e™t

D’ou
qt) =e ’“(A e NVt

Le mouvement est dit aperiodique.

\."“‘.-—-——

00 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
temps (t)

2°™cas: A2 —ws=0 = A1=w, OuQ = 0 (amortissement critique), une solution

double pour 1’équation caractéristique :

Le mouvement résultant est :

q(t) = (A, + Ayt)e™

q(t) = (4, + Ayt)e™

Le mouvement est dit en régime critique.




o . .
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
temps (t)

F™cas:Sil2—wi<0 = 1< w, ouQ <0 (amortissement faible)

Deux solutions complexe pour I’équation caractéristique :

n=-A—j ,wg—lz et 1p,=—-A+] /wg—/lz

Le mouvement résultant est : q(t) = A;e™t + A,e™t
D’ou
q(t) = Ae " cos(w,t + 0)
Le mouvement est dit pseudo-périodique.
ou

Wg = | Wg—A? est appelé pseudo — pulsation.
T, = G est appelé pseudo — période.

w
a /w(Z)_/‘LZ

2 25 3 35 4 45 5
temps (t)

2.2.4 Décrément logarithmique :
C'est le logarithme du rapport de 2 amplitudes successives des oscillation amorties, pour

évaluer la diminution exponentielle de I’amplitude du mouvement pseudo-périodique.




En utilisant
q(t) = Ae ™ cos(w,t + @)

Car A'< 0 et w, = /wZ—A2. On trouve :

Ae~ At

0 =ln——=

Dégré de dissipation :

Constante de temps :

2.2.5 Oscillateur électrique:

un circuit oscillant (R. L. C) représentée ci-contre

\J /':
A I’aide de la loi des mailles du Kirchhoff, le bilan de tension s’écrit comme suit :
UL + UC' + UR = 0

di(t)
dt

L

+Ri(t) + = [ i(t)dt = 0




On divisant par L, on trouve :

di(t) + R

24t +—[i(dt =0

Avec : le courant i(t) pendant un temps dt apporte une charge dgq:

d di d?
i(t) :$: q(t) =fi(t)dt et ;(tt) = dci(zt)

(2.54) Devient :

d?q(t)
dat?

+24(®) +— q(®) =0
O S I
G0 + 740 + a0 =

G(t) +22q(t) + wiq®) =0

Cette equation est €quivalente a 1’¢équation d’un mouvement oscillatoire amorti
représentée comme sulit:

GO +74O+—q) =0 © x(H)+=x(E) +-x(t) =0 (2.55)

Wo = Lc

La pulsation propre et la période propre est donnée comme suit: T, = 2mvIc (2.56)
R

A=

2L
Pour des oscillations faibles, La solution générale de 1’équation s’écrit:

q(t) = Ae™* cos(w,t + @)
Remarque : Pour un amortissement critique, 1 = w,
La résistance critique est donnée par :
R=R.=2

2.2.6. Analogie entre le systéme meécanique et le systeme électrique
On obtient :




Systéme mécanique Systeéme électrique

Déplacement : x(t) q(t) : Charge électrique
Masse : m L: Inductance de bobine

Constante de raideur : k 1/c: Inverse de la capacité

Coefficient de frottement : « R: Résistance

2.2.6.1 Energie de condensateur :

L’énergie stockée dans le condensateur d’une capacité C a un instant t est donnée
par :

Ec(t) = 3Vq(t) = 354°() = 55 45cos? (gt + 0) (2.59)

2.2.6.2 Energie de la bobine:

Pour une bobine d’inductance L
2

E () = %Ll = %L (dq_(t))

1 202
” - g0 sin (wyt + D)

~2c
Oou

2.2.6.3 Energie totale

Qui est donnee par :

Er(t) =E.(t)+ E.(t) = %q%(cos2 + sin?) = L




Chapitre 1i

Oscillations forcées amorties des systemes a un degré de
liberte

3.1 Définitions:

On définit une oscillation forcée, tout systéme en mouvement sous 1’action d’une force
extérieure pour compenser les pertes d’énergie d a I’amortissement, voir la figure.
Exemples : Systeme vibratoire a un seul degreé de liberté forcé et amorti

I—l x(0)

Figure 1: Systeme forcé et amorti

Pour étudier ce type d’oscillations, on considére un oscillateur harmonique amorti sur
lequel agit une force extérieure, qu’on appelle excitation de la forme sinusoidale:

F(t) = fycosQt ou F(t)=f,sinQt
3.2 Equation différentielle des systemes forces

Rappelons la forme générale de 1’équation de Lagrange pour les systémes a un degré de
liberté dans une cordonnée généralisée g s’écrit sous la forme :

% (2—2) + (Z_Z) - (3—2) = quext = F(t) En translation

% (2_2) T (2_2) - (Z—j) =2 Ms(fyex:)  En rotation

M/A(fqext) : Est le moment de la force appliquée [N.m] est égal fqext.L
L: Le bras du levier : est la distance droite d’action de la force.




3.2.1 Exemple de systeme masse-ressort-amortisseur
Dans la figure 1, la masse m est fixée a un ressort de constante de raideur k et un
amortisseur de coefficient a.

L’énergie cinétique de systemme : T = %ma’cz = %myz
L’énergie potentielle de systtmme : U = %kx2 = %ky2
La fonction de dissipation: D = %aa’cz = %ayz

La fonction de Lagrange :

L=T-U = L——l .2——1k2
mx X

- on ecerit: & (2L 4 (22 _ (2L) —
Formalisme Lagrangien s’écrit : — (ax) + (ax ) (ax) = F(t)

rd (6L> B
de\ox/)
oL )
Friaal R
oD
%
\F(t) = fy cosQt ... (4)

AX e e e e

M+B)—-2)=4) & mi+ax+kx=[fycosQt
a k
= X+—x+—x =&cosﬂt
m m m
Donc I’équation différentielle de mouvement s’€crit sous la forme :

i+2it+ox=Lcost o G+219+wig =A@ (3.4)

m

C’est une équation différentielle du second ordre linéaire non homogene a
coefficients constants avec second membre.

Avec :

A(t) = fn—(’cos Ot = Ay cos Qt




3.3 Solution de I’équation différentielle du mouvement
La solution générale de cette équation Elle admet deux solutions :

= Une solution de I’équation sans second membre : solution homogéne Xy (t).
» Une solution de 1’équation avec second membre : solution particuliere Xp (t).

La solution totale ou générale est :
Xy () = X(t) = Xy (t) + Xp(0)
3.3.1 Solution homogene (La solution transitoire):

Nous avons déja étudié 1’équation sans seconde membre (systémme 1’ooscilleur
harmonique amortie)

i+Zi+5x=0 © i+20%+wx=0
m m

U
r2+2r+wi =0

AN = 2% — w
On distingue trois cas suivant le signe du discriminant réduit.
A'>0 = 4> w, lesysteme est fortement amorti
A'<0 = A< w, "amortissement est faible
A'=0 = A= w, amortissement est critique
La solution de 1’équation différentielle est de la forme :
Xy (t) = A'e ™ cos(wyt + @)

Avec : w, =+ wf — A%  pseudo-pulsation, on dit que le systémme & un mouvement
oscillatoire amortie correspond a un régime transitoire, (en régime libre dans le cas
des oscillations faiblement amorties).

Remarque :

1/ La solution générale de 1’équation sans second membre correspond a un régime
transitoire (qui ne dure qu’un certain temps).

2/ Si A < w, : la limite de Xy, (t) est toujours nulle quand t tend vers I’infini:

t— 400 = e(—l).(+00) = 0
La solution homogéne devient négligeable devant la solution perticuliére (le regime
permanent ou la solution permanente, ou régime stationnaire).




La solution générale devient :
Xg(8) = X(t) = Xp(2)

Figure 2 : Regime amortie (transitoire)
3.3.2 Solution particuliere

Xp(t) : est la solution permanente (stationaire) de I’équation nonhomogeéne avec
seconde terme F(t). alors la solution particuliere X, (t) sera une fonction sinusoidale

de méme pulsation €, si F(t) est une fonction sinusoidale de pulsation €, la solution
elle est de la forme :

Xp(t) =Acos(Qt+ @) ou Xp(t) = Asin(Qt+ D)
On trouve A et @ a I’aide de la représentation complexe comme sulit :
F(t)=fycosQt —  f,e/¥
qp(t) = Xp(t) = Acos(Qt+ @) — qp(t) = Xp(t) = Ae/O+P)
Xp(t) = Ae P/

Xp (1) = Ael

Avec: A = Ae/®
On calculs X,,(¢) et X, (t)

. . dXp(t) . i
Xy (0) = 4p(0) = 229 = jager™

5 . _ad%xp(t) Q)
() = Gy (t) = 252 = —02Ae/™

Alor I’équation




a k
X+—x+—x =&cosﬂt =AgcosQt & {+ 214+ wiq = A(t) = Ay cos Qt
m m m

Tell que :

Déterminer les grandeurs A et @ revient a chercher le module de 1’amplitude
complexe.

(3.4) devient I’équation :
G+ 2Aq + wiq = A(t) = Age’™
Aprés remplagement de X, (t), X, (¢) et X, (¢), on trouve :
(—Q%A +24Q A + wi A)e/ = A,/
On divise sur "e/®" et on trouve:
(—Q2 + 240 + wi)A = A,

A= A = Ael®
=7 (02— 02) 4220

e Calcul de ’amplitude A

L’amplitude du mouvement est donc :

4ol
I(wg — Q) + 220 |

A=|A|=

Ao

A

w3—02)2+42202?
0

La phase (déphasage) @ du mouvement entre q(t) et F(t) est donner par:

Ao

A= = Ael®
— (w3-02)+j210

Ona

Le conjugué de cette équation est la suivante :
. Ao

A= = AeI®
— (0w -02)—j220

Nous multiplions la formiule de A a1’nversé et on trouve :




Ao [(wd — 02) — j220]

[(wZ —02) +j220]  [(@E — 02) — j29]

Ag(@f —0%) = 4,24 _
(w2 —Q2)2 4+ (2AQ)2

= Ael®

A:

(WF — 022 + (2202 7 (F — 02)% + (220)?
ImA 219
Red~ (i)

é:

tan® =

e Calcul de la phase ®

220
d = arc tan
(Q2-wd)

Donc la solution en régime permanant est :
Xp(t) = qp(t) = Acos( Qt+ D)

Ao

Xp(t) = cos(.(lt+arc tan

\[ (w5-02)2+42202

En cas la solution homogene négligeable pas, la solution géneérale est donner par :

A 210
X, = A'e ™ cos(w,t + @) + L cos ( Qt+arc tan—)

2_,.2
\/ (w2-02)2+4)202 (27 ~wp)

(3.18)

Remarques :

e Régime permanent (stationnaire) car il subsiste aussi longtemps que la force
extérieure (Fext) est appliquée. Nous notons la dépendance de I'amplitude A
de la pulsation w.
I1 faut signaler qu’au début du mouvement X (t) représente le régime
transitoire. Au fil du temps la solution X, (t) devient négligeable devant la
solution X, (t) qui définit le régime permanent , d'apres les figures suivantes:




—» Solution générale: Régime amorti

—= Solution particuliére: Régime sinusoidal

—=  Solution totale: Solution générale + Solution particulére

-

Régime Régime permament
Transitoire

Figure 3: Superposition du régime transitoire et du régime permanent,

* Nous constatons que I'amplitude est la plus grande lorsque la fréquence de la force
appliquée est presque la méme que la fréquence naturelle d'oscillation du méme
systeme lorsque la force appliquee et I'amortissement sont tous deux absents. Nous
appelons ce phénomene résonance et nous I'étudierons plus en détail dans la section

suivante.

12

=

w
N
S

Phase difference

Relative amplitude

0 0
0 0.5 1.0 1.5 20 0 0.5 1.0 1.5 2.0

Frequency of applied force (rel. res.) Frequency of applied force (rel. res.)

Figure 4 : L'amplitude d'une oscillation forcée (a gauche) et la différence de phase
entre la sortie et la force appliquée (a droite) en fonction de la fréquence de la force

appliguée.

3.4 Phénomene de résonance

3.4.1 Etude des variations de ’amplitude A et de la phase ® en fonction de
la pulsationde ’excitaion

3.4.1.1 Résonance d'amplitude:

{ A(Q) = f()
tan® = f,(Q) ou P = Arc f;(Q)




1- 1l y a résonance mécanique lorsque la période de I'excitateur est voisine de la
période propre du résonateur.

2- Le phénomeéne de resonance est observe dans le cadre des oscillations forcées. La
pulsation d'excitation Q est appelée pulsation de résonance Q lorsque I'amplitude
des oscillations A est maximale.

A est maximale lorsque :

dA(Q)

Ao

w3—02)2+42202
0

A(Q) = [4] =

dA@) _ o Ao[—40(w3 — Q%) + 8220 ]
o 2[(wd — Q2)2 + 42202]3/2

Ay =0
{—4[(0)5 —0%)+22%]10=0

g

Ql=0
QZZQRZ (,()g—ZAZ@

— @9
Q_Z)L

Donc on a dans ce cas le phénoméne de résonnance

Dans ce cas, I'amplitude maximale est donnée par :

Ag
VA2 wZ — 42%
fo Q

mawf [[__1
4Q?

Amax -

Amax =

Pour déterminer le maximum et le minimum de A

*-pour Q; = 0= A(Q,) : Pamplitude est minimum(etude le signe de la deuxiéme
dirivée)




*-pour Q, = Jwi — 242 =w, [1-— LZ = A(Q,): Pamplitude est maximum —

2Q
on obtient la réponse maximale du systeme.

Donc on a dans ce cas le phénomene de résonnance.

Pour qu'il y ait résonance il faut que :

) 1
ws—22%2>0 = Q>—

V2

A la fréquence de résonnance, 1’amplitude est donne par :

A
Amax (QR) = °

\[ (w3-0%)2+4220%

Apré remplagent Qp = \/wg — 212 on trouve :

Pour des trés faibles amortissements 1 < Qg = w,

A > néglégable devent w, Devient I’amplitude maximale est égale a :

A
Ao (Qp) = ﬁ pour A K wy

La variation de I'amplitude en fonction de la pulsation de la force d'excitation pour
différentes valeurs de Q est représentée dans la Figure 5.

Plus le facteur de qualité est grand ( faible amortissement), plus la courbe est aigue et
plus le maximum est grand.

Oscillation amplitude (rel)

Frequency (rel )




Figure 5 : La variation de I'amplitude en fonction de la pulsation ou fréquence

Lorsque la fréquence de la force appliquée change par rapport a la fréquence propre
du systeme, I'amplitude est la plus grande lorsque les deux fréquences sont presque
égales. Plus le facteur de qualité Q est elevé (c'est-a-dire que la perte est faible), plus
I'amplitude de la résonance est élevée.

3.4.1.2 Résonance de phase :

La phase (déphasage) ® du mouvement devient : On a

Lorsque Q; = w, : Cette pulsation est appelée pulsation de résonance de phase.

ImA 2005 ® Tt
_ N

tand = -
an 5

ReA  (wZ-03)

L’oscillateur est en résonance de phase

e [’oscillateur est toujours en retard de phase par rapport a la force et ce retard
augmente lorsque la pulsation augmente. (- < @ < 0).

Sil=0=>tan®=0 © &®=0 ou P=—-—1m

0

Figure 6 : Déphasage @ en fonction de Q

3.4.2 Bande passante et facteur de qualite

On donnent le graphe de A(Q) en fonction de la pulsation d’excitation Q ou f, Ici
(w=Q)est:




Oscillation energy

|
|
|
|
|
|
I
I
|
|
|
|
.

Frequency

w(rad.s™')

Figure 7 : Courbes résonances en w et f.

Pour caractériser 1’acuité (intensité) de la réponse d’un oscillateur en fonction de la
pulsation, on définit une bande passante (largeur de la bande passante)
AQ ou Aw comme suit :

AQ=Q, —Q; ou Aw = w, —

Ou Q, , Q, sont des pulsations déduites par I’intersection de la courbe de I’amplitude

de la réponse du systeme A({2) et la droite : —Am“jéﬂR)

Qr = w, : La pulsation de résonance.

¢ Le facteur de qualité Q pour un faible amortissement est :

Qg Wo

Q: —

Qy—-Q4 Wy —wWq

3.5 Oscillations électriques

On considere le circuit oscillant (R,L,C) alimenté par une source de tension
sinusoidale extérieure E(t) tel que :

Figure 8 : Circuit oscillant R. L. C




La figure 8: Circuit oscillant R.L.C alimenté par Une source de tension extérieure. A
I’aide de la loi des mailles du Kirchhoff, le bilan de tension s’écrit comme suit :

UL+Uc+UR=E(t)

dl(t)

L + Ri(t) +- fl(t)dt =E(t)

On divisant par L on trouve

dl(t) E(t)

= (t) += fl(t)dt =

Tel que : le courant i(t) pendant un temps dt apporte une charge dgq:

i(t) = Q( 44 o —ji(t)dt

di(t)  d*q(t)
dt ~ dt?

On remarque que cette equation(3.32) est équivalente a I’équation d’un mouvement
oscillatoire forcé comme suit :

G§(t) += q(t)+ q(t)—E(t) ©  EHO A+ + x(t)—@ (3.33)

Remarque :

La figure 9 : montre I'évolution temporelle de la tension et du courant dans un
diagramme temporel. Le courant dans le circuit est Iégérement supérieur a la tension
appliguée. Pour un circuit RCL en série avec une tension appliquée, cela signifie que
la fréquence appliquée est inférieure a la fréquence de résonance du circuit. Notez
que les phaseurs ne peuvent étre utilisés qu'une fois que le schéma oscillatoire initial,
plutdt compliqué, est terminé et que nous avons une sortie sinusoidale stable
correspondant a la solution particuliere de I'équation différentielle.

Voltage 4 (1)
Current X A //f{f}
: >

Time

Figure 9 : Un diagramme temporel dans lequel le courant est Iégerement supérieur a
la tension appliquée.

3.5.1 Analogie entre le systeme mécanique et le systéeme électrique




Systeme mécanique Systeme électrique

Deéplacement : x(t) q(t): Charge électrique

Masse : m L: Inductance de bobine

Constante de raideur :  k 1/c: Inverse de la capacité

Coefficient de frottement : « R: Résistance

La tension extérieure : E(t) F(t) la force excitation extérieure

e L’impédance équivalente totale est égale :

Zéq=R+j(La)—$)

e Le module du courant s’écrit:

I, = |E@®)] _ Uo

|Zeq] R2+(Lo-L)’
Cw

e Le courant est maximum pour

la pulsation de résonance qui ne dépend que de I’inductance et de la capacité,
qui correspondante la valeur :

_ Wo _
Q_Au)




Chapitre IV

Oscillations libres des systemes a deux degrés de liberté

Un systeme a plusieurs degreés de libertés est Un systéemes qui nécessite plusieurs
coordonnées indépendantes pour décrire son mouvement. Le nombre de degré de
liberté détermine le nombre des équations de Lagrange et le nombre des modes
propres.

4.1 Systemes a 2 degrés de liberte

Pour I’étude des systémes a deux degrés de liberté, il est nécessaire d’écrire deux
¢quations différentielles du mouvement que 1’on peut obtenir a partir des équations
de Lagrange (en absence de tout frottement) :

($39-69-
d /0L oL
k& (66[2) a (6q2> =0

Un systeme a 2 degrés de liberté posséde 02 coordonnées généralisées, 02 équations
différentielles et 02 pulsations propres(wq, w,).

4.2 type de couplage
4.2.1 Couplage élastique

Les équations du mouvement s’écrit (état couplage élastique):

{Ch + a9, —aq, = 0
4>+ a1q, —a,q, =0

Telque: g, =x,,9,=x, Ou q,=06,,q, =6,.




a,q,, a,q, sont les termes de couplage. a4, a, : Sont des constantes.

4.2.2 Couplage Visqueux :

Les équations différentielles correspondantes sont :

{Qi +2M:4, + w(z)Ch = b1 q;
4o + 225G, + Wi, = byGy

Tels que : b1q, et b,q sont les termes de couplage.

4.2.3 Couplage Inertiel :

—_—

Les équations difféerentielles correspondantes sont :

4.3 Exemples de systemes a 2 degreés de liberté

4.3.1 Systeme masses-ressorts en translation

Nous négligeons tout frottement voire la figure 1sur ci-dessous




Kz
, , mma .
N- @AM
p——

Figure 1 : Systemes a 2 degrés de liberté

4.3.2 Equations différentielles du mouvement

Considérons deux ressorts de constantes de raideurs k4, k, qui sont couplés par un
ressort horizontal de constante de raideur k, représentes dans la figure dessus.

On peuvent étre obtenues a partir des équations de Lagrange pour chaque coordonnée
x,(t) et x, (¢).

. 1 ., 1
L’énergie cinétique est T = Emlxlz i Emzxzz

L’énergie potentielle est U =12 kyx? + %kzxzz + %k(xl — x,)?

T2
U =2y + k)x2 + 5 (ky + K)x2 — kxyx,

Le lagrangien L = T — U s’écrit alors :

1 .1 1 1
L= §m1x12 + Emzxzz — E(kl + k)x? — E(kz + k)x? + kx;x,

Les équations de Lagrange s’écrivent :
d ( dL ) ( aL ) _ 0
dt \ox, ox,)
d ( L ) ( oL ) _0
dt \0x, ox,)

D’ou le systéme d’équations différentielles du mouvement sont :

{mljél + (kl + k)xl - ka = O
mzjéz + (kz + k)xZ - kx1 == O




(" ki +k k

Xy + (—) Xy — (—) X
my my

4,, . ky + k k> _

\*2 ( m, )xz (mz 1=

Les termes —kx, et —kx4 qui apparaissent dans la premiere et la seconde équation
sont appelés termes de couplage, et les deux équations différentielles sont dites
couplées.

4.3.3 Résolution des équations différentielles

Les deux solutions de ces deux équations différentielles sont des fonctions
périodiques et sont composées de deux fonctions harmoniques de pulsations
différentes et d’amplitudes différentes. Supposons que 1'une de ces composantes
harmoniques s’écrive :

{xl (t) = A; cos(wt + ¢,)
x,(t) = A, cos(wt + ¢,)

Ou 44, A, et ¢4, ¢, sont des constantes, dépendent des conditions initiales et w 1’une
des pulsations propres du systeme.

Pour trouver la solution, on utilise la représentation complexe comme précédemment
et s’écrivent :

{xl(t) = A, cos(wt + ¢p;) —  x,(t) = A,e®t
x,(t) = Ay cos(wt + @) —  x,(t) = A,e/®t

%, (t) = A jow e/®? ¥ (t) = —A4; w? eJ?t
Avec : =1 - . -
&) = A, jw el %,(t) = —A; w? e/t
En injectant dans 1’équation précédente (4 — 5):
4.3.4 Les Modes propres d’oscillations :

Le mode c’est 1’état dans lequel les éléments dynamiques du systéme effectuent une
oscillation harmonique avec la méme pulsation qui correspond a une de ses deux
pulsations.

++ Calcul les pulsations propres w;




En remplacant les solutions dans le systeme différentiel, On obtient un systeme
linéaire symétrique suivant, qui s’écrie :

{ (_mlwz + kl + k)Al - kAZ = O
_kA1 + (_mza)z + kz + k)AZ =0

. kit k k

my 1

k ky + k
_(_>A1+(_(L)2+ )A2=0
ms mj

L’équation (4.9) équivalente matrice comme suit

, kitk k
(=) )
|-
[ k , kot k\[\4,)
() et
m, m,

Le systeme admet une solution non identiqguement nulle (solution non trivial),
seulement si le déterminant des coefficients de A, et A, est égal a zéro.

Alw) =0

(kl + k - ml(l)z) - k

Mo)=1"_, (ky + k — myw?)

=0

Ou d'autre formule (phrase)

)]

(—w2 N k, + k)
m;

m;

Ceci nous donne I'équation caractéristique ou équation aux pulsations propres (on
obtient I’équation paramétrique suivante) :

ke + k k,+ky kN k
mq m, m, mq

k
(—miw? + ky + k) (—myw? + k, + k) — (m
2

Ou encoure :




4 =0

ki+k k,+k kik, + kik+kyk
a)—(1 L >w2+12 1 2

my m; mym,

Cette equation est une équation quadratique en w qui admettent deux solutions réelles
positives w, et w, appelées les pulsations propres du systeme. Chacune des
coordonnées, x; et x,, posséde deux composantes harmoniques de pulsations w, et
W3

Apreés calcul, on obtient les deux pulsations propres :

ki+k ky+k ki+k ky+k\? ki +ky (ko +k k

(frh forky, [tk bty otk fothy
mq m; my m; my m; my

(k1+k+k2+k> <k1+k_|_k2+k>2 4 <k1+k>(k2+k> (k
my m; my m; my m; mq

La solution générale du systéme est une combinaison de deux modes s’écrit sous la
forme d’une superposition des deux modes propres comme suit :

{Xl (t) = All COS(wlt + §01) + A12 COS(wzt + (Pz) (4 13)

xz(t) == A21 COS(wlt + (pl) + Azz COS(wzt + (Pz) o

Les constantes A;q, A5, 421,445, @1, @, €t sont déterminées a partir des conditions
initiales.

Nous avons quatre conditions pour six inconnues. Les amplitudes dans chaque mode
sont liées par des relations que nous appelons rapports d'amplitudes.

Remarque :

1. Le terme de plus basse fréguence correspondant a la pulsation w, est appelé le
fondamental. L’autre terme, de pulsation w,, est appelé harmonique.

2. le premier indice se réfere a la coordonnée et le second a la pulsation. Par
exemple A;, est ’amplitude de x; (t) a la pulsation w..

Mode 1 (w = w; = wqp)

Lorsque A;, = A,, = 0, x,(t) et x,(t) correspondant a la premiere solution
particuliere sont des fonctions sinusoidales, en phase, de pulsation w4, on dit que le
systeme oscille dans le premier mode. Dans ce cas la solution s'écrit :

{x1(t) = Ay; cos(wyt + ¢@4)
x,(t) = Ay cos(wyt + @q)




x4 (t) et x,(t) Elles satisfont aux équations du mouvement ou doivent vérifier le
systéme d’équations différentielles, ce qui donne :

(_mlw% + kl + k)All - kAZl = O
_kAll + (_mz(l)% + k2 + k)Az]_ =0

Ces deux équations permettent d’obtenir le rapport des amplitudes dans le premier
mode ou fondamental et nous remplagons w? par son expression, pour trouver le
premier rapport :

A21 _ml(l)% + kl + k k
= = = > > 0
Ayq k —-myw; +k, +k

251

MOde 2 ((1) = (1)2 = wzp)

Lorsque A;; = A,; = 0, x,(t) etx,(t) correspondant a la seconde solution
particuliere et sont des fonctions sinusoidales, en opposition de phase, de pulsation
w-, on dit que le systeme oscille dans le deuxiemes mode. Dans ce cas la solution
s'écrit :

{x1 (t) = Ajp cos(w,t + @)

e . (416
x,(t) = Ay, cos(wyt + ¢@3) ( )

x4 (t) et x,(t) Elles satisfont aux équations du mouvement ou doivent vérifier le
systeme d’équations différentielles, ce qui donne :

(_mlw% + kl + k)Alz - kAZZ = O
_kAIZ + (_mzw% + k2 + k)Azz == O

Ces deux équations permettent d’obtenir le rapport des amplitudes dans le premier
mode ou fondamental et nous remplagons w3 par son expression, pour trouver le
premier rapport :

_Azz__mlw%+k1+k_ k <O
_Alz_ k __m2w22+k2+k

Uz

Ces rapports permet d’écrire la solution genérale, la solution générale x; (t), x,(t) est
une combinaison linéaire de ces deux solutions particulieres. x, (t) et x,(t) s’écrivent
comme suit :

{ x1(t) = Ay; cos(w,t + @1) + Ay, cos(w,t + @,)

e . (418
x2(t) = py1Aq; cos(wit + 1) + pyAq; cos(wyt + @3) ( )




Les constantes A;q, 412, ¢1, @, Sont des constantes d’intégration dont les valeurs
sont fixées par les conditions initiales.
4.3.5 Cas particulier de deux oscillateurs identiques

+¢ Calcul les pulsations propres et des constantes d’intégration

On suppose que : m; = m, = m etk, = k, = k, voire le figure ci-dessous

ko + k ( ) -
(o)
2 m 2
ko + k k
() () =
m m
Dans ce cas les pulsations propres sont respectivement égales a

(

Wy =

Nous remplagons w, et w, par son expressions, pour trouver les rapports
d’amplitude :

A partir des conditions initiales nous pouvons déterminer les constantes

A1_1»A12; @1, 92 I’éq (4.18). o _
Soit x;, X509, X1 €t X5, les valeurs initiales respectives de x;, x,, X, et x,

X, = Xq X, =X
t =0s —>{ _ 10 —>{.1 10
xZ —_ x20 xl = xlO
On obtient le systeme d’équations suivant apres le dérivé et remplacant :

{A11 cos(@q) + Ay, cos(@y) = x40
Aqq cos(@q) — Aqp cos(@z) = Xz




{_w1A11 sin(@;) — wyA;; sin(y) = Xq
—w1A11 Sin(@q) + wyA;; sin(@,) = X,

Les solutions de ce systeme d’équations sont
_ X10tX2o
2 cos(¢q)
_ X10—X20
2 cos(gy)

X10+%X20
2sin(¢@q)
_ X20—X10
T2 sin(¢,)

Considérons le cas particulier suivant :
CaS 1 (X10 - Xzo - XO et 5610 - XZO - 0)
On obtient dans ce cas
A, = -
{ 11 = Xo ot {‘P1 0
N A =0 @2 =0
Ces conditions donnent :
x1(t) = x2(¢t) = %o cos(w,t)

Les deux masses oscillent en phase a la méme pulsation w,. On dit que le systéme
oscille dans le premier mode (figure 1).

Figure 1 : Oscillations dans le mode fondamental
CaS 2 (x10 B _xzo - xo et 5610 - XZO - 0)

On obtient dans ce cas
A1 =0 {‘P1 =0
et
N {A12 = Xo @, =0
Ces conditions donnent :
{ x1(t) = xo cos(w,t)
X5 (t) = —x, cos(w,t)




le systeme oscille dans le second mode car les deux masses sont oscillent en
opposition de phase avec le méme pulsation w,(figure 2).

S m

K: |

\ |
\

%
Figure 2 : Oscillations dans le mode harmonique

CaS 3 (xlo = Xg, X0 = 0 et 5610 == 5(20 == 0)
On obtient dans ce cas
X
A = 0/2
P1 =
o |
X =
A12 = 0/2 )
Ces conditions donnent les solutions qui s’écrivent sous la forme:
x,(t) = xz—ocos(wlt) + %cos(wzt)

x5 (t) = % cos(wqt) — x2_0 cos(w,t)
Les solutions ne sont plus des fonctions purement sinusoidales du temps mais des
combinaisons linéaires de deux fonctions sinusoidales de pulsations respectives w, et
w,. X1(t) et x,(t) peuvent s’écrire sous la forme :

i = cos| () o222
s = (2 s [ (252

¥ Phénomene de battements

Nous appelons ce mode d’oscillation, le mode de battement qui obtenu dans le cas
OU w; est tres différent de w, (c’est-a -dire si K > k), on obtient (Figure 3).

\ I I"
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‘ """'J '1” ’ J\v’l’ "u'u'u' 'u'('i’ﬂ ’|J ikJ

l‘mpx ter np
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“'l' I\ “
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Figure 3 : Oscillations dans le mode de battement




Si w, est peu différent de w, (c’est-a -dire si K «< k), on observe un phénomeéne de
battement (voir figure 4 ci-dessous).

j ||| 1 o
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Figure 4 : Phénomene de battements
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4.4 Pendules couplés

Considérons le cas de deux pendules simples identiques couplés par un ressort de
raideur K et qui effectuent des oscillations de faible amplitude repérées par les angles
0, et 8,. Les tiges de longueurs [,et [, (I = I; = [,) sont des masses négligeables.

Figure 5 : Pendules couplés.

4.4.1 Equations différentielles du systéme

Etablissons les équations différentielles du mouvement dans le cas des oscillations de
faible amplitude. L’énergie cinétique et 1’énergie potentielle s’écrivent sous les
formes suivantes :

, o e ry4s ] _ 1. ) 1. )
L’énergie cinétique : T = E]/Alel + EJ/AzHZ

T = 2mi202 + 2 mli26?
2 2




Avec:{xzzle2 etcosf=1——=——

2 2

x1 == 101 5 {xl - l91 62 62

Xy = L0

The potential energy : U= —mglcos, —mglcosO, + %K(xl — x5)?

0% 02\ 1
U =—mgl (— 71> — mgl (— 72> +5K (16, - 16;)°

U =2 (K12 +mg)6? + = (KI? + mgl)62 — K120, ........... (4.33)
Le terme —K1%6,6, est le terme de couplage
Le lagrangien L = T — U s’écrit alors :
L = -mi202 +-mi20% — ~ (K12 + mgl)6? + = (KI? + mgl)03 — KI20,0,... (434)

Les equations de Lagrange s’écrivent :
(d (0L (GL) _ 0
! dt\ a6, 26,/
d (0L (OL) _0
ldt 06, 06,/
D’ou le systéme d’équations differentielles du mouvement est :
{mIZéf + (K12 + mgl)6, — K1?6, = 0
mi?6% — K1?6, + (KI?> + mg8, = 0
4.4.2 Résolution des équations différentielles

La solution de ce systéme d’équations différentielles est de la forme :

{Hl(t) = A, cos(wt + ¢,)
0,(t) = A, cos(wt + ¢,)

En remplacant les solutions dans le systeme différentiel, On obtient un systeme qui
s’écrie -
{ [(K1? + mgl — ml?w?)]A; — KI?A, =0
—KI2A; + [(KI? + mgl — ml?w?)]A, =0

Ce systéme d’équations admet des solutions non nulles seulement si w est solution de
I’équation aux fréquences
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(KI? + mgl — ml?w?)? — (KI1?)2 =0
¢ pulsations propres

On calculer I’expression des pulsations propres w,et w, :

— |9 _/2 2K
a)l—\/:eta)l— l+m

Les solutions du systéme d’équations différentielles sont donc

{Hl(t) = A;; cos(wqt + @) + Ay, cos(w,t + @) (4.38)

0,(t) = A,; cos(wt + @) + Ay, cos(w,t + @,)

Pour calculer les rapports des amplitudes dans les modes, on suppose que le systeme
oscille soit dans le premier mode soit dans le second mode. Dans le premier mode, on
obtient le systeme
(K1? + mgl — ml?w?) — KI?u;, =0
—KI?2 + (KI? + mgl — ml?w?)u, =0

Dans le second mode, on obtient

(KI? + mgl — ml?w3) — Kl?u, =0
—KI? + (KI? + mgl — ml?w?)u, =0

Les solutions du systeme d’équations différentielles, pour les valeurs du rapport des
amplitudes dans les modes p; = 1 et u, = —1 s’écrivent alors :

{Hl(t) = A;q cos(wqt + @) + Ay, cos(w,t + @) (4.39)

0, (t) = Aq; cos(wit + @1) — Ajp cos(wyt + @)




Partie Il Ondes

Chapitre V

Genéralités sur les phénomenes de propagation

5. propagation a une dimension

Introduction

Dans les phénomenes vibratoires traités dans les chapitres précédents, nous nous
sommes intéressés a des phénomenes ou des grandeurs physiques qui dépendaient
d’une seule variable, le temps. Nous allons maintenant examiner toute une série de
phénomeénes qui sont décrits par une fonction qui dépend a la fois du temps t et d’une
variable d’espace, r par exemple.

5.1. Généralités et définitions de base

5.1.1. Définition d'une onde : est une propagation d’une perturbation locale
temporaire qui se déplace dans un milieu matériel avec transport d’énergie mais sans
transport de matiére (il n’y a pas de transport de maticre).

Une onde : est la propagation d'une perturbation produisant sur son passage une
variation réversible des propriétés physiques locales du milieu.

Une onde : est caractérisée par sa fréquence f, sa longueur d’onde A et son amplitude
A(r, t) (définie en tout point de I’espace-temps avec les trois coordonnées d’espace

et celle du temps).

Exemple : Transfert d’énergie sans transport de matiére : Figure 1, ci-contre illustre
ces propriétés. Au passage de I’onde le bateau s’¢leve son énergie potentielle
augmente mais le bateau reste a la méme abscisse.




Figure 1 : Mouvement de la vague
5.1.2. Types d’ondes : 11 existe différents types d’ondes

5.1.2.1. Ondes mécaniques : Elles se propagent dans un milieu matériel solide,
liquide ou gazeux.

Exemples : Propagation du son, Vagues sur 1’eau, ondes élastiques dans un barreau,
corde de piano, la corde, le ressort,

a. Onde mécanique a une dimension
Exemples : Une perturbation qui se déplace le long d’une corde ou qui se
déplace le long d’un ressort est une onde mécanique a une dimension (figure

2).
: ——
g

Figure 2 : Mouvement d'une perturbation a une corde

b. Onde mécanique a deux dimensions

Exemple : a la surface de I'eau

Les vagues a la surface de I’eau constituent des ondes mecaniques a deux
dimensions, On observe une série de cercles concentriques sombres et lumineux,
(figure 3).




Figure 3 : Cuve a ondes pour I’étude de la propagation des ondes
c. Onde mécanique a trois dimensions

Le son est une onde a trois dimensions. On associe aux ondes sonores une fréquence
comprise entre 20 Hz et 20 000 Hz. Pour visualiser la propagation d’un son, on utilise
des microphones reliés a des systemes informatisés de traitement des données.

B L b

/ microphone

- a electret console
('thtru' nent d'acquisition
e Mmusique

Figure 4 : L'onde sonore
5.1.2.2 Onde électromagnetiques

C’est une propagation dans un champ électromagnétique variable et ne nécessite pas
un milieu matériel pour sa propagation.

Exemples : Ondes radios, micro-ondes, lumiére.....
5.1.3 Modes de propagations
5.1.3.1 Ondes transversales

Une onde est transversale lorsque la direction de la déformation (ou perturbation) et
la direction de la propagation de 1’onde sont perpendiculaires.

Exemple: A la surface de I'eau et I’onde qui se propage le long d’une corde élastique.
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Sens de propagation

— /I

Sens de la déeformation

Figure 5 : Mouvement le long d’une corde et d’un ressort
5.1.3.2 Ondes mécaniques longitudinales

Une onde est longitudinale lorsque la direction de la déformation (ou perturbation) et
la direction de la propagation de 1I’onde ont la méme direction.
Exemple: I’onde qui se propage le long d’un ressort lorsque nous comprimons

quelques spires a son extrémite.

Sens de propagation
_ﬂ_

——
+-

Sens de perturbation

Figure 6 : Propagation d’une perturbation le long d’un ressort

5.1.3.3 Ondes progressives : La grandeur perturbée se propage dans une direction
comme 1’onde incidente. ESt une succession entretenue des signaux mécaniques qui
se propagent dans un milieu supposé infini. Nous pouvons générer une onde
mécanique progressive par la vibration entretenue d’une source. (Il n y’a pas d’ondes
dans le sens opposé).

ﬂ/t"'1

Figure 7 : L’onde incidente

5.1.3.4 Ondes stationnaires
C’est la superposition d’une onde incidente et une onde réfléchie. La grandeur

physique perturbée ne se propage pas.




Figure 8 : L’onde stationnaire
5.2 Propagation a une dimension

5.2.1 Equation de propagation

Les phénomenes précedents sont régis par une équation aux derivées partielles,
appelée équation d’Alembert ou encore équation d’onde P (x, t) qui dépend a la fois
du temps t et d’une variable d’espace x, décrite comme suit

*Y _ 1,20%Y
a2

Ou

Y(x,t): est’onde qui se propage dans la direction (ox).
IV : Est la vitesse de propagation est constante (Uniforme).
5.2.1 Solution de I’équation de propagation

e Méthode D’Alembert

Pour résoudre 1’équation des ondes a une dimension, on utilise la méthode
changement de variable suivant :

X
|4
X

|4

g=t+
h=t-—

Calculons les derivées partielles par rapport a t et x, on obtient

5] 0 1
a_f—l 99 _ 1
et

ox 174
oh oh 1

at ax v

2 2
On calcule les quantités W 0 9¥ 9% en fonction des nouvelles variables g eth,

ot ’ at?2’ ax’ ox2
(g, h):




e Pour le premier terme de I’équation (5.1), ona :

1 o _dpag , 9P oh

" 9t dg at  oh dt
oy a¢+a¢
at  dg oh

=1

02 02 92
v _9% oY

92y
atz  dg2  dh?

+ 2

Pour le deuxiéme terme de 1’équation (5.1), on a:

W _ 003 W _ L (%000 g
3. dx dgodx 0dhdx V \ag 6h’d0u
2 _1 (2 _ou)

ag oh

dox 1%

og 1 on 1
Car: L == ¢t Z=
ox 74 ot 1%

Ry _ 0 () _ 0 (2 2)_ 2 (2, 0YIg, 0 (% o) on
" ax2 ax\ox) oax\ag on)  oag\ag  on)ox  on\ag = on/ox
En tenant compte de ces résultats et sachant que

0%y %Y
dgoh _ dhdg

2y 1 (621/) 92y 9 82y
9x2  Vv2\adg2 0Qh2 dgoh

En remplacant les relations (5.3)et (5.5)dans la relation (5.1), on trouve :
0% 0%y
— =2 —
2 2 2 atz axi 2 2
d d d 1 /0 d d
p 0% 0% L[ (0% oy . 0%y
dg? 0h? dgoh V2\dg? 0h? dgoh

Autre part :

d (0yy GV
Y _ @(ﬁ)‘oﬁ AL
dgoh 0 a¢)=0 P

k%@ £=f(g)

Cette expression indique que :




W

. P .
PR dépend de h et 7 ne dépend de g.

C’est impliqué que :

, d
‘3_;/: = f(h) {wl(h) = % =f(W) +C.(9)
o =

, 0
=@ @ =[5 =r@+am

Les constantes d’intégration s’annule aux point x =0 et t =0

Alors la solution générale (totale) s’écrit comme la forme :

P(x,t) = P1(h) + 2 (g)

U(x, t) = F(t—g) +L(t+§)
Ou
Y, t) =FWVt—x)+ LVt + x)
Les fonctions F (t — %) , L (t + %) sont des fonctions dont la nature est fixée par les
conditions aux frontiéres (conditions initiales) imposées a la solution ¥ (x, t).

Remarque :

En régime Sinusoidal la solution s’écrit comme suit :

Y(x,t) = Acos [w (t — %)] + B cos [a) (t + %)]

5.2.2 Propriétés des solutions particuliéres ¥4 (t - %),1/}2 (t + g)

a) Propriétés de ¥, (t - 5)
Si on consideére la fonction F (t — %), la perturbation a I’abscisse x; a I’instant t; est
le méme a I’abscisse x, a I’instant t, > t,. Pour cela on suppose que les conditions
aux frontieres sont telles que F (t — g) est constamment nulle, ¢’est.a.dire Ce

probléme est formulé par 1’égalité suivante :

Y(xg,t1) = P(xz, t3)




Ce qui se traduit par

Cette équation est satisfaite si

X1 X2

ti——=t, +—

1 % 2 % - -

D’ou, Comme t, +t; >0 = x, > x; ces deux points sont distants :

xZ =X1+V(t2_t1) >0
Cette fonction F (t1 — le) est appelée onde progressive, correspond donc a une

= xz_xl=V(t2_t1)>0

perturbation qui se propage dans le sens x positifs (Voir la figure 8).

Avec p=2"159p
tr—t1

Direction de
propagation

| X=X =V(t2-11)

Figure 9 : Onde progressive dans le sens des x Croissants (positifs)
s X
b) Propriétés de L (t + ;)

Si on consideére la fonction L (t + %) la perturbation a I’abscisse x; a I’instant t; est
le méme a I’abscisse x, a I’instant £, > t,. Pour cela on suppose que les conditions
aux frontieres sont telles que L (t + g) est constamment nulle, ¢’est.a.dire Ce

probléme est formulé par 1’égalité suivante :

Y(xy, 1) = P(xy, ty)

Ce qui se traduit par

X1\ X2
Cette equation est satisfaite si

X1
Z=t,+
v 2

X
—2 — xz—x1=—V(t2—t1)<0

t, +
1 %




D’ou, Comme t, +t; >0 = x, < x; (x, est inférieure a x,), ces deux points sont
distants de :

x1 =x2+V(t2—t1) >0
Cette fonction L (t + g) est appelée onde progressive inverse, ou rétrograde.ll

correspond alors a un signal qui se déplace dans le sens des x négatifs.

Cette fonction L (t + %) correspond a une onde progressive qui se propage dans le

sens x décroissants (Voir la figure 9).
X1—X2

Avec V===<0

Direction de
propagation

®-%2=WV(tz-t;) I '

Figure 10 : Onde progressive dans le sens des x décroissants (négatif).

En général, le déplacement de la corde est une superposition d’ondes progressives et
rétrogrades.

5.2.3 Notions des fonctions F et L

La fonction F est produite par I’onde incidente a une distance x = 0 (la
source) donc la fonction F représente une onde dite « onde incidente »
(figure 10).

Onde incidente :

Source

1 =0 =

Figure 11 : Onde incidente




La fonction L est produite par la réflexion a une distance x =
L(I’obstacle), donc la fonction L représente une onde dite « onde réefléchie
» (figure 11).

Onde réfléchie :

Source @

1 =0 =

Figure 12 : Onde réfléchie

5.2.4 Onde progressive sinusoidale

Une fonction sinusoidale est un cas particulier de fonction périodigue. En physique,
on parle d’onde sinusoidale si la perturbation du milieu évolue, dans le temps et dans
I’espace, de maniére sinusoidale. Les graphiques ci-dessous permettent alors de
définit la période, la longueur d’onde et I’amplitude d’une onde sinusoidale :

grandeur étudiée en un point du milieu grandeur étudiée a un instant donné

I\ amplitude 5 amplitude

YL L

grandeur représentant

grandeur représentant
période longueur d'onde

Figure 13 : ces deux graphiques se ressemblent mais ne montrent pas du tout la
méme chose : le premier montre une évolution temporelle alors que 1’autre montre
une evolution spatiale.

On considere une onde progressive se propageant dans la direction de 1’axe des x,
quand le point A d’abscisse x = 0 est soumis a une vibration sinusoidale de la
forme (mouvement de la source) :

S(x=0,t) = Acos(wt)

Le point (M) se trouvant a I’abscisse x > 0 aura la méme vibration que celle du point
x = 0 mais avec un retard égal a % , (figure 13) :

M

-

£I




Figure 14 : M point mateériel d'une corde homogene (AB) tendue de longueur L, qui
se trouve a distance de la point A (source).

X
Sy(x,t) = Acos <a) (t — =

Ou @(x) = w% : Représente le déphasage lié au temps de propagation, L’onde
progressive sinusoidale s’écrit sous la forme qui permet de mettre en évidence la
double périodicité (dans le temps et dans I’espace) :

Sy(x,t) = Acos (wt — wg)

On obtient

S, (x.t) = 4 (Znt an)
u(x,t) = Acos 7 TV

5.2.4 .1 Longueur d’onde, nombre d’onde et vecteur d’onde

A=VT

Ou
A : est la longueur d’onde

T : La période temporelle

k est appelé le module du vecteur d’onde k qui s’exprime en m™1, (E

f : Est la fréquence.
D’ou I’onde progressive plane harmonique s’écrit
Sy(x,t) = Acos(wt — kx)

On utilise la représentation (notation) de complexe d’une onde progressive
sinusoidale




Sy(x,t) = Acos(wt — kx)

Sy (x,t) = AeJ(@t=kx)
Sy(x,t) = AeJ(@D

OU A = Ae Jkx,

Remarques :

v’ La quantité % est perpendiculaire au plan d’onde est désigné par le vecteur k

porté par le vecteur normale au plan 7 (figure 13)

k

Figure 15 : Vecteur k perpendiculaire au plan d’onde
v On peut I'onde progressive plane harmonique peut s'écrire sous la forme :
Sy(x,t) = Acos(wt — kx + ¢) (5.13)

Cette expression caractérise une onde plane progressive monochromatique
(OPPM) ou harmonique,

Plane : parce que I’onde se propage dans une seule direction (ox).
Monochromatique : I’onde se propage avec une fréquence unique.

Elle est caractérisee par sa pulsation w et son vecteur d’onde k= ké,, elle
possede deux périodes, une période temporelle T et une période spatiale (
longueur d'onde) A.

Il existe deux types de milieux

Milieu dispersif et Milieu non dispersif

On définit aussi le nombre d'onde o, inverse de longueur d'onde et donnée par :




e Cas de deux ondes de méme frequence se propageant dans le méme sens

Considerons deux ondes de méme fréquence et de méme direction de propagation,
d’amplitudes respectives A, et A,, et de phases respectives @, et @,. L’onde
résultante sera alors :

S(x,t) = Ajel@t=kx+01) 4 A pi(@t=kx+02) — fej(@t-kx+0) — A cos(wt — kx + @)

D’ou on obtient

S(x,t) = Acos(wt — kx + @)

A= \/A% + A3 + 2(4,. A3) cos(B; — @)

A;sin@;+A, sin @, )

= Arc tan(
0 A; cos @, + A, cos D,

La superposition de deux ondes harmoniques de méme fréquence, et qui se propagent
dans la méme direction, donne une autre onde harmonique progressive de méme
fréquence, d’amplitude A et de phase @.

e Cas de deux ondes de méme fréquence se propageant dans des sens oppose

La superposition S(x, t) de deux ondes harmoniques progressives S; et S; de méme
fréquence, méme amplitude A, = A; = A, , le résultat est tout autre

S(x,t) = Alej(wt—kx+®1) +Azej(wt—kx+®2) — Aoejwte—jkxej(bl _I_Aoejwtejkxej@z

J
e

@1 - @2 '(wt+%)
)

S(x,t) = 24, cos (kx +

Et donc en notation réelle :

S(x,t) = 24, cos (wt + @

Si@; = @, = 0 I’équation (5.15) devient

S(x,t) = 24, cos(wt) cos(kx)




Ce mode de vibration est tres différent d’une onde progressive puisque tous les points
x de la corde vibrent en phase avec des amplitudes différentes. Il existe une série de

points : x,, = (n +%)% si @, =0, =0, avec n=0, +1, +2,

Neeud : Endroit ou ’amplitude de ’oscillation du milieu est nulle. Est déterminer
par :

1\ 4 W\
cos(kx) =0 = xnz(n+§)5 ou xnz(n+§)z
Ventre : Endroit ou I’amplitude de I’oscillation du milieu est maximale et égale a
2A,. Entre chaque paire de nceuds existe un ventre, est déterminer par :
A

cos(kx) =11 = x, = no =

Noeud / Ventre

Figure 16 : Onde stationnaire

5.2.6 Vitesse de phase

On definit la vitesse de phase Vg = i—’; qui s’exprime en fonction de w et k par :

V¢=

Si la vitesse de phase ne dépend pas de w, le milieu est dit non dispersif. Dans le cas
contraire il est dit dispersif.

5.2.7 Vitesse de groupe

Définition: Dans la propagation du signal, le point d’amplitude maximal, c’est a dire
celui ou les ondes harmoniques se groupent pour former 1’onde physique Se déplace
a la vitesse de groupe V;

La vitesse de groupe est definie par :




L’amplitude du battement se propage a une vitesse qui est la vitesse de groupe, tandis
que la sinusoide contenue a I’intérieur du battement se propage a la vitesse de phase
voir la figure 16 :

l VAN
\M\/\ -\1{\\/54
yaveq /,_:ﬁ‘r AV

B /\/\f\/ﬂ\ \///\\\/_’:.

Figure 17 : Les fleches verticales noires correspondent au maximum des battements
qui se propagent a la vitesse de groupe. Les fleches verticales blanches correspondent
au maximum des vibrations qui se propagent a la vitesse de phase.

Remarque :

Quand la vitesse de phase est indépendante de w, alors V; =V
5.3 Modele de la chaine linéaire

5.3.1 Equation d’onde

Nous allons considérer une chaine d'atomes A,, de masse m positionnés en X,, = na
et son longueur est L = (n + 1)a, tel que a est la distance entre les atomes. Chaque
atome vibre autour de sa position d'équilibre, (les forces interatomiques sont
assimilées a des ressorts de constante k).\Voir le figure 17.




K
e Yi‘ﬁﬁ'—b— TILL *J*m\f"d‘ﬂ‘j‘d\-o—

- - -rMh"—fWW'Oﬂmﬁ- S
: $An

Sh Spn

Figure 18 : Chaine d'atomes A,,.

On applique Lagrangien a I'atome A,, (supposant le déplacement de la chaine
d'atomes sera horizontalement).

Energie cinétique : T, = %mel
Energie potentielle: U, = TyAl

1 2
Aln,n—l = % (Sn - Sn—l)

1 2
Aln,n+1 = % (Sn+1_Sn)

L’énergie potentielle pour la masse n est :

1
Un =Ty 2a [Aln,n—l + Aln,n+1]

- Sn—l)2 + (Sn+1 - Sn)z]

n - Sn—l)z + (Sn+1 - Sn)z]

Lagrangien du systéme s’€crit sous la forme:

L= iLn [Z(mSZ)——Z 2= Sp1)? + S — S




L’équation de Lagrange :

d ( oL oL\ _,
dt\as, aS, )
( d <6L

J a
oL

17,
LaS = —Ez [ZSn - ZSn—l + 2571 - 2Sn+1] SEEEE (2)
n

n

1HL-2)=0

1T,
2a

mS, +==2[2S, — 2S,_1 + 2S,, — 25,,1] on devise par m on trouve :

. T .
Sp 528, = Snc1 = Sns1) =0 & Sy + wE(25, = Sne1 — Sner) = 0. (5.19)

C’est une équation de mouvement pour la masse m de ordre n.

Avec

. Ty (Sp+1—S Sp—Sn_ To [0S as Ty d?S
Poura=6x=>5n=—°("“ n_ ”1)=_°(_) —(—)]=—°—dx
m 6x 6x m L\9x/ 41 0x/n

. T,d?S Ty d?S
Sp=———dx =——
mdx? U dx?
D’ou on obtient a 1'équation de propagation d’onde:

d?s _ T, d%s

dt? u
Ou

u : est la vitesse lineaire

V= \[T%O - La vitesse de propagation d’onde dans la corde.

5.3.2 Relation entre les amplitudes




Pour la solution d’équation de propagation d’onde on utilise la représentation
complexe suivant :

S, = A,e/Mt
Sp-1 = Ar—leth

Sp1 = Apyre?"t

Aprés la dérivation et remplacant dans 1’équation (5.19) on obtient :
(Zw% — w?)A, — w(z)(Ar+1 +A4,.1)=0

On devise a w3 on obtient a ’équation d’amplitudes

(Z—a)Zﬂ

To

An+1+An_1 _ 2(1)8_(1)

Ap w}

Pour n masse on obtient n équations alors on a n valeurs a w, d’ou n modes propres

5.3.3 Deduction de la relation entre la pulsation et la dispersion
Ona
A, = Asin(nka)

An_1 = Asin((n — Dka)
Api1=A sin((n + 1)ka)

202 —w? A+ A, _A4 sin((n + Dka) + Asin((n — Dka)

wé A, Asin(nka)

205-0° _ 5 cos(ka) = w? =2w3(1 — cos(ka))
w2 - 0
= D’ou les pulsations propres de mouvement pour n masses identique est donnée

par :

. ka , km
w? = 4w? sin? (7) = 4w¢ sin? (2(n+1)

) n=12.....n

»  Amplitude de la masse d’ordre n dans mode propre est donnée par :




nkm
A, . = C,sin (—
nk n n+1

Exemples :

Pourunemasse . n=1=>k=1

T
w? = 4w} sin? (Z

A=Cnsin(nj_ )=c

Pourdeux masses:n =2 =k =1,2
T
— 2 _ 2ein2 () = /2 —
k=1 = wi=4wjsin (6) wj
2T

T
k=2 = w?=4w? '2(— = 3wZ =3—
w5 W sin” | —= w§ -

Probleme :

Montre que la fonction s(x, t) = 12 cos (107 (t + 5x)) est solution de I’équation de

ropagation suivante : s _ 0 0462—5
propag ‘ez VTS

Solution :

On peut écrit S(x, t) comme une fonction complexe : S(x,t) = 12el(10TH+507X) gnrag
remplacement on trouve :

2
a_S — 1207Tjej(10n't+501'[x) — a_S — _12007.[2€j(101'[t+50n'x)
ot ot?

2
Z_i = 600njej(10ﬂt+50nx) — % — —310%52e/(10mt+507x)

— [_1200nzej(10nt+50nx) ] — 0_04[_31047.[Zej(10nt+50nx)]

= 1 =1 Etc'est tout.




Chapitre VI

6. Ondes acoustiques dans les fluides

Introduction

Les ondes acoustiques sont des ondes élastiques comme des ondes mécaniques qui se
propagent dans un fluide (gaz ou liquides). Dans un fluide parfait (sans viscosité, il
n’y aura pas d’absorption), l'onde acoustique est longitudinale. Considérons une onde
acoustique de faible amplitude se propageant dans la direction x. Cette onde
s'accompagne de variations infinitésimales de la pression p(x,t) et de la masse
volumique p(x,t).

Dans la suite, nous utiliserons les symboles suivants pour étudier 1’onde acoustique
qui se propage suivant I’axe des X :

x : Coordonnée a 1’¢quilibre d’une particule du milieu.

u : Le déplacement de particule par rapport a la position d’équilibre.

Po : Masse volumique du fluide a I’équilibre.

P : Pression instantanée en un point quelconque

P, : pression a 1’équilibre (au repos).

p = P — P, Surpression ou pression acoustique

C: vitesse de propagation de 1’onde (Ceélérité du son dans 1’air qui est égale a
344m/s a 20°c par exemple).

Pour établir I’équation de propagation des ondes, nous négligerons les effets de la
gravitation de telle sorte que P, et p, sont uniformes dans tout le milieu. On suppose
d’autre part que le milieu est homogéne, isotrope et parfaitement élastique, c’est-a-
dire non dissipatif.

Le fluide est caractérisé par trois champs : Vitesse V, pression P et masse volumique
L.

6.1 Equation de propagation des ondes acoustiques dans les fluides

% On considére une tranche de fluide d’épaisseur Ax située aux abscisses x et
(x + dx). Soient les pressions ) P(x) et P(x + dx) agissant sur les plans x et
(x + dx) respectivement qui génerent le mouvement de la tranche comme le
montre la figure 1.

s Soient U(x,t) et U(x + dx, t) les déplacements a 1’instant t des plans
d’abscisse x et (x + dx) respectivement.
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Figure 1: Propagation d’onde acoustique dans un fluide

+« En appliquant la loi de la dynamique de Newton :
F(x+dx,t) — F(x,t) =

Ou F(x,t) et F(x + dx, t) sont des forces d’actions appliquée aux plans d’abscisse x
et (x + dx) respectivement.

La résultante de ces deux forces est :
(F(x + dx,t) — F(x, t)) = —S(P(x + dx,t) — P(x, t))
S : section de tuyau.

L’équation du mouvement s’écrit alors :
—S(P(x + dx,t) — P(x, t)) dm 2% 6t2

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de P(x,t), on
obtient :

P(x +dx,t) — P(x,t) =dP = Z—idx

dm— =

ot2

Comme P = P, + p, la force résultant s’exprime par donc :




oU? oP
dmﬁ = —Sadx =

On définit la surpression p d’un fluide compressible comme suit :

Ou y est appelé le coefficient de compressibilite.
En injectant la valeur de surpression a I’équation du mouvement (6.5), on obtient :
_1 a_U) dx
¥ 0x
D’ou I’équation de propagation des ondes sonores dans le fluide s’écrit:

ou?* _ 1 0%U Uz _ o 0%U
atz  yp, 9x2 atz

Avec :

/ j . Est appelée la célérité de 1’onde sonore ou la vitesse de propagation dans
0

le fluide.
6.1.1 Vitesse du son
La vitesse des ondes sonores S'écrit :

Les variations de pression sont donc adiabatiques et I’évolution d’un volume PV est
reliée a celle de la pression P comme sulit :

PVY = constante

. C s N . \
Ou y = -Z: est le rapport des chaleurs spécifiques a pression constante et a volume

Cy
constant.
En calculant la différentielle, on obtient :
VYdP + PyVY~1dV = 0

Si I’on considére que dP représente la varaiation de pression au voisinage de la
pression a I’équilibre Py, on obtient :

V'p+ PyyVY 1AV =0 = p=




Obtient :

Dans le cas des fluides parfaits :

y est le rapport des chaleurs massiques Cp/Cv, R est la constante molaire des gaz
parfaits, T, la température du gaz au repos et M la masse molaire.

6.2 Onde progressive sinusoidale

e Définition : Une onde acoustique sinusoidale, s’écrit :

p(x,t) = py cos [w (t — ;)]

On définit le module du vecteur d’onde k par :

p(x,t) = po cos(wt — kx) (6.12)

En utilisent la représentation de complexe, 1’onde progressive sinusoidale s’écrit :

p(x,£) = poel @t

La relation entre la pression acoustique et la compressibilité y, a savoir :




Permet d’écrire

ou

il U(x,t) = —Xfp(x, t)dx

U(.X, t) = —ij e](a)t kx) dx _)%f Jj(wt—kx) dx
J

U(x,t) = =" fef(“’t kx) dx

La vitesse de particules :

U( ) _aU(Dtct) :j/f el (@t=kx) 1,

On constate que pour une onde progressive la vitesse de particules est en phase avec
la pression acoustique.

6.2.1 Pression acoustique
Est définit par :

p(x,t) = py cos(wt — kx) = pyel(@t=Fx)
6.2.2 Impédance acoustique

e On définit I’'impédance acoustique en un point, le rapport de I’amplitude
complexe de la pression p(x, t) a ’amplitude complexe de la vitesse de particule
U(x,t), (kg/m2s) comme suit

Z(x,t) = p(x t)

e On définit le produit p,V par I’'impédance caractéristique du fluide.

6.2.3 Energie acoustique

» L’énergie cinétique est définit :




Ou v, : élément de volume.
= Densité d’énergie potentielle

L’énergie potentielle emmagasinée est €gale au travail fourni par la pression pour
comprimer ou dilater le volume v, :

E, =f—pdv

Sachant que

Dans le cas particulier d’une onde plane progressive sinusoidale

1
=€ =73 pé cos?(wt — kx) (6.21)

€ = —p? cos?(wt — kx) (6.22)

poV?

6.2.4 Intensité acoustique




On appelle intensité de I’onde acoustique la puissance qui traverse, par unité de
temps une surface unité perpendiculaire a la direction de propagation.

Nous calculons I’énergie qui traverse pendant un intervalle de temps t une surface S
perpendiculaire a la direction de propagation x.

Cette energie dE est égale a I’énergie contenue dans un volume S Vdt et elle égale a
dE =eSVdt
La puissance P traversant cette surface est donnée par :

p=2_ sy
“ar €

D’ou I’expression de I’intensité de 1’onde acoustique est :

1@)—1?—1 SV
—5s7 Ts°¢

I(t) =€V

1(t) = ipé cos?(wt — kx)
poV

On appelle intensite de I’onde acoustique la valeur moyenne

t+T

1—111@y—1 2
=T _,DonO

6.3 Réflexion-Transmission des ondes acoustiques en incidence
normale

Soit deux milieux fluides semi-infinis séparés par une surface plane (interface de
séparation). Lorsque une onde acoustique provenant de —oo , se propageant dans le
premier dans la direction de 1’axe des x arrive a la surface de separation, elle donne
naissance a deux ondes :

1) Une onde réfléchie dans le sens des x < 0 vers le milieu 1.
2) Une onde transmise vers le milieu 2 dans le sens des x > 0




Onde incidente Onde transmise

> 1 >

O
~f—
Onde réflechie

P1> Vl

Figure 2: Réflexion et transmission a une interface fluide-fluide

¢ Les types d’ondes acoustiques se présentent dans le premier milieu et le
deuxieme milieu respectivement est donné comme suit :

( P;(x,t) = P;(x,t) + P.(x,t)
Pi(x,t) = py;e?@t=%1%) Onde incidente
P.(x,t) = po,ye/@t+ki¥)  Onde réfléchie
i (x,t) = Zi (Py(x, ) — P-(x, )
P,(x,t) = Pe(x,t)
P.(x,t) = pye?@t=%2X) Onde transmise

. 1 (Wt
uy(x, t) = Z_2P0te](wt k22)

\

++ Les relations de continuités a I’interface sont :

P,(x=0,t) =P,(x=0,t)
{ul(x =0,t) =1u,(x =0,t)

On en déduit les équations de continuités a ’interface en fonctions des
caracteristiques :

P;(x,t) — P.(x,t) = P.(x,t)
{Zi (Pi(x,t) = P (x,t)) = Z—tpt (x, t)

Ou encore




On definit

Le coefficient de réflexion pour la pression

On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission

_ 27y
Zy+7Z4
27,

T Zy+Zy

P

P

En tenant compte des relations p; = Z,u;, p, = —Z,u, et p, = Z,u,, on peut
calculer les coefficients de réflexion et de transmission pour la vitesse de particules et
pour le déplacement de particules :

Z1—2Z5

Z1+2Z,

274
Z1+2Z;

Rquuz

Tu:Tu:

En tenant compte des relations, I; = P?/2Z,,1, = P?/2Z, etl, = P?/2Z,, on peut
calculer les coefficients de réflexion et de transmission pour 1’intensité acoustique :

po == (222
R— Z1+7Z,
L 47,7,

T 7L 7 (z4+2,)?




Chapitre VII
Principe et lois de ’optique géométrique

7. Introduction sur notions fondamentales sur la lumiére

L’optique étudie les phénomenes lumineux, c’est a dire principalement les
phénomenes percus par I’ceil. La cause de ces phénomenes est la lumiére car pour
étre visible un objet doit faire parvenir de la lumiére a 1’ceil.

L’optique géométrique est une branche qui s'appuie sur la notion de rayon lumineux.
Cette approche simple permet notamment des constructions géomeétriques d'images,
elle permet d'expliquer la formation des images produites ce lui.

7.1 La nature de la lumiere

Jusqgu'au XVle siecle apres, la plupart des physiciens considéraient la lumiere comme
un flux continu de particules de matiére émises par des sources lumineuses, et
nombre d'entre eux, comme Galilée, ont essayé de mesurer la vitesse de la lumiére C,
mais toutes leurs tentatives ont été infructueuses. La théorie de la lumiére s'est ensuite
développée, surtout au XIXe siecle, pour montrer la théorie ondulatoire de la lumiére,
représentée par la théorie de Young, Maxwell, Huygens et Hertz. La lumiere peut étre
décrite comme une onde ¢électromagnétique constituée d’un champ électrique et d’un
champ magnétique qui oscillent en phase, perpendiculairement 1’un par rapport a
I’autre et perpendiculairement a la direction de propagation. (Figure 1). Etse
propagent dans le vide.

7.2 La double propriété de la lumiére
Il existe différents modéles pour définir comportement la lumieére :

= Le modeéle corpusculaire : selon laquelle la lumiere est constituée de
corpuscules matériels soumis a la gravitation universelle.
Le modele ondulatoire : selon laquelle la lumiere se propage comme une onde
mécanique (comme, par exemple, le son dans 1’air)

Un photon posséde une énergie : E = hv avec h = 6..62.1073* (j.s ): la

constante de PLANCK, v = % la fréquence de I’onde et T la période.




champ électrique
champ magnétique
célérité (m/s)
longueur d’onde (m)
période =A/c (s)
fréquence=1/T (Hz)

Figure 1 : Nature et propagation d’une onde électromagnétique

» L'ensemble des longueurs d'ondes visibles par I'eeil humain est appelé spectre
visible (de 400 a 780 nm) comme représenté sur la figure2.
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Figure 2 : Spectre visible

7.3 Faisceaux lumineux

Un faisceau lumineux est constitué d'un ensemble de rayons. Il peut étre :
- parallele si les rayons qui le constituent sont paralleles,

- convergent si les rayons qui le constituent, convergent vers un méme point




e
_—

divergent parallele convergent

Figure 3 : Ensemble de rayons des lumineux

= Dans le vide, la lumiére se propage en ligne droite avec une vitesse C
indépendante de la direction adoptée

C = /101/
v: est la fréguence
Ao . La longueur d’onde.

7.4 Caractéristiques d’un milieu optique

7.4.1 Milieux transparent, homogéne, isotrope

v Transparent s’il laisse passer la lumiere (par opposition a un milieu opaque).

v' Homogene si ses caractéristiques optiques sont indépendantes de 1’espace

v’ Isotrope si ses caractéristiques optiques sont indépendantes de la direction
selon laquelle se propage le rayon lumineux.

7.4.2 Indice de réfraction

C’est une caractéristique intrinseque du milieu, on définit I’indice optique n d’un
milieu par :

C : La vitesse de la lumiére dans le vide égal 3.108 (m.s™1)
V' : Vitesse de propagation dans le milieu considére

Le tableau 1 donne les valeurs des indices n pour quelque milieu matériels

Matériels Air Eau Verre

n 1 1.33 1.51




Tableau 1 : Indice de réfraction

7.5 Les sources de lumiére
7.5.1 Sources primaires

Une source primaire de lumiere est un corps qui crée et émet de la lumiere dans
toutes les directions. (soleil, étoiles, bougie...).

7.5.2 Sources secondaires

Une source de lumiere secondaire est un corps qui renvoie la lumiére recue dans
toutes les directions. (La Lune, les planétes, un écran de cinéma,...).

7.6 Lois de Snell-Descartes

a. Loi de Réflexion

Considérons un rayon lumineux SI incident sur I’interface de deux milieux distincts.
La lumiere se réfléchit dans une seule direction, formant le rayon réfléchi IR. Angle
d'incidence i, angle de réflexion i’; de la figure 4.

S SR

Rayon incident Rayon réfléchi

Dioptre

Figure 4 : La réflexion

= Jére loi de Descartes il énonce ce que I’angle d'incidence i, est la méme
I’angle de réflexion i’;.

b. Loi de Réfraction




Lorsqu'un rayon lumineux tombe sur la surface de séparation entre deux milieux, une
partie de la lumiére est réfléchie selon la loi de réflexion dans le milieu 1 d’indice
(n,) et une partie pénétre dans le milieu 2 d’indice (n,). Le rayon lumineux change
de direction de propagation lors du passage du milieu 1 au le milieu 2, il est réfracté.
Ce processus est appelé "réfraction de la lumiére".

AN
Rayon incident Ravon réfléchi

Dioptre

Rayon réfracté

Figure 5 : La réfraction

= lere loi : Le rayon incident, le rayon réfracté et la normale a la surface sont

dans le méme plan (plan d'incidence).
2eme loi de Snell-Descartes: I'angle d'incidence i, et I'angle de réfraction i,

sont liés par:

n, siniqy = n, sini,

Exemple : sur I’effet de la réfraction lors du passage de la lumiére entre 1’eau et ’air
comme montré par la figure ci-dessous.

= Mgy X SiN iy,




Exercicel:

Un rayon lumineux dans ’air tombe sur la surface d’un liquide ; il fait un angle
a = 56 avec le plan horizontal. La déviation entre le rayon incident et le rayon
réfracté est @ = 13,5". Quel est I’indice n du liquide n,?

Solution : on a

nysiniqy = n,sini, Avec n; =1

sini; sina sin56 16

n,

~ sini, sin@® sin13.5 -

Exercice 2 :

Un dioptre plan sépare I'air d'indice nO = 1 d'un milieu d'indice n. Pour quelle valeur
de I'angle d'incidence i1 le rayon réfléchi est-il perpendiculaire au rayon réfracté ?

Solution
Le rayon IT devant étre perpendiculaire au rayon IR : On a:

24+nm2+r =m avec r = —il

i1+i2=m?2 et 2 =mn2 —11
En appliquant la 2eme loi de Descartes on trouve:
sinil =nsini2 =nsin(n2 — il) =ncosil tgil=n

L'angle d'incidence doit avoir une valeur telle que sa tangente soit égale a n .




c. Réfraction limite - Réflexion totale
¢ réfraction limite, cas un milieu plus réfringent (n; < n,)

Si un rayon se propage vers un milieu plus réfringent apres avoir traversé une surface
de séparation (Figure 7), les angles d’incidence i, et de réfraction i, sont liés par la
relation :
n, siniy = n,sini, Avec n =% > 1
1
Il en résulte que sini, < siniy, lesangles i, et i, étant compris entre 0° et /2, soit
i, < iq.Le rayon refracté se rapproche donc de la normale.

Un rayon incident normal (S;1), pour lequel i; = 0, entre sans deviation (i, = 0).
Lorsque i, croit, i, croit aussi tout en restant inférieur a iy, (i, < iy).

A T’incidence rasante (i; = m/2), ’angle de réfraction est maximal (angle de
réfraction limite noté i;;,,,) et vaut :

Favon mncident

Dioptre

Ravyon réfracte

Figure 7 : Propagation vers un milieu plus réfringent.
¢ réfraction limite, cas un milieu moins réfringent (n; > n,):

Si un rayon traverse une surface de separation et se propage vers un milieu moins
réfringent (Figure 7), les angles d’incidence il et de réfraction i2 sont toujours liés
par la relation suivante :

. . . . n
n, sini; = n, sini, Avec n=n—i< 1




La troisieme loi de Snell-Descartes implique alors que :
i1 <l
Le rayon réfracté s’écarte donc de la normale et I’angle de réfraction est maximal
(i, = m/2) pour un angle d’incidence limite i,. tel que :
ny

sini, = sinij, = —
1

On est alors en situation de réflexion totale, il n'y a plus de rayon réfracté.

Alors si I’angle d’incidence est supérieur a i,., il n’y a plus de rayon réfracté (en effet,
onaalors sin i, > i4, i, n’est donc plus défini), le rayon incident est totalement
réfléchi : on parle de réflexion totale. Le dioptre se comporte comme un miroir.

Rayon mcident

Ravyon réfléchi

Dioptre

Ravon refracte

Figure 8 : Propagation vers un milieu moins réfringent.

7.7 Prisme

Définition

Le prisme est un milieu transparent, homogeéene isotrope et réfringent, contient deux
faces planes non paralléles (dioptres plans) qui forment 1’aréte du prisme. Il est
constitué de verre.

L’intersection des deux faces du prisme forme 1’aréte du prisme, caractérisée par un
angle A. La base du prisme est la troisiéme face, dont les bords sont généralement
paralléles a I’aréte et par son indice de réfraction n.

Le prisme est utilisé soit pour analyser une lumiére polychromatique grace a ses
propriétés dispersives, soit pour changer le sens ou la direction de propagation d’un
rayon lumineux a la suite de réfractions ou de réflexions. (Figure 9).




aréte

face d'entrée face de sortie
plan de section
principale

Plan de section
principale

Figure 9 : Le prisme.
7.7.1 Marche d’un rayon lumineux traversant un prisme

Soit SI un rayon incident quelconque qui frappe en I la face d'entrée AB du prisme ;
provenant d'un milieu moins réfringent que celui du prisme, ce rayon subiten I le
phenomeéne de réfraction en respectant les deux lois de Descartes.

Si n est I’indice du prisme plongé dans 1’aire d’indise pris a 1. En appliquant la
relation de Snell-Descartes sur I’entrée et a la sortie du prisme en [ et I, on obtient les
relations suivantes voir (figure 9):

{sini =nsinr
sini’ =nsinr’

L'angle de déviation D est par définition I'angle dont il faut faire tourner le rayon
incident ST pour I'amener dans la direction du rayon émergent I'R. Cette déviation est
donc la somme de deux déviations successives qui ont lieu dans le méme sens, l'une a
I'entrée, l'autre a la sortie du prisme, soit :

D=(G(-1r)+({-1)

D’autre part, dans le quadrilatére AIHI’, on a:

T T
A+E+H+E>>H=T[—A

Dans le triangle IHI’, on a :

r+H+r =a>»>H=n—((+71")




Dans le triangle IKI’,on a:
(i-7r)+k+(@( -1r)=n

Comme, k = = — D alors
i+i)Y)—-(r+r)Y+nm—-D=nm

Soit
D=(i+i)—-4A

Les formules du prisme sont donc :

sini =nsinr

sini'’ =nsinr’
r+r =4

D=(i+i)—A

L’indice n de réfraction du prisme d’angle A peut étre exprime en fonction du D
selon la formule suivante :

Exercice 3

Un prisme d’angle A et d’indice n = 1,5 est éclairé par un rayon incident
perpendiculaire a la face d’entrée du prisme. Tracer la marche du rayon lumineux et
calculer la deviation D dans le cas A = 30°.




Solution

v" L’angle d’incidence i étant nul, I’angle 7 est également nul. On a donc :
r=A
A=1r"=30°
v L’angle i’ est alors donné par : sini’ =nsinr’= nsin A = 0,75
v Soiti’ =48°.6
v Ladéviationest: D =i - r' = 18°.6

7.7.1.1 Dispersion de la lumiére dans un prisme

Nous avons vu au ce chapitre que 1’indice de réfraction dépendait de la longueur
d’onde (couleur) de la lumiere visible. C’est ce que I’on appelle la dispersion. A
cause de ce phénomeéne, un prisme disperse (décompose) une lumiére blanche en ses
différentes composantes. L’ensemble de ces composantes constituent le spectre de la
lumiere blanche (on répertorie généralement sept couleurs dominantes : rouge,
orangé, jaune, vert, bleu, indigo, violet).

longueur d'onde

f T T
nm 650 600 550




Chapitre VIII

Construction des images

8. Introduction

L’optique étudie les phénomenes lumineux, c’est a dire principalement les
phénomenes percus par I’ceil. La cause de ces phénomenes est la lumiére car pour
étre visible un objet doit faire parvenir de la lumiére a 1’ceil.

L’optique géométrique est une branche qui s'appuie sur la notion de rayon lumineux.
Cette approche simple permet notamment des constructions géométriques d'images,
elle permet d'expliquer la formation des images produites ce lui.

8.1 Stigmatisme

Un systeme optique est de bonne qualité si ’il donne d’une source ponctuelle une
image ponctuelle : c’est la condition de stigmatisme.

a- Stigmatisme rigoureux :
Un systéme optique est dit rigoureusement stigmatique pour un couple de
points A et A’, si tout rayon lumineux passant par le point objet A émerge du
systéme optique en passant par le point A’. A’ est alors ’image de A par le
systéme optique ; on dit encore que A et A’ sont conjugués par rapport au
systeme optique. Voire la figure 1.

Systéme
Otique

Figure 1 : les conditions de stigmatisme rigoureux.

b- Stigmatisme approché - Approximation de Gauss
Nous ne considérerons que des systémes optiques centrés, c’est-a-dire des
systemes pour lesquels il existe un axe de symétrie de révolution appelé axe
optique. On montre alors qu’un tel instrument d’optique donnera une image de




bonne qualité d’un objet si les deux conditions suivantes, dites conditions de
Gauss, sont satisfaites :
v" Les objets sont de faible étendue, situés au voisinage de I’axe optique.
v" Les rayons lumineux incidents font un angle faible avec 1’axe optique.
On dit qu’il y a stigmatisme approché. Dans ces conditions, I’image d’un
objet plan perpendiculaire a I’axe optique est plane et perpendiculaire a
I’axe optique (aplanétisme).

8.2 Systemes optiques simples a faces planes

8.2.1 Miroir plan

Un miroir est un objet possédant une surface réfléchissante (surface métallisée) les
rayons lumineux incidents sur sa surface.

Le miroir plan est le seul systéme réalisant le stigmatisme rigoureux pour tout point
de I'espace. Voire figure 2 ci-dessous.

A objet reel image réelle A

L

. . . . “a
image virtuelle abjet virtuel

Figure 2 : Miroir plan
a. Relation de conjugaison :

L’image A’ est symétrique de I’objet A par rapport au miroir (M). L’objet et I’image
sont de natures différentes :

= Objet Réel-Image Virtuelle.
= Objet Virtuel-Image Réelle.

La taille de I’image égale la taille de I’objet.
L’angle d’incidence égale de réflexion (i = r).

b. Miroirs paralléles




M1 et M2 sont deux miroirs plans en paralléles avec ses surfaces refléchissantes se
font face a face comme illustré dans la figure 3 ci-dessous. On commence par le
miroir M1, qui donne I'image d'un objet A4, c'est A, symétrique de A par rapport a M1,
et ainsi de suite, le miroir M2 donne de A; une image 4, ,dont I'image a travers M1

est A12/1,. ... etc.

Et d’autre part, le miroir M2 donne 1'image de A est A, symétrique de A par rapport a
M2; les images de A, données successivement par M1, M2 sont A, 1 , Az1/2,... etc.

On peut en conclure que les deux miroirs donnent donc une double infinité d'images
alignées sur xX'Ax.

E

X
Ainn ¢

Figure 3
8.2.2 Dioptre plan

Un dioptre plan c'est une surface plane qui separe deux milieux homogenes,
transparents et isotropes avec leurs indices de réfraction différents. comme souligné
précédemment dans le chapitre 7.

Exemples :
1. Entre le verre d’une vitre et ’air.
2. Entre 1’eau de mer et 1’air.

3. Deux schémas de dioptre plan pour les deux cas (n’ < n et n’ > n) sont montrés par
les figures 4 ci-dessous.




Figures 4 : Deux dioptres plans pour les deux cas (n' <n et n' > n).

La relation de conjugaison du dioptre plan relie la position de A sur I’axe principal a
celle de son image conjuguée A’ s’écrit :

n’ n

SA”  SA

La taille de I’'image égale la taille de I’objet :

8.3 Systemes optiques a faces spheriques

8.3.1 Miroir sphérique

Un miroir sphérique est une portion de surface sphérique de centre C rendue
réfléchissante par un dép6t métallique et il est caractérisé par un sommet S, rayon
R = SC et par I’axe principal du miroir CS.

On a deux types de miroir sphéerique qui sont :

= Miroir concave : la surface intérieure est réfléchissante (figure a).
= Miroir convexe : la surface extérieure est réfléchissante (figure b).




Figure 5, (a) et (b) : Types de miroir sphérique

Le foyer objet F et foyer image F’ d’un miroir sphérique est situé au milieu de CS c-a
d(F =F).

a. Relations de conjugaison
& Relation entre les positions de I'objet et de I'image
e Origine au centre €

La relation de conjugaison s’écrit pour le miroir sphérique :

e Origine au sommet S

La relation est connue sous le nom de “Formule de Descartes” elle s’écrit :

8.3.2 Dioptre spherique

Un dioptre sphérique est une portion de surface sphérique réfringente qui separe deux
milieux transparents, homogenes d’indices n, et n, différents. Il est caractéerisé par
son axe principal (optique), son centre C, son rayon de courbure r = SC et son
sommet S.

Il existe deux types de dioptre sphérique soit convexe soit concave.

= Dioptre sphérique convexe son rayon de courbure r > 0 et la lumiére rencontre
la surface bombée. Voire figure 6




Dioptre convexe

Convergent Divergent

Figure 6 : Dioptre sphérique convexe.

= Dioptre sphérigue concave, son rayon de courbure r < 0 et la lumiére
rencontre la surface en creux. Voire figure 7.

Dioptre concave

Divergent Convergent

Figure 7 : Dioptre sphérigue concave.

a. Relations de conjugaison
e Origine au centre C

Les relations de conjugaison s’écrivent :

n, N, Nni1—MNy

cA CA [

e Origine au sommet S

8.3.3 Grandissement

Si AB a pour image A’B’, le grandissement y est le rapport algébrique de la taille de
I’image a celle de I’objet :

Exercice :




On considére un miroir sphérigue concave, de centre C, de sommet S de rayon de
courbure R = SC = —30cm et un objet AB de hauteur 1 cm.

1. Donner la position du foyer F.

2. Déterminer I’image A’B’ de AB en précisant sa position, sa nature, son sens et sa
taille dans le cas suivant : SA = —60 cm.

3. Préciser la nature de I’objet. Faire la construction de 1’image.

Solution

1. Le foyer F du miroir se trouve au milieu du segment [SC] et SF = % =15 _
—15cm.

2. La position de A’ est obtenue a partir de la formule de conjugaison :

1 1 2 1 SF.SA
SA” SA SC SF SA — SF

Le grandissement est donné par :

~SA

SA=—-60cm = SA ' =-20cm

On trouve :
y==— et A'B"=0.33cm

3. L’image et I’objet sont réels. L’image est renversée et trois fois plus petite que
’objet.

h\\\\\\\\\\\\\l\\\\\\\\\\\\‘%




8.4 Lentilles minces
8.4.1 Définitions

+ C’est une association de deux dioptres sphériques dont les sommets sont
pratiquement confondus en un sommet S. L’axe optique de la lentille est I’axe
passant par les centres des deux dioptres sphériques. On note n 1’indice du
milieu constituant la lentille (n > 1).

% Une lentille est un milieu transparent homogéne d’indice n limité par deux
dioptres dont I'un au moins est sphérique, l'autre pouvant étre, a la limite, plan.
C’est un systeme centré dont I’axe est la droite qui joint les deux centres des
dioptres respectifs.

L’épaisseur d’une lentille est la distance S; S, ou S; et S, sont les sommets des
deux dioptres. Une lentille est dite mince ou épaisse selon que son épaisseur est
ou n’est pas petite devant les rayons de courbure de ses deux faces et devant
leur différence si ceux-ci sont de méme sens.

Il existe six formes possibles de lentilles voire figure ci-dessous:

¢ lentilles biconvexes,
lentilles biconcaves,
lentilles plan-convexe,
lentilles plan-concaves,
ménisques a bords minces,
ménisques a bords épais.

lentille biconvexe lentille plan-convex e meénisque a bords minces

lentille biconcave lentille plan-concave menisque a bords épais

Figure 8 : Les formes possibles de lentilles.




Les trois premieres sont a bords minces, c’est-a-dire que le pourtour de la lentille est
plus mince que son centre, et les trois derniéres sont a bords épais.

Une lentille est caractérisée par :

x= les sommets S; et S, des dioptres dans 1’ordre ou la lumiére les rencontre,

= 1’axe optique (4) orienté dans le sens de propagation de la lumiere,

= les centres C; et C, des dioptres qui sont portés par 1’axe optique,

= les rayons de courbure R; = S;C; etR, = S,C, des dioptres dont I’un est
infini si I’un des dioptres est plan,

= I’indice n de la lentille et ceux des milieux extrémes.

Nous différencierons les lentilles minces a bords minces des lentilles minces a bords
épais par des fleches de sens opposés placées aux extréemités de cette droite comme la
montre la figure ci-apres.

lentille mince lentille mince
i bords minces a bords épais

Figure 8 : les lentilles minces.
8.4.2 Marche d’un rayon lumineux

Un rayon incident A,I; sur le premier dioptre donne un rayon réfracté I,1,A” dans le
milieu d’indice n. Ce rayon donne, aprés réfraction sur le deuxiéme dioptre, un rayon
I,A, dans Dair.

A” Est I’'image intermédiaire de A, et A, est ’image définitive de A; donnee par la
lentille comme la montre la figure ci-contre.




Figure 8 : Trajectoire d’un rayon lumineux dans la lentille.

Dans le cas des lentilles minces pour les quelles Sy, S, et S sont Confondus, la
relation de conjugaison avec origine au centre optique S s’écrit :

Lo (-1)=
SA, SA; Ry Ry

Avec SA, = S,A

s+ Démonstration la formule (8.9):

= plan de la lentille

axe optique

Figure 9 : Lentilles minces

& Formule de Conjugaison :

n,
A
S,

(D,)

Dioptre (D1) :

n nq n—-nq

S.4; SiA  SiCy

_ N1 514,
V1= n S;4
Dioptre (D2) :

n, n _ np,—n __

S,A S,A;  S,C,

A
Vo = — 2 e, (8.13)

ny SpA1




s Lentille épaisse :

En sommant les équations (8.10) et (8.12), on trouve :

(L _ %) + (% _ L) - ("__"1) + ("2_") (8.14)
SA; 5.4 S, A S,Ap 5., 5,C,

nq S144 n SzA'

Y =Y1XY2=—

n S14 ny, S, A4

......... (8.15)

s Lentillemince: S5, =5, =S

le Tl1 n-— Tll le —n
—_— T = == — + — = V1 + VZ
S,A S;A 516, 526,

(nz nl) . (n—nl) n (nz—n
s& 54/ \5¢ SC,

_ M4
VS S (8.17)

On obtient

Avec : V est la vergence ou la puissance du dioptre (unité : Dioptrie = m™1).

+» Lentille mince d’indice n : Dans deux milieux n, et n,
w Casou nl=n2(méme milieu) :

n n n—nm ny —n
(:1 —_ =1> = — 1 + 1_ = V
SA SA SC, SC,
1

1
_(n_nl)[SZCl_SzCz

¢ Lentille mince d’indice n dans I’air : (n; = n,)

1
SA' SA

_éz(n_l)[i_i] —

Ry Ry

A
Y= (8.21)




Remarque :

w Si'V >0 : Dioptre convergent
w Si'V <0 : Dioptre divergent
% Foyer Image F’

Figure 10 :

+» Foyer Image F

Figure 11 :
F et F’ sont symétriques par rapporta S.

Pour une lentille convergente, F et F’ sont réels, alors que pour une lentille
divergente, ils sont virtuels.

8.4.3 Les différents types de lentilles :

8.4.3.1 Lentilles convergentes

Les lentilles convergentes transforment un faisceau de rayons lumineux paralleles a
I’axe optique en un faisceau convergent. VVoire le figure 10, qui est vérifié :




V>0 SFF>0 et SF<O0
8.4.3.2 Lentilles divergentes

Les lentilles divergentes transforment un faisceau de rayons lumineux paralléles a
I’axe optique en un faisceau divergent. Comme dans le figure 11et le figure 12

Tout rayon lumineux passant par le centre optique d’une lentille mince ne subit
aucune déviation en la traversant. Qui est vérifie :

V<0, SFF<0 et SF>0

) -
—]

Figure 12 : Lentilles divergentes.

Exercice :

¢ Un objet réel est placé a 10 cm d’une lentille convergente (1) de 5 cm de distance
focale. Une deuxieéme lentille convergente (2) de distance focale 15 cm est disposee a
34 cm de la premiére.

1/ Déterminer la position de I’image donnée par ce systéme ainsi que
I’agrandissement total.

¢+ On rapproche cette fois cette lentille (2) de la lentille (1) et on suppose les centres
confondus.

a. Déterminer la distance focale.

b. Les caractéristiques de I’image obtenue pour le méme objet.

Solution

1/V; = 20 Dioptrie, S;A; = 0.1m, y, =-1,y, =—-1.67,y =y, Xy, =+1.6

b. Image réelle, droite et agrandie.
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