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Introduction

L’observation en 1995 du phénoméne de condensation de Bose-Einstein (BEC) dans les gaz ultra
froids [1-4] a marqué un tournant dans la physique des basses températures. En effet, la communauté
scientifique a reconnu cet exploit par Iattribution d’un prix Nobel de physique en 2001 & E. Cornell, C.
Wieman et W. Ketterle [4]. Les expériences effectuées initialement sur les atomes alcalins ont été étendues
aux gaz dilués tels que le Rubidium, le Sodium ou le Lithium.

Depuis lors, le domaine des atomes ultra froids a vu fleurir une multitude de méthodes
expérimentales et théoriques. D’une part, les expérimentateurs cherchaient a toujours tenter de mieux
appréhender ce comportement étrange de la matiére en confinant les gaz par différents types de potentiels de
piége et en modifiant leurs géométries et leurs structures. 1ls sont méme arrivés a contréler les interactions
entre atomes en utilisant la résonnance de Feschbach. Ainsi des gaz initialement répulsifs pouvaient devenir
attractifs et vice-versa. Il s’agit d’une avancée extraordinaire en physique atomique. Par ailleurs, les
techniques de refroidissement sont devenues de plus en plus ingénieuses et on parvient a des températures de
I’ordre du nanokelvin, repoussant ainsi les expériences vers le zéro absolu.

D’autre part, et avec I’avancée spectaculaire des techniques expérimentales, on a vu se développer
des modéles théoriques de plus en plus élaborés. L’un des premiers modéles ayant eu un succés retentissant
fut I’équation de Gross-Pitaevskii (GP) qui décrit le comportement du gaz a température exactement nulle.
Cette équation, qui est typiquement une équation de Schrédinger non linéaire, parvient a prédire correctement
beaucoup de propriétés d’équilibre des gaz quantiques. Le paramétre d’ordre qui y intervient est en fait la
fonction d’onde macroscopique du condensat. Il s’agit d’une description en champ moyen ayant 1’avantage
d’étre trés simple, mais aussi I’inconvénient d’étre classique (c’est une équation pour un champ classique) et
de ne pas tenir compte de la population d’atomes non condensés. De ce fait, les effets de température et de
corrélation entre atomes condensés (dans I’état fondamental) et atomes non condensés (excités) sont
completement ignorés dans cette approximation. Par contre, elle tient bien compte des interactions entre
atomes condenseés et prédit avec grand succes les excitations collectives du condensat a température nulle.

Cependant, ne tenant pas compte du nuage thermique, elle restait quand méme assez faible
conceptuellement. Des généralisations ont été proposées [5,10-37], allant de ’approximation de Popov, qui
fait intervenir explicitement la densité non condensée, a celle de Beliaev ou I’on voit clairement apparaitre
pour la premiére fois les effets & N-corps via la moyenne anormale, elle-méme directement reliée aux self-
énergies et donc a la matrice T.

Ces approximations sont trés difficiles et prédisent un certain nombre de propriétés de corrélation et
d’excitation a température finie que 1’équation GP est incapable de prédire. Néanmoins, elles souffrent toutes
de deux handicaps majeurs: d’une part, elles sont limitées aux trés basses températures (loin de la transition)
et d’autre part, les densités non condensées et anormales sont soit considérées comme des quantités
classiques (hypothése d’un gaz thermique classique), soit traitées comme des quantités quantiques. De plus,
la densité anormale est toujours considérée comme une correction extrémement faible.

Une autre facon de faire est de construire une généralisation consistante de 1’équation de GP. Cela
fut réalisé grace a ’approximation de Hartree-Fock-Bogoliubov (HFB) qui est rappelons-le, une théorie de
champ moyen self-consistant. L’intérét est alors évident puisque I’on obtient un systéme d’équations fermées
ou les diverses densités sont traitées sur un méme pied d’égalité. On obtient alors foule de propriétés a
I’équilibre des condensats, telles que les profils de densité en fonction de la température ainsi que les spectres
d’excitation thermiques. On obtient méme certaines propriétés de la transition vers 1’état normal.

Néanmoins, cette approximation présente un certain nombre d’inconsistances dues a l’utilisation
d’un potentiel de contact décrivant les collisions binaires. Plusieurs variantes ont été proposées [33,38-41]




afin de pallier a ces anomalies et tenir compte des effets a N-corps. En effet, I’approximation HFB a été jugée
trés acceptable dans le cas du probléme nucléaire. Mais son application aux gaz ultra froids s’est heurtée a
des difficultés conceptuelles. D une part, ces gaz sont fortement dilués, ce qui justifierait une approche type
champ moyen, mais leurs interactions sont faibles (les effets de longue portée dus au potentiel sont quasiment
nuls). Par contre, les effets de corrélation sont eux trés importants a cause de la statistique bosonique.
Drailleurs, ce sont ces effets de corrélation (vus d’une fagon simple comme le recouvrement des fonctions
d’onde individuelles des atomes), qui sont responsables du phénomeéne de condensation de Bose-Einstein.
Aussi, une question trés pertinente se pose: Comment peut-on appliquer une théorie de champ moyen, qui par
essence méme, néglige les corrélations, a un probléme ou les corrélations sont dominantes. En fait, c’est 1a
tout le miracle de la théorie HFB. Elle arrive non seulement a décrire beaucoup des propriétés des gaz ultra
froids, mais elle parvient méme a prédire les paramétres de la transition.

Afin de pallier aux inconsistances de la théorie HFB, des généralisations ont été proposées. Ainsi,
des théories GHFB (G pour Generalized) ont vu le jour. Ces théories sont baties sur 1’idée méme que les
anomalies constatées proviennent de 1’oubli des effets a N-corps. Les équations qui en découlent consistent
en une équation de GP généralisée a laquelle on adjoint les équations de Bogoliubov-De Gennes. Ce systeme
d’équations a plusieurs avantages. En particulier, il tient compte des effets mutuels entre condensat et nuage,
et des corrélations entre atomes condensées et atomes excités. Du point de vue pratique, il consiste en un
systéme non linéaire d’équations aux dérivées partielles couplées.

La résolution numérique d’un tel probléme ne pose pas de difficultés majeures tant que le nombre de
particules est relativement petit. Cependant, il ne faut pas oublier qu’afin de comparer aux résultats
expérimentaux, il est nécessaire de considérer des gaz contenant un grand nombre d’atomes (des centaines de
milliers, voire des millions). Or, a température finie, le nombre de modes excités occupés augmente avec le
nombre de particules. Ainsi, plus le gaz contient d’atomes, et plus la température augmente, plus la
manipulation numérique des équations devient délicate ; les modes excités devenant de plus en plus hauts en
énergie, conduisant méme a des divergences ultra-violettes comme en théorie des champs. Résoudre un tel
probléme devint donc un véritable challenge numérique.

L’intérét pour ce type de probléme provient de résultats expérimentaux récents [6-9] montrant une
claire déviation du modéle d’expansion de Castin-Dum [48]. Ce modéle stipule qu’une fois le pi¢ge éteint, le
gaz se répondra grosso modo d’une fagon isotrope. Autrement dit, les images prises aprés un certain temps de
vol seront des représentations fidéles de 1’état du gaz dans le piége, modulo un changement d’échelle. Cela
suppose en particulier que le rapport d’aspect sera constant (le gaz ne subit pas de déformation tout au long
de son vol). C’est ce que 1’on appelle ’expansion Thomas-Fermi. Ce modéle néglige donc les corrélations
entre atomes condensés et nuage thermique tout au long de I’expansion libre. Ceci ne sera évidemment vrai
qu’aprés un temps suffisamment long. Mais juste aprés 1’extinction du piége, cette hypothése n’a pas de
justification physique.

L’idée est donc d’abord de résoudre les équations GHFB pour des nombres d’atomes de 1’ordre de
ceux utilisés dans les expériences, ce qui nous permettra d’accéder a des grandeurs typiques du gaz telles que
le rayon du condensat et le rapport d’aspect. Ces grandeurs seront cruciales pour la validation de ce modéle
Thomas-Fermi. Nous avons été surpris en consultant la littérature qu’il n’existait aucune référence traitant
cette question. Les expérimentateurs ont di soit se limiter a ’équation de GP, soit utilisé des modéles semi-
empiriques ou heuristiques afin de confronter leurs résultats & des modéles théoriques. Il était donc urgent de
présenter un calcul complet qui puisse étre directement exploité par les expérimentateurs.

Obijectifs et Plan de travail

Ce travail a été effectué au laboratoire de physique théorique et de physique des matériaux (LPTPM)
de I'université Hassiba Ben Bouali de Chlef, en collaboration avec I’institut de physique nucléaire d’Orsay,
groupe de physique théorique, Université Paris-sud. Son objectif est d’étudier un gaz de bosons, en
I’occurrence le Rb composé d’un trés grand nombre d’atomes.




Nous nous intéressons dans ce travail, a analyser ce systéme numériquement en utilisant en premier
lieu I’approximation Hartree-Fock (HFA) [42,43]. Le traitement des interactions sous la forme d’un potentiel
de contact, nous aide a déterminer le champ moyen crée par les atomes et une de ses conséquences est
I’équation de Gross-Pitaevskii standard [33]. Nous étudions I’effet de ce potentiel moyen quand le nombre de
particules condensées est grand ce qui conduit a la limite Thomas-Fermi (TF). Nous étendrons ensuite notre
étude aux températures finies ou, en plus de ce potentiel moyen, il apparait d’autres potentiels crées par les
particules non condensées. Ceci nous permet d’aller au-dela de ces approximations en utilisant la
transformation de Bogoliubov. Cette approche fournit toutes les informations sur 1’état fondamental et les
premiers états excités du systeme qui ne sont autres que les excitations élémentaires auxquelles on associe les
quasi-particules. Muni de cette transformation, nous aboutissons a une forme plus générale de I’équation de
Gross-Pitaevskii (EGPG) et aux équations couplées de Bogoliubov- De Gennes (BdG) [5,33].

Le présent travail est constitué de quatre chapitres. Dans le premier chapitre, nous exposons les
fondements du formalisme a température nulle ou nous étudions 1’approximation Hartree Fock, 1’équation de
Gross Pitaevskii standard (EGPS) ainsi que certaines limites telles que 1’approximation Thomas Fermi. Nous
étudions aussi les excitations élémentaires. Nous terminons ce chapitre par la formalisme hydrodynamique
qui constitue une autre vision trés intéressante du probleme.

Dans le second chapitre, le formalisme est étendu a température finie en utilisant les méthodes de
Bogoliubov et de Popov. Nous discutons les équations couplées obtenues ainsi que la forme la plus générale
de I’équation de Gross-Pitaevskii qui découle de la décomposition de H.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude de la matrice T & N particules et de la divergence
ultraviolette qui apparait dans la densité anormale. Nous présentons les différentes méthodes de
renormalisation utilisées par divers auteurs [33,38-41]. Nous n’oublierons pas de mentionner la divergence
infrarouge qui apparait lorsque le gaz est libre mais qui disparait lorsque le gaz est piégé.

Dans le quatrieme chapitre, nous mettons au point un algorithme numérique self-consistant afin de
résoudre les équations couplées. Nous testons notre algorithme sur un cas déja étudié ou le nombre de
particules de Rb est de 2000. Puis nous augmentons le nombre de particules afin de se rapprocher des
situations réalistes. Nous calculons la densité condensée, la densité non condensée, la densité anormale, la
fraction condensée, le rapport d’aspect,.... Le potentiel chimique est déterminé itérativement afin de
permettre de conserver le nombre total de particules. Les résultats que nos obtenons reproduisent d’une fagon
trés satisfaisante les données expérimentales [6-9] et justifient le fait que 1’expansion n’est pas du type
Thomas-Fermi.

Finalement, nous concluons notre travail par un ensemble de perspectives a plus ou moins long
terme.
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1. Introduction

L’étude d’un systéme a N particules identiques en interaction revient a 1’étude du comportement de sa
fonction d’onde totale. Cette fonction d’onde totale est une superposition de toutes les permutations possibles
de la fonction d’onde relative & une particule. Dans le cas des bosons ces permutations sont paires ce qui
laisse la fonction d’onde totale symétrique. Dans le cas des fermions, en revanche, elles sont impaires et par
conséquent la fonction d’onde totale sera antisymétrique. Nous allons 1’écrire dans la base du nombre
d’occupation, en utilisant les opérateurs de création et d’annihilation d’une particule. Les kets représentant
ces fonctions d’ondes appartiennent a un espace de Fock de dimension infini. Puisque nous nous
intéresserons aux phénomeénes qui se passent a des basses températures, il est préférable d’étudier le
phénomene a température nulle puis faire une extension a des températures finies.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a 1’étude de ce systéme dans le cadre de I’approximation du
champ moyen du fait que cette approximation consiste a transformer 1’étude d’un systéme a N particules en
interaction en une particule dans un champ moyen crée par les N-1 autre particules. Nous commencerons par
la présentation de I’approximation de Hartree-Fock [42,43], qui constitue une méthode de type champ moyen
a une particule. Nous écrirons I’interaction comme un potentiel de contact en passant a 1’équation de Gross
Pitaevskii standard qui décrit correctement 1’état fondamental a T=0.

2- L’approximation du champ moyen

L’approximation du champ moyen joue un role primordial pour I’étude des systémes a N particules. Elle
consiste a transformer 1’étude du systéme a N particules en interaction a 1’étude d’une particule de ce systéme
dans un champ moyen crée par les N-1 autres particules. Ce champ moyen, qui peut étre traité par le principe
variationnel ou les fonctions d’onde d’essai sont des produits de N fonctions d’onde liée a une particule,
constitue le point essentiel de ce chapitre. Nous en donnerons ici un bref apercu :
2-1 Le principe variationnel
Le principe variationnel est I’un des grands principes de la physique générale. Ce dernier stipule : étant donné

un systeme quantique défini par son hamiltonien H, les fonctions d’onde |w> états propres de H sont des
kets qui rendent stationnaire (minimum pour I’état fondamental) la quantité E [w] défini par :

E[W]:<V’|H|’/’>

(vlv)
La méthode variationnelle de Ritz [44] consiste a restreindre le domaine variationnel et de résoudre
I’équation :

(I-1)

(Sy|H—E|y)+(w|H-E|oy)=0 (1-2)
Si nous effectuons le changement | 51,//> =1 |5w> , hous en déduisons :
—i(oy|H—E|y)+i{y|H-E|ow)=0 (1-3)
A partir de (1-2) et (1-3), nous obtenons :
(8 |H ~E|y) = {w|H ~E|ov) ®

Ainsi, résoudre une équation de Schrddinger revient a minimiser la valeur moyenne de 1’Hamiltonien
concerné. De plus, pour n’importe quel état dynamique d’un systéme, la valeur moyenne de son énergie est
supérieure ou égale a I’énergie propre de son état fondamental :

Elv]>E, (1-5)
Par conséquent, nous pouvons trouver 1’état fondamental |W0> en minimisant la fonctionnelle E [W] . Le

succes de la méthode dépend d’un choix judicieux de I’espace des fonctions d’essai : ce choix doit étre guidé
par la physique du probléme et conduire a des calculs faisables. Tant que la vraie fonction n’est pas dans cet
ensemble, la solution minimale n’est pas la fonction propre exacte, mais seulement une approximation. En ce




qui concerne les états excités, on peut procéder de la méme maniere. Ainsi, pour le premier état excité, il faut
considérer le sous espace entierement orthogonal a|t//0> .

2.2 L’approximation de Hartree Fock

Dans cette approximation on suppose I’existence d’un potentiel moyen mono particulaire, appelé potentiel
de Hartree-Fock qui permet de décrire avec une bonne approximation 1’état fondamental, & température nulle,
ou I’influence des particules thermiques est pratiquement négligeable. L ’hamiltonien du systéme s’écrit :

H= Zh (r)+= ZV(r r) (1-6)

| j=i

(I‘ ) est I’hamiltonien relatif & une particule (i), V, (r, ) le potentiel du piége

trap trap

ouh,(r) —Z—A(I)+

et V (I, —r;)le potentiel d’interaction.

En absence d’interaction, V (r, - )=0, I’état fondamental (T=0) correspondant aux N particules est obtenu

en minimisant la fonctionnelle d’onde de 1’hamiltonien de (I-6), elle considérée comme un produit de
fonctions d’onde a une particule :

oo N
w(h, G, 0) =11 9, (r) (1-7)
Dont I’énergie est :
N
E=Yne, (1-8)
v=l
Ou Z N, = N, avec N est le nombre d’état possible et &, est I’énergie de la particule V.
v=1
Du fait que la densité relative a cette fonction d’onde est invariante par I’opérateur permutation P :
SN O
p=|Pl//(I’1,I'2,...I’N)| =|W(r1’r2""rN)| (1-9)
On distingue alors deux cas :
PV/(E,E,FN):il//(ﬁ,E,FN) (l-lO)

Pour le cas des bosons, la fonction d’onde est symétrique. Elle s’écrit comme :

l//Bosonso (I_i’ r r N ) Z P(H ¢Oi (r| )) (I'lla)

Le cas des fermions la fonction d’onde est antisymétrique. EIIe est considérée comme un déterminant de
Slater si nous respectons le principe de Pauli :

W rermionso (B1 Ty 1oy ) = J—Z( DP(ITY, ¢y (1)) (I-11b)

L’inclusion des interactions modifie légérement 1’état fondamental et 1’énergie correspondante mais cela
n’empéche pas de toujours les considérer comme un produit de fonctions d’ondes a une particule :

¥ Bosons ( r ) z P(H ¢| (r| )) (I-12a)

Y Eermions (ri' r2 | r’N ) = ﬁZ( 1) P(H| 21 @ (r| )) (1-12b)

&



Les fonctions d’onde sont une représentation dans 1’espace des coordonnées de 1’état propre k du
Hamiltonien mono particulaire. Trés souvent, on travaille dans 1’espace de configuration sous-tendu par un
ensemble de fonctions d’onde monoparticulaires complet et orthogonal. La fonction d’onde peut étre

développée dans la base { ;(,} :

O = Z Dy (1-13)
1

Si pour chaque fonction d’onde on définit les opérateurs de création et d’annihilation de particules (fermions
ou bosons) correspondants, on peut d’une maniére similaire exprimer les opérateurs

C =D Dy (1-14)
|

ou C; et C, sont les opérateurs qui correspondent aux fonctions d’onde mono particulaires et sont solutions

de I’hamiltonien & une particule h(r;) .

Puisque les deux ensembles{(pk}et {;(,}sont complets et orthogonaux, la transformation D doit étre
unitaire :
D'D=1 (1-15)

Ce qui permet aux opérateurs de préserver les relations d’anticommutations des fermions et de commutations
des bosons.
Il est souvent plus commaode de représenter le déterminant de Slater, par sa matrice densité a une particule :

P = <W|a|+a|' |W> (I-16a)
En tenant compte de (I-15) et (I-16a), on obtient :
N
P =ZDIk Dl*'k'<l//|cl+'cl |l//>=ZDIi Dy (1-16b)
Kk i=1

2.2.1 Energie de Hartree-Fock
Avant de pouvoir effectuer la variation qui nous permettra de déterminer la fonction d’onde

W (Wagsons =W+ Weermions = W ) nous devons calculer I’énergie de Hartree-Fock donnée par :

E.e =(w|H|w) (I-17a)
(p|h]o)  N(N-1) (2l{2V]e)0)
Ew =N + (I-17b)
ey 2 (olo)e|o)

En seconde quantification, ce Hamiltonien, utilisé habituellement dans le traitement des problémes & N
particules, s’écrit a ’aide des opérateurs de base ar , @ comme suit :

1
+ + At
Huye = Ztuz aa +- z Vit &, 8,8, &, (1-18)

Il blololy
Ou t, et v, représentent les éléments matriciels des opérateurs énergie cinétique et potentiel
12 17213%4

d’interaction.
En appliquant le théoréme de Wick, on peut exprimer 1’énergie de Hartree-Fock comme une fonctionnelle de
la densité mono particulaire :

+ 1 ot
EHF [p] - Ztlﬂz <l//| a|1 a'z |l//> +E Z V|1|2|3|4 <l//| a|1 a'z a|4 a's |(//> (1-19a)

Il iyl
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1
Eve [2] =D by, o0, 3 > P Vi, A, (1-19b)
|

IlYIZ 1|2|3|4

1
E.e [2]=Tr(tp) +5 T (pvp) (1-19¢c)

Puisque I’équation est indépendante de la base, on peut 1’utiliser pour donner une expression de 1’énergie HF
dans la base ou p est diagonale :

1
E.e [p]= Zt" +§ZVu,u (1-20)
i i,j

Out; et v ; représentent les éléments diagonaux des matrice tp et pV prespectivement.

2-2.2 Les équations de Hartree Fock
Pour déterminer la base { i }, nous devons minimiser la fonctionnelle énergie (1-19) par rapport a toutes

les densités, avec la condition que,o2 = p (pour pnulle, donc état pur). Ceci est équivalent a la

minimisation de 1’énergie de I’équation (I-19) dans I’espace des déterminants de Slater pour les fermions et
dans 1’espace des produits de fonctions pour les bosons. Puisque la densité a laquelle on ajoute une petite
variation est aussi un projecteur

(p+p)* =p+dp (1-21)
Nous négligeons les termes quadratiques en 9o, on obtient :
op = pdp + opp (1-22)

Dans la base {1 }, ou la densité est diagonale, cela signifie que les élements de matrice particule-particule
doivent étre nuls :

pop =0 (1-23)
Par conséquent, pour s’assurer que nous restons dans ’ensemble de la base (lié au déterminant pour les
fermions, et lié aux produits pour les bosons), nous pouvons ne tenir compte que des variations 0P, des
éléments de matrices particule trou (ph) et trou particule (hp) de la matrice densité o dans la base { i/ }.
La variation de 1’énergie (I-20) est alors donnée par :

SEre = Epe (0 +0) — Epe (P) = D D 00 (1-24)
Kk '

On peut dire alors que la méthode de Hartree Fock consiste a considérer la dynamique d’un systéme comme
un mouvement de particules indépendantes. L’état du systéme est soit un déterminant de Slater pour les
fermions ou soit un produit de fonctions symétrique pour les bosons, et le hamiltonien de Hartree Fock est
un hamiltonien mono particulaire.

3. Equation de Gross Pitaevskii standard
Revenons a ’équation (I-17b), le terme N (N-1) / 2 provient de la somme du terme d'interaction sur

I'ensemble des paires possibles dans le systéme. L'évaluation de la somme sur tous les V (I’i - rj)est un peu

délicate. Un choix possible est de décrire les interactions et la diffusion des particules dans 1’approximation
de Born. On considére ainsi un pseudopotentiel de la forme

4rh’a

V(r-r)= o(r—r)=go(r-r’ (1-25)
Ou a est la longueur de diffusion des ondes s, m la masse de la particule et g est I’interaction.

Cette approximation pour les selfs interaction est en fait une simplification grossiére puisqu’elle consiste a ne
considérer que des collisions binaires ponctuelles. Autrement dit, tous les effets de longue portée sont
négligés. Le modele de sphéres dures sera en fait d’autant plus valable que le systéme est dilué. Ce potentiel
est caractérisé par un seul paramétre scalaire ; longueur de diffusion de 1’onde s. En substituant cette

=



expression dans 1’équation (I-17a) nous aboutissons a 1’équation de Gross Pitaevskii (EGP). Cette derniére
décrit avec succes le phénomene de condensation de Bose-Einstein. Une de ces caractéristiques est
I'apparition d'un état macroscopiquement occupé. Elle représente simplement I'équation d'Euler-Lagrange de
la fonctionnelle d'énergie et s’écrit :

(hy = ) (1) + (N, =g, (N[ (1) =0 (1-26)
D’apres (I-26) 1’équation de Gross Pitaevskii est en fait une équation de champ classique.
Ou s est le potentiel chimique du systeme, N_le nombre de particules condensées et goo(r) la fonction
d’onde condensée.

3.1 L’effet des interactions : limite Thomas Fermi
En général, les interactions jouent un réle non négligeable dans ’apparition de la fraction

condensée et dans sa stabilité, selon qu’elles sont attractives ou répulsives. Si les interactions sont
2

h
suffisamment fortes et répulsives le terme cinétique, —2— A@, (r) devient négligeable dans 1’équation (I-
m

1
26) qui devient alors, en remplagant V., (1) parEmO)ZrZ et N.-1par N, :

1
Emwzrzq’o(r) + N9 |(po(r)|2 @, (1) = g, (1) (1-27)
On en déduit :
oo (N[ = L (u-Emotr?) (1-28)
gN, 2

2
La densité de particules N, (r)= N, |(po(r)| a la forme d’une parabole inversée (voir figure 1-1) qui

s’annule au dela de I, ou:

Mhax = 2;12 (1-29)

M
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r
Figure I-1 : Fonction d’onde de Thomas Fermi dans un potentiel harmonique a symétrie sphérique.

Notons que 1’approximation de Thomas Fermi n’est plus valable au voisinage der =T, . Le fait de tenir
compte du terme cinétique au voisinage de ce point arrondit les angles et supprime la discontinuité de la
dérivée de n(r)en r =r_, [45,46].

L’approximation de Thomas Fermi est une limite a température pratiquement nulle.

La condition de normalisation de ¢(r) :

2
j d°rlg, () =1 (1-30)
Conduit a I’expression du potentiel chimique :
ho 15N a2
ﬂZT( dc )° (1-31)
Ou d est la longueur d’oscillateur :
h
d= — (1-32)

Soit E(N) I’énergie totale moyenne du systeme des N particules. Par définition méme de £4 :
_E(N)
oN

Comme @, a, O ne dépendent pas de N, on déduit alors par intégration que :

(1-33)

&
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2/5 N

ho , _a
E(N)=—(©15— 1-34
(N) = (152)"° = (-39
et par suite pour I’énergie totale par particule
E(N) 5
=7 _= 1-35
N 7 H (1-35)

3.2 Rayon du condensat et rapport d’aspect (aspect ratio)
Nous prendrons pour un rayon du condensat la valeur maximale I, de r écrite en (1-29). En reportant la
valeur (1-31) du potentiel chimique dans cette expression, on obtient :

o= ’nfﬂz :d(15ZNc)1/5 (1-36)
(4]

Le cas d’un piége anisotrope, & symétrie de révolution autour de Oz, est caractérisé par des fréquences

1
w, (axiale) et @, (perpendiculaire). Alors, en remplagant dans le membre de gauche de (1-28), Ema)zr2

1 2,2 2,2 : ‘ . .
parE M(@;z° + @;r°). Les valeurs maximales Z,,, et I de z etrsont alors donnés par les équations

1
“=> mw’z’,, =0 (1-372)
1 2,2
Y7 3 mer., =0 (1-37b)
Ce qui conduit pour le rapport d’aspect du condensat en présence d’interaction :
Z [0
e (1-38)
r .

max z

En absence d’interactions, les dimensions du condensat sont données par le long de Oz et

Mo

z

dans les directions radiales, ce qui conduit au rapport d’aspect :
Mo
gl

2= =+ (1-39)

Comme —= > |—=on en déduit, en comparant (I-38) et (I-39), que les interactions augmentent
Q) o,

z
I’anisotropie du condensat.

4. Equation de Gross Pitaevskii dépendant du temps en représentation de Heisenberg

Pour obtenir I’EGP il existe plusieurs méthodes, soit par le principe de moindre action (voir
appendice C) soit par les équations de Heisenberg. Le but de cette section est de déterminer la forme que
prend ’EGP dans diverses limites (faibles excitations, forte densité). Cette équation sera ensuite utilisée dans
le dernier chapitre pour interpréter divers résultats expérimentaux [6-9].

&



Dans la représentation de Heisenberg, 1’équation de Schrodinger dépendant du temps de N particules
identiques en interaction, piégées dans un potentiel dépendant du temps est obtenue (voir appendice E) en
écrivant :

.. 0
lhay/(rl,rz,...,t)z[H,w] (1-40)
En injectant 1’expression de la fonction d’un systéme bosonique :
N
v (rt) =2 o(0.OT1,; o(r;.1) (1-42)
i=1

Onaura:

.. 0 " 2

Ihaw(r,t) = —%A(p(r,t) +Vip (LD @(r, 1) + Ng (1, 1)] (1, 1) (1-42)
On note que, si 1’on cherche une solution stationnaire du type @(I,t) = ¢)0(I’)e_i”t ' on retrouve I’équation

indépendante du temps. L’équation (I-42) est hautement non triviale. En effet, dans le cas général, elle ne
peut pas se ramener a une équation aux valeurs propres standard du fait du terme non linéaire. Cependant,
dans le cas des faibles interactions, il est possible de linéariser I’équation autour d’une solution stationnaire.
Physiquement cela correspond aux excitations de basse énergie du condensat.

4-1 La limite des faibles excitations

Une fagon de linéariser cette équation est d'ajouter au potentiel du piége une petite perturbation oV (r,t) :
Virap (11 =Vigao (N + 6V (1, 1) (1-43)
(r) est le potentiel statique.

rap
Ou VtrapO
Lorsque oV (r,t) =0, les solutions de I’équation de Gross Pitaevskii dépendante du temps (I-42) sont de la

forme :
p(r,1) = g, (e ™" (1-44)
OU @, (I) est solution de I'équation de Gross Pitaevskii indépendante du temps correspondant & V., () et

M le potentiel chimique :
2

h
=2 AP (1) Voo (N (1) + N o ()] 94(1) = a9, (1) (1-45)

Si maintenant OV (r,t) est trés petit, on sattend a ce que @(r,t)soit peu différent de (1-44). Plus
précisément, si I'on pose :

o(r,t) = o(r,t)e " (1-46)
On s’attend a ce que @(I,t) soit peu différent de ¢, (') . Reportons (1-43) et (1-46) dans (1-42), il vient :

0 n? . y
|hago(r,t) = (—%A +Vigapo (1) + 6V (r,1) — 12+ Ng |(o(r,t)|2)g0(r,t) (1-47a)
Posons également :

@(r,t) = g, (r) + So(r,t) (1-47b)

Soit &=

etd@ est au moins d'ordre Len g .
trap0
Reportons (1-47b) dans (1-47a). A l'ordre 0 en &, on retrouve (1-45). A I'ordre 1, on obtient




., 0 h?
'ha&D = (_%A +Vtrap0 (r)—u+2Ng |¢o (I’)|2)5g0 + Ng%z (Nop™*+oV (r,t)p, (r)  (1-48)

L’évolution de 0@ est couplée a celle de d¢ . Pour obtenir une équation linéaire, il faut introduire le vecteur

op | o o
colonne So* qui satisfait a I’équation linéaire :

Q
. 009 o +5s
h— = -
o)l 5 =

OU Lgp est une matrice 2*2 indépendante du temps :
2
h—u+2Nglg,[  Ngg;
LG = * 2 (|-50a)
" | -Ngg?  —(hy—u+2Ngle|)

n S
Avec hy =——A+V,,(r) etou est un terme source avec
2m P —s*

s=oV (r,t)p,(r) (1-50b)

L'équation (I-50a) représente une linéarisation de I'équation de Gross Pitaevskii dépendant du temps

valable a la limite OV << V5.

4-2 Etude des excitations

La linéarisation de 1’équation (I-50), nous donne accés au spectre des excitations de basse énergie d’un
condensat dans un cadre plus simple que celui de la théorie de Bogoliubov [12]. On obtient les modes

propres en diagonalisant L, , c'est-a-dire en cherchant les fréquences propres et les vecteurs propres (u,v) du

systeme tels que :
L [U(r)je_m _ ha)(u(r)je‘""t (1-51)

v(r v(r)

L’équation aux valeurs propres s’écrit :

hou(r) =| hy — u+2gg (1) |u(r) + ge,” (Nv(r)
—heov(r) = hy — 1+ 29’ (1) |v(r) + g, (N)u(r)

Qui ne sont autres que les équations couplées de Bogoliubov de Gennes (BdG) [33].

(1-52)

Cette procédure est aussi équivalente a la diagonalisation de I'hamiltonien dans I'approximation de
Bogoliubov, dans lequel on exprime I'opérateur champ ¥ (I) en termes d'opérateurs de quasi particules a;

et aj+ atravers
w(r) = Z[u i(Na; +Vi(Ner] | (1-53)
]

En imposant que a;et a;obéissent aux relations de commutation canoniques. Les amplitudes des quasi
particules doivent obéir a la condition de normalisation :

driu; (Nu (r) =V, (r)v.(r)|= &, (1-54)
_[ [ i j i j ] ij




Les équations (1-52) permettent alors décrire la situation générale sous la forme :
o(r,t) =[ p(r) +u(r)e™ +v*(r)e e (1-55)

Regardons comment 1’on procéde dans le cas d’un gaz homogéne.
4-3 Gaz homogéne

Prenons le cas d’un condensat libre uniforme. La solution a 1’équilibre est trés simple car il s’agit d’une
constante :

1
P :W' H=pg (1-56)

On cherche alors U(r) et V(r) sous une forme d’onde planes, &', ce qui donne la relation de dispersion
de Bogoliubov [45] :

KW’k? h°k?
ho'* = J (——+2p9) (1-57)
2m  2m
Cette relation de dispersion donne deux limites selon [’ordre de grandeur k. Posons

thZ
ho, = > et24 =20, on distingue deux cas :
m

Siha)f < u, larelation (1-57) devient :

haot™® = \[2hal pg =k /p—n? (1-58)

D’ou la vitesse des phonons :

c=. P8 (1-59)
m
Il s’agit d’ondes de densité a travers le condensat.
Si ha)f 2 44, on déduit une relation de la forme :
ha™ = hayl + pg (1-60)

On dit qu’on est dans un cas de particule libre. L’effet du condensat ne se traduit que par une simple
translation des énergies du gaz de I’ordre du potentiel chimique.

5. Equation de Gross Pitaevskii en termes hydrodynamique

Une des complications qui survient lorsqu’on examine 1’équation (1-42) est que la fonction d’onde est
nécessairement complexe. En effet, dans le cas statique on peut toujours se ramener a une fonction réelle qui
traduit le fait que le courant de probabilité est nul (état stationnaire). Pour un probléme dépendant du temps
ce n’est en général pas le cas. Nous présentons ici une description hydrodynamique des condensats. Cette
description est basée sur un formalisme ou il nous sera possible de séparer les fluctuations de phase et de
densité. Pour ce faire, il suffit de changer le point de vue en écrivant la fonction d’onde dans la représentation

phase-densité :
o(r,t) =/ p(r,t)e>d (1-61)
Ou S(I,t) est la phase de la fonction d’onde @(T',t) et +/ p(I,t) son module.
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Cette transformation est appelée transformation de Madelung [47]. On voit immédiatement que p est la

densité locale d’atomes. En reportant cette expression dans 1’équation de Gross Pitaevskii dépendante du
temps, et en séparant partie réelle et partie imaginaire, on obtient un jeu de deux équations totalement
équivalentes a :

. oo
V(r,t) =—VS(r,t) (1-62a)
m
Déduite de I’expression | = p— V @ donnant la densité du courant de la fonction d’onde.

%p +9(p9) =0 (1-62b)

_ 2
ﬂ:@ LSy _lmv Vi (1,0) = 99 (1-620)

2m\/_

Dans cette équation (1-62c), il apparait un seul terme proportionnel a h? qu’on appelle pression quantique.

L’approximation de Thomas Fermi revient a négliger le terme de pression quantique. En effet, ce terme est
analogue au terme cinétique que nous avons négligé dans I’équation (I-27). Il provient des gradients de
densité; un autre terme cinétique, provenant des gradients de phase (absents dans un nuage au repos), apparait

1
. 2 . A T N , . .
sous la forme classique de Emv . ce dernier ne pourra pas étre négligé, méme dans I’approximation de

Thomas Fermi.
L’équation hydrodynamique (I1-62) prend finalement la forme :

mv
2)

I
o

0. =
mav + V(i (1) + 90 + (1-63)
5.1 Cas d’un piége harmonique dépendant du temps
Les équations hydrodynamiques prennent une forme particuliére quand le potentiel du piége est harmonique
a tout instant :

Vi (1, 1) = Z ma? (t)x? (1-64)

Castin et Dum, ainsi que Kagan, Shlyapnikov et Walraven, ont montré que le condensat garde un profil de
densité parabolique [48,49], avec des rayons de Thomas Fermi R, qui dépendent du temps:

R (t) = A (t)R (0). Les paramétres A, (t) décrivent complétement 1’évolution du systéme, sous forme de
lois d’échelle. En injectant ce profil de Thomas Fermi dans les équations hydrodynamiques, on obtient un

ensemble d’équations différentielles non linéaires pour les A, (t) :
2
. o’ (0
AN+ o4 (1) = 2O (1-65)
Ay 2y
Ces équations (1-65) permettent d’obtenir des solutions exactes pour 1’évolution du condensat. Elles donnent
ainsi accés au comportement de certains modes comme le mode de respiration transverse. Par ailleurs, on
peut aussi utiliser ce formalisme pour confronter un certain nombre de modeles a des résultats
expérimentaux. En effet, le modéle d’évolution (I-65) peut représenter 1’expansion du condensat lorsqu’il est
relaché du piege. On verra néanmoins plus tard que cette vision est loin de représenter la réalité.

]



6. Conclusion

Maintenant que le formalisme a température nulle & été présenté, nous nous concentrerons au chapitre
suivant sur le formalisme a température finie. Nous verrons que ’effet de la température est loin d’étre
négligeable bien que 1’on considére toujours des gaz ultra froids.

&
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1. Introduction

Nous avons vu au chapitre I, la théorie du champ moyen a température nulle, ol nous obtenons comme
conséquence 1’équation de Gross Pitaevskii standard. Bien que ce formalisme ne décrive pas les corrélations
qui existent au niveau de 1’état fondamental, il fournit une description assez précise de 1’état fondamental a
température nulle. Pour étudier I’effet des atomes qui peuplent les états excités (ou nuage thermique), plusieurs
formulations ont été développées [5,10,12]. Parmi ces formulations on va citer I’approximation généralisée de
Hartree Fock Bogoliubov [5]. Elle nous donne toutes les informations possibles sur 1’évolution de ce nuage
thermique en fonction de la température. Cependant, en incluant la contribution des termes d’ordre élevé en
champ des atomes non condensés a I’hamiltonien du systéme on aboutit a une forme quadratique. Puis avec
une transformation de Bogoliubov, nous allons le réécrire sous une forme diagonale dans la base des quasi
particules. 1l est bien connu, que cette nouvelle forme de H va nous aider a déterminer les différentes quantités
physiques telles que la densité des atomes condensées, la densité des atomes non condensés et la densité
anormale.

2. L’hamiltonien total
L’hamiltonien total H s’écrit dans le formalisme de la seconde quantification comme :

H = [dry " (r)(h, — @)y (r) +% [drdr 'y (N (rV (r = np(r) -

. n
Ou hy(r) = —%A +Viap (1) est ’hamiltonien & une particule.

1
Nous choisissons pour ce travail un potentiel harmonique isotrope de formeEma)zr2 . Les opérateurs

champs qui décrivent les atomes obéissent aux relations de commutations :

WD ()] =y (D (r)]=0 (11-23)
[y () (r)]=6(r-r) (11-2b)

Ils sont normalisés au nombre total d’atomes, en effet :
Jdry " (w(n =N (13)

Le deuxiéme terme de 1’équation (II-1) correspond a I’interaction de deux corps. Nous négligeons les
collisions & 3 corps et & 4 corps pour pouvoir rester dans le contexte collision binaire. Le meilleur choix est
d’écrire le potentiel comme une interaction de contact [50] :

2
V(r—r')=47[h a5(r—r'):95(r—r') (11-4)

Notons ici, que compte tenu des conditions de tres basse température il est possible de faire des
approximations efficaces pour faire traiter le probléme d’une maniére rigoureuse. En particulier, la grande
délocalisation des particules (grandes longueur d’onde de De Broglie) et le fait que les collisions ont lieu a
trés basse énergie nous permettent de caractériser les collisions binaires par un seul parametre scalaire : la
longueur de diffusion de I’onde s a (voir appendice C).

Avec I’expression (II-4) I’hamitonien H (11-1) se simplifie a :

H = [dry " (r)(h, — w)w (r) +%g [dry (N (N (N () (11-5)

Cette forme est considérée comme une bonne approximation pour 1’étude de ce systéme, mais on devrait étre
prudent avec la constante de couplage g, du fait, qu’elle est déterminée a partir de la théorie de la diffusion a
deux corps et dans 1’approximation de Born. Ce qui n’est pas normalement exact du fait qu’il y a plusieurs
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processus de diffusion et qu’on doit normalement utiliser la matrice T a N corps. De toute facon cette
interprétation est I’objectif du chapitre suivant.

3. L’approximation de Bogoliubov (BA)

Puisque nous nous sommes intéressés par le cas ou la majorité des particules doivent occuper 1’état
fondamental, alors nous devons séparer la partie qui décrit les atomes condensés de la partie qui décrit les
atomes non condensés. Pour procéder, nous développons la fonction d’onde totale dans la base relative a une

particule :
w(r) =236, = ¢(r) +y (1) (11-6)

Ou & et & sont les opérateurs d’annihilation et de création d’une particule. Ces opérateurs vérifient aussi
les relations de commutations relatives aux bosons :

(a3, ]=[a"a] |=0 (11-72)
+
[a.a =9 (11-7b)
De I’équation (II-6), la partie «/ N. @, (r) = ¢(r) représente les atomes dans 1’état fondamental alors que
Z a,¢, (r) = w(r) représente les atomes dans les différents états excités et donc non condensés. Le nombre
i#0

2
d’atomes condensés N_ = | drg* (r)@(r) (avec | drigp, (r)] =1) est supposé suffisamment grand pour
c Do

a, #a; =+/N, (11-8)

En effet, ceci est lié en fait a la trés grande présence d’atomes condensés dans 1’état fondamental d’ou la

différence, entre N, et N, +1qui découle de la relation (11-7b), est pratiquement négligeable. Cette

faire ’approximation classique :

approximation classique (11-8) conduit a une violation de la conservation du nombre d’atomes. Pour remédier
a ce handicap on devrait travailler dans I’ensemble grand canonique en introduisant une translation par

rapport a notre hamiltonien (11-5) de vecteur—z/N , N est I’opérateur nombre d’atomes. Le nouveau
hamiltonien qui répond a la symétrie U(1) (groupe unitaire de dimension 1) est :
H=H-uN (1-9)
4 Décomposition de I’hamiltonien

En substituant 1’expression (I11-6) dans (11-5) on aboutit a une somme de quatres termes. Les détails de ce
calcul sont donnés dans 1’appendice D.

H=H,+H,+H,+H,+H, (11-10)
ou
H, = Idr¢* (h, —,u+%|¢|2)¢ (I1-11a)
H, = [dr[ 7 (hy — e+ 0o )p+ 4 (0 — e+ 9o 7 | (11-11b)
H, = dr[wm ~ur 20+ Ly +¢*W)} (1110
Hy = g[dr[ gy g+ ¢y ] (I1-110)
H, = % [ar[y ] (11-11¢)

Avec le théoréme de Wick [47], et ’approximation du champ moyen, on aura :
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La quantité A(r) = <l/7+ (r)y?(r)> représente manifestement la densité d’atomes dans les états excités ; elle

est dite densité non condensée. Par contre, la quantité m(r):<z/7(r)y7(r)>, analogue au terme

d’appariement pour les fermions est dite densité anormale, en vertu de la relation n(r) = n_(r) + A(r) . En

retenant que les termes d’ordre 2 au plus de {7 (I) (voir appendice D), I’hamiltonien (II-7) s’écrit :

Hors = [4ro ()0, =+ 200, (D)) + [ dr” (1)L (1)
(11-12)

+2 Jar(e? () + M) (7 (1) + 5 [dr(p™ () +m* D)) (0)

ouL =h, +2gn(r)— u.
5. Equation de Gross Pitaevskii généralisée

Ce nouveau hamiltonien est constitué d'une partie qui décrit les atomes condensés et de plusieurs termes
qui sont quadratiques en termes d’opérateurs des atomes non condensés. Pour que (I1-12) soit stationnaire, il
faut que la fonction d'onde des atomes condensés satisfasse 1’équation suivante [51-55] :

(hy — )(r) + g(n (r) + 2A(r))p(r) + gm(r)¢*(r) =0 (11-13)
Cette équation est connue sous le nom d’équation de Gross Pitaevskii généralisée (EGPG) relative aux
atomes condensés. Elle nous décrit I’effet des collisions des atomes condensés avec le nuage thermique. Elle
peut étre écrite en termes de 1’opérateur des atomes non condensés avec un changement au niveau du
potentiel chimique :

(hy —&)w(r)+g(n.(r) + 2A(r))w(r) + gm(r)y *(r) =0 (1-14)
Dont &; n’est plus le potentiel chimique.
6. Transformation de Bogoliubov
Afin de déterminer les états propres et les valeurs propres de I’hamiltonien (I1-12), nous allons utiliser une

transformation unitaire qui mélange les opérateurs de création et de destruction de telle maniere que
I’hamiltonien Soit diagonal. Donc 1’idée est d’écrire la fonction d’onde qui décrit les atomes non condensées

comme :
w(r) =2 [u (e -V, (Ne’ ] (11-152)
v (r) = Z[ui *(Ne™ v, (Ney | (11-15b)

Ou les opérateurs «;ete; obéissent aux relations de commutation des bosons. Les fonctions U, (I)et
V; (r) représentent les amplitudes des quasi particules. Avec la relation de commutations ces fonctions
u; (r) et v, (r) vérifient [33]:
3 * *
[aeriu,(nu; (N -v v, (0} =5, (11-16)

En substituant I’expression (11-15) dans (11-12) et aprés un calcul, on aboutit a la forme diagonale :

Hp = j drg(r)(h, — y+%gnc(r))¢(r) +iz Ea'a, —ZEi j drly, (r)|2 (11-17)




A condition que U, (r) etV; (r) vérifient les équations ci-dessus.

L’hamiltonien H 5 est composé de trois termes dont le premier est relatif a I’équation de Gross Pitaevskii

standard déja décrit au chapitre I. Le second terme décrit le systéme des quasi particules sans interaction et le
troisieme est une constante en énergie.

6.1 Les équations de Bogoluibov de Gennes
Pour que H 5 soit diagonal les amplitudes U, (') etV; (I) doivent vérifier [5,33] :

L(r)u, (r) = g(¢* (r) + M(r)v; (r) = Epu;(r) (11-18)
L(r)v; (r) = g (¢ * (r) + m* (r)u; (r) = -Ev; (1) (11-19)

Soit en représentation matricielle comme :

L -M U. u.
( ']:Ei( ' J (11-20)
-M* LI\ -V,

6.2 Expression de la densité non condensée et de la densité anormale
La substitution de la transformation de Bogoliubov dans les expressions de la densité non condensée et de la
densité anormale donne :

ﬁ(r)=<__{(u,a —V;)(u,e; ~Vie] )}>

:Z{(u u. <a a; >+Viv? <aiocj*>—viuj <aiaj>—ui*v? <ai*aj*>)} (1-22)

i
+ N + +
{(u u. +vv )<o:i aj> ViU;8; + ViU, < J.>—uivj <ai a; >}
0y
Ici nous avons utilisé les relations de commutations des opérateurs vus ci-dessus. En remplacant :

N 1
<05i ai> =t (E) = 7T exp BE, -1 (1-22)

Avec f = est I'inverse de la température et z est la fugacité. Elle est donnée par 2 =1+ N . 1 [33,5].

B

On déduit que :
() = 3 s 0 + v (O s (B) + v (0 | (129

De la méme maniere, la densité anormale a I’expression suivante:




m(r) = (uiai —vioy )ue; —via;)

:ZJ: (uu, <aa>+vv <aa> ATE <aa> TAT <aa >)} (11-24)

=Sy @+ 25, (E))

En résumé on peut déduire I’expression de ces deux quantités, A(r)etM(r), densité non condensée et
densité anormale en utilisant la notion de produit scalaire dans la base des quasi particules. Cela nous
permettra d’affecter a I’axe des fonctions U, (r)le facteur f,(E;) et a I’axe des fonctions V,(r)le

facteur 1+ f5(E;)).

Dans ce qui suit, nous allons présenter les approximations communes a cette théorie de HFB, car les
équations de HFB telles qu’elles se présentent, conduisent a des divergences ultraviolettes et infrarouges.
Cela est 1ié a ’interaction entre les atomes condensés et les atomes non condensés. En effet, les atomes
condensés interagissent avec le nuage thermique via des collisions binaires. Dans le but de surmonter ces
problémes nous utilisons deux moyens le premier est connu sous le nom d’approximation de Popov, qui
consiste a négliger la densité anormale et le second est la théorie GHFB1 et GHFB2 qui inclut cette densité
aux calculs d’une maniére rigoureuse en introduisant la matrice T & deux corps.

7. L’approximation de Popov

Cette approximation traite les collisions entre les atomes d’une maniére self consistante. Elle consiste a

négliger la densité anormale M(r) dans les équations ce qui conduit a :

(hy — 2)p(r) + g(n.(r) + 2A(r))¢(r) = 0 (11-25)
L’équation de Gross Pitaevskii standard qui décrit le cas statique des atomes condensés.
Et aux équations couplées de Bogoliubov de Gennes réduit :

L(r)u; (r) —gn.(r)v,(r) = E,u, (r) (11-26a)
L(r)v,(r) —an.(r)u,(r) =—-Ev,(r) (11-26b)

ouL =h, +2gn(r)— u.

Il est bien connu que dans cette approximation 1’effet des interactions a N corps est négligé.

8. Lathéorie GHFB1 et GHFB2

Cette théorie consiste a prendre en compte ’effet des collisions des atomes condensés avec le nuage
thermique. En suivant les idées de Morgan [33] dans sa dérivation d’une méthode heuristique basée sur
I’utilisation de la matrice T a deux particules (pour plus de détails voir le chapitre suivant) on aura :

g.(N=9@+ ;((?)) (1-27)

Cette expression introduit la densité anormale d’une maniére explicite. L’idée donc est de remplacer

’interaction g par g, ce qui nous ameéne a écrire maintenant 1’équation de Gross Pitaevskii (II-13) comme :

[y =+ 9 (O +20() |, (1) + gy =0 (1-29)
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En regroupant les termes |(00 (I’)|2 @, () et M(r)g, ceci donne :

~ * m

(| @, +M(r)gy) = g(1+?)|<00|2 2 (11-29)
0

On obtient alors :

[y + 9. (Do f +20() |y (1) = sy (1) (1-30)

9. Violation du théoréme de Hugenholtz-Pines [19]
Dans le but de prouver que 1’énergie des quasi particules est non nulle a 1’état fondamental, nous allons

poser les fonctions U, (1) etV, (I) égale a:
Ug (r) = @5 (1), Vo (r) = -, (r) (11-31)
Ou ¢, (r)est la fonction d’onde condensée. En substituant 1’expression (11-31) dans les équations couplées

de Bogoliubov de Gennes (11-18) et (11-19) tout en utilisant la condition de normalisation de la fonction

2
condensée I dr |g00 (r)| =1, nous obtenons :

2 . ~ *
Eoo (1) = (hy — 2+ 290 (N[ +AN) g (1) — g (M(r) + )y~ (1-32)
Or, d’aprés I’équation de Gross Pitaevskii généralisée (11-13), nous aurons :
2 ~ * *
Eo2 (1) = 90| 0, (1) — 200(r) ez, (1) + 0 05 (1) (11-33)
En multipliant les deux membres de cette équation par ¢, *(I)et en intégrant sur tout I’espace nous
obtenons :

2 = *2 2 %2
Ey = alpo| —20[dr(M(r)e;’ (r) + e’ (1) # 0 (11-34)
Du fait que I’énergie de 1’état fondamental est différente de zéro, nous concluons que 1’approximation de

Popov et au-dela viole le théoréme de Goldstone [23].

10. Conservation du nombre de particule
Pour montrer que la conservation du nombre de particules est violée par I’approximation de Popov et au-

dela, nous considérons un volume V limité par une surface S, et nous prenons deux champs scalaires @(I) et
w(r)tels que :
Vo(r)=Vy(r)=0 (11-35)

r—o r—oo

Alors I’intégrale sur tout I’espace de la différence @(r)Aw (r) —w (r)Ad(r)est:
[dr{g(NAp () -y (NAGN)} = [dS {pVw () -w (V) (136)
En utilisant I’expression (II-36) on aura :
[d°rgnap (r) = [d*ry (nagr) (11-37)
Revenons maintenant & I’hamitonien relatif & une particule, h, , et vérifiant le résultat ci dessous :
(Jar {w (r, O (O (r,) = (R (O (r, W (r, 1)} =0 (11-38)

En insérant 1’approximation de Bogoliubov (I1I-6) dans (11-38), nous obtenons :

&




([ fur" (r. O (O r,0) — (05 () () (r, 1)) = [r (g * g — i)
+H{[dr( g = (B )

Alors les deux champs @(r,t) ,17(r,t) vérifient bien les deux expressions suivantes dont I’une est relative au
champ condensé :

(11-39)

Idsr{¢hoy/—l//hg¢} =0 (11-40)

Id3r{¢h0¢—¢hg¢} =0 (11-41)
Dont I’autre est relatif au champ non condensé :

[d°r(7"ho - (hoy7 " )7 =0 (11-42)

Mais pour montrer cela on devrait passer au développement de la fonction d’onde non condensée dans la
base des quasi particules vue précédemment :

[d°r(7hy — (g ) = Y- [ d°r (v, hou, —uhpv, e
ki
+Id3r(vkh0v|* —vihyv ) +Id3r(u;h0u, —uhu e o +_[d3r(u;hov|* —vihyu e o =0

(11-43)

Pour la densité condensée nous allons utiliser 1’équation de Gross Pitaevskii généralisée, nous trouvons pour
. . 2
le nombre total de particules condensés N, (t) = Id3r |¢(r,t)| que :

m% N, () =§—m Jar(-gag=+p*Ag)+g[d°r(n, +2m)gf ~[4])+ o[ d r(mg” ~m'g?)
(11-44)

ih%Nc(t)z gJ'd?’r(nﬁgzﬁ*2 —M¢%) (11-45)

L’équation relative a la densité non condensée se déduit des équations couplées de BAG. Alors écrivons les
deux équations et leurs complexes conjugués, nous obtenons pour I’amplitude Ug:

..d 3 > R 3 . o 3 5 2 2
Ihaj.d r‘uq‘ :%Id r(-u,Au, +quuq)+ZgJ'd r(nc+n)(‘uq‘ —‘uq‘ )

(11-46)
+g j dr((¢® +myv,u; — (42 +mu,v;)
ih%jd%\uqf = g[d°r((¢” +M)vyu; — (7 +M)u,v;) (11-47)
De la méme maniére on trouve pour la fonction Vq :
ih%jde’r‘vq‘z = g[dr((¢" + Mvgu; — (47 +M)u,V;) (11-48)

*



Pour pouvoir obtenir la densité non condensée, multiplions I’équation (I1-47) par la fonction de distribution
N, et I’équation (11-48) par (1+ nq) et faisons la somme sur tous les g nous obtenons :

<[40 @ D[ o) =0 a*r T an, 4D + M ~ (6 + Mgy

(11-49)
d

- d ~ * * -
h—N =g|d3r(M ¢* —mp?) =—ih—N 11-50
in—N = g d*r(i'g? - mg*) =—in—-N (11-50)

De I’équation (II-50) nous pouvons dire que le nombre total de particules est indépendant du temps dans
I’approximation de Popov.

Pour passer a des relations plus générales des théories GHFB1 et GHFB2 et celle de Popov, utilisons
I’équation de Gross Pitaevskii généralisée (11-13) et les équations couplées de Bogoliubov de Gennes
généralisées (11-18) et (11-19) et essayons de les réécrire a nouveau dans 1’approximation de Popov et dans
GHFB1 et GHFB2 :

.. Op,(r,t ~
in 22— (h, + g, oy (10 + 20,10 (1.0 s
et
(r,t (r,t
in 0 urt | _| L M{[urt (152)
ot| v, (r,t) M L[Vt
ol L=h, —u+2g.n(r,t)+2g,A(r,t), M =g.g(rt)
Avec :
m(r,t) m(r,t)
9. (rt)=9(l+a——5), 9. (r,t) = g(l+b—5—%) (11-53)
@ (r,1) 5 (r1)
0 Popov 0 Popov
Ou a=41 GHFB, ; b=<0 GHFB, (11-54)
1 GHFB, 1 GHFB,
Avec cette nouvelle description I’équation (II-51) deviendrait :
. O, (r,t _ - . m(r,t)n(r,t
|hM = (h, + g(|¢)0(r,t)|2 +2A(r))) g, (r,t) + gam(r,t) g, (r,t) +ZgbM (Il-
ot @, (1,1)
55)
(r,t (r,t
O WD ] L M u(n) (1156)
ot| v.(r,t) M L[Vt

@|p,|” + D),
2

D

ouL =hy —u+2g(n.(rt)+A(r,t)) +2gm(r,t) M = g(¢ (r,t) +am(r,t))




En multipliant les deux membres de 1’équation (I1-55), par ¢, *(r), et en utilisant son conjugué puis en

2
intégrant sur tout ’espace, avecJ‘dr |¢(r)| = N_ , nous obtenons pour :

dN, .
—jad Jdr(m(p0 —Me?) +2i = bjdrn( i % -m ¢—E) (11-57)
dt Do Dy
Et pour :
dN = |—jdr(m . — M) + 2ia> g jdrn(m gp—‘i— i (p°)+2|b i’ ﬂz) (11
dt Do (”o Do
58)
On déduit de I’approximation de Popov (a=b=0) que :
aN, (11-59a)
= -59a
dt
La densité condensée est conservée.
dN
o " |—jdr(m o? —Me)?) (11-59b)
d(N"‘Nc)_-g S R
o I%J'dr(m @, —Me,”) (11-59¢)
La variation du nombre total d’atomes, N, au cours du temps est la méme que celle de N .
De la théorie GHFB1 (a=1,b=0), on déduit que :
dN,
= |—Idr(mgoO ~Mg?) (11-60a)
d—N: |—jdr(m¢o —Me,”) +2i = g jdrn(m & moe (11-61b)
dt (00 Do
d(N+N : )
—( +N.) = 2|gjdrﬁ(m & me (1-62c)
dt h (Do Do
Ainsi que de la théorie GHFB2 (a=1,b=1) :
dN, .
- |_jo|r(m¢>0 g2y +2i 9 jdrn( a % Py (11-633)
dt P P
d—Nzl—Idr(m o; — e, )+2| % & +2i9 _[dr (m—*z—ﬂz) (11-63b)
dt % P P P
d(N+N . 7
AN _ 50 fgpge (™M, (11-630)
dt h (2

En résumé, la variation du nombre total d’atomes N au cours du temps dépend de la variation du nuage
thermique.

11. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons formulé des méthodes inspirées de I’extension de la théorie du champ moyen
a température finie ou I’effet du nuage thermique a joué un role essentiel pour décrire les interactions avec les

&



atomes condensés. Nous avons suivi la méme stratégie que celle de la théorie du champ moyen a température
nulle mais juste avec un ajout de 1’effet des atomes qui peuplent les états excités. Ce chapitre nous a permis
de déterminer explicitement la densité anormale via I’interaction de contact. Bien que ce potentiel ne nous
permette par de décrire toutes les collisions, nous allons voir au chapitre suivant comment peut-on le calculer
suivant différentes méthodes en s’appuyant sur la matrice T a N particules.
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1- Introduction
Dans les chapitres précédents, nous avons utilisé un potentiel inter atomiqueV (r) pour décrire les

interactions. A basse température ce potentiel peut étre représenté par un potentiel effectif dépendant d’un
parametre dit longueur de diffusion de 1’onde s (voir appendice C). Ce paramétre joue un réle essentiel dans
la description de la diffusion des particules. L’objectif de ce chapitre est de s’interroger sur 1’efficacité d’un
tel potentiel a décrire les interactions atomiques. En fait, il est facile de se rendre compte qu’un potentiel de
contact ne peut étre correct qu’a basse énergie. Cependant, afin de conserver au formalisme sa simplicité,
nous allons maintenir cette forme, tout en s’appliquant a éliminer rigoureusement toute inconsistance qui

pourrait apparaitre. Il faut savoir que le pseudopotentiel de contact est la matrice T,, a deux corps qui décrit
la diffusion dans le vide de deux corps et que, pour des potentiels singuliers (tel que la sphére dure), les
éléments de matrice <ij |V| km) sont tres grands ou mal définis pour les états de basses énergies et on ne peut
pas faire des calculs. Nous en donnerons ici un bref apercu :

2- La matrice T a deux corps
La matrice T & deux corps, qui décrit la diffusion dans le vide, est définie par I’équation de Lippmann-
Schwinger :

T, (r,z)=V +V %T%(r,z) (In-1)

En utilisant la relation de fermeture Z| pq>< pq| =1, nous obtenons :
pq

To(r )=V +3" V| pg®) ®(pq [T, (r, 2) (1-2)
pq

_ (5P P
z—(e) +&;°)
Ou & q Sont les énergies des particules. Les kets| pq) correspondent aux états propres des deux particules,

ils décrivent les états intermédiaires dans la collision de deux particules. La sommation est sur tous les états,
1état fondamental inclus. La matrice T, est représentée schématiquement par la figure 111-1.

N

Figure I11-1 : Diagramme de représentation de la matrice T & deux corps

Les états intermédiaires de 1’équation (III-2) correspondent aux fonctions d’onde relatives a une particule.
Pour un gaz piégé, ils sont différent des fonctions de bases que nous avons utilisées dans les chapitres
précédents car ils ne sont pas orthogonaux aux fonctions d’onde des condensats mais ils ne peuvent pas créer
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des difficultés pour la théorie utilisée, puisque 1’équation (III-2) sert simplement a définir les opérateurs dont
les éléments de matrice sont considérés comme des parameétres. De plus, le fait que la matrice T,, définit

pour le piége n’est pas la méme que dans la limite homogene, les opérateurs h0 = H* de I’équation (I1I-1)
sont différents dans les deux cas. Dans le cas homogene, les états intermédiaires de 1’équation (II1-2) sont des
ondes planes et la matrice T,, peut s’écrire :

, , 1 WV (K'=k"MYT,, (k™ k, 2)
T, (k' k, 2) =V (k'—k) + 7 jdsk - hzzbk"z (111-3)
2m

Ou:
V (k'—k) = [d°nV (r)e*r

Top(k' k,2) = [d°re T, (r, 2)e™

hk et 7K' sont respectivement les impulsions initiales et finales des particules en collision ; m’=m/2 est la
masse réduite et nous redéfinissons z pour inclure I’énergie du centre de masse des paires de particules. Il est
montré dans la référence [33], que la matrice T, a la limite homogéne de 1’équation (III-3) peut s’écrire en

terme des déphasages partiels comme :

Im T, (K, K6 +i0) = - i(ZI 1, &% sin ¢ (k)P (cos ) (111-5)

k=k"

(111-3)

21,2

Oug, = et Gest I’angle entre k et k>. A basse énergie, I’onde s de diffusion est importante. Alors

1
pourk [J =, nous avons :
a

Anh’a

lim T,, (k' K, &, +i8) = -

k=k"

+0(ka) (111-6)

La matrice T,, en représentation r peut étre considérée comme un potentiel de contact, en effet :

T,(r,z=0)~ 4ni’a

o(r)=go(r) (1-7)

Le potentiel de contact n’est qu’une approximatlon a la matrice T pour les atomes neutres a trois dimensions
et ne doit pas étre appliqué aux bosons chargés ou aux systémes de basses dimensions. Il est aussi considéré
comme une approximation pour des basses énergies ou la matrice T globale s’annule pour des hautes

1
énergies de diffusion (K = —). Afin de corriger cette approximation, on peut lui adjoindre un cutoff ultra
a

violet (k=1/a). On verra par la suite que les résultats finaux ne dépendent pas de la valeur précise de k qui
peut étre pris infini. En fait, I’approximation du potentiel de contact est d’autant meilleure qu’elle est

appliqué a T,, et non pasV (r) . Bien que le résultat de I’équation (I1I-7) a été établi pour la matrice T dans
la limite homogene, nous supposerons que le potentiel de contact peut également étre utilisé pour calculer les
éléments de la matrice T,, , dans le cas des gaz piégés.

*



3- La matrice T a N corps
Pour un systeme de bosons condensés en interaction, les collisions particule-particule se produisent en
présence des condensats et elles sont décrites par la matrice T a N particules. Dans cette section, nous

définissons cette matrice T et nous la relions a la matrice T & deux corps. La matrice T a N corps, T, (I, Z),
qui convient ici est définie par 1’équation de Lippmann-Schwinger [33]:
@+n,+n,)
T,,(r2)=V + Z V‘ pg*® >#sp
S

Ou z est un paramétre complexe, &p et N, sont I’¢énergie et la population des quasi particules. Nous notons,

(Pa[T,u(r,2) (111-8)

. o s sp . , o .
toutefois, que les états intermédiaires | pq> correspondent aux fonctions d’ondes relatives a une particule.

Pour un gaz piégé, la définition de 1’équation (III-8) ne s’applique qu’a la limite des hautes énergies oU les
fonctions d’onde relatives a une particule et a une quasi particule sont identiques. La matrice T a N particules
décrit les collisions de deux particules en présence d'un champ moyen condensé, ainsi que la population
thermique des quasis particules. En comparaison, les équations (111-2) et (111-8) montrent que les deux effets
de I’environnement sont inclus. Tout ’abord, les états intermédiaires de la collision peuvent étre occupés et
on dit qu’il y a une augmentation de la diffusion dans et au dela de ces niveaux d’énergie qui sont pondérés
par le facteur :

@+n, +n,)=@Q+n)L+n,)—nn, (1-9)

En second, I’existence des condensats d'énergie moyenne et des populations des états intermédiaires
correspond aux quasi particules plutét qu’aux particules. Le caractére complet du quasi particules des états
intermédiaires n’est pas pris en compte dans la matrice T a N particules de I’équation (111-8). La matrice T, la
plus générale inclut les fonctions d’onde des quasi particules qui ont été discutées par Bijlsma et Stoof [38].
Elle est analogue a celle de 1’équation (III-8) qui apparait au dernier ordre de ce calcul. Pour donner une

relation entre ces deux matrices T & deux et & N particules, nous réécrivons T, (r,Z)en termes

deT,, (r,Z) . Pour cela revenons & 1’équation (I11-2) et mettons celle-ci sous la forme suivante :

1 sp
T,(r,z)=V+) T,(r,z)pq* ) ———— (pq (111-10)
2b % 2b ‘ >Z—(8;p +g;p) < [V
En substituant cette expression dans 1’équation (I11-8) cela donne :

3 B s @+n,+n,),
Top(r,2) =Ty (r, 2) + Z T (T, Z)‘ Pq p># ’
p

o (PATpp(r,2)
570 Z—(&, +&,) < | "

(11-11)

> Ty (r,2)| pa)” = P (pa[T,,(r,2)
Z —_—
pPq

sp sp
(e, +&7)
Ouz = Zggp. Ce résultat simplifie grandement le calcul de Tmb(r, Z) en termes des longueurs de diffusion

des ondes s. En outre, méme le développement de Born de T, (r,z)et T, ,(r,z)en termes de V() est

insuffisant & basse énergie, un développement de T, (1, Z) en termes de T,, (I, Z) basé sur 1’équation (III-
11) devrait étre une bonne approximation pour un gaz dilué pres de son point critique.

a- Interprétation de M,
Dans cette section, nous discutons 1’interprétation physique de rﬁij du fait qu'elle est considérée comme un

terme essentiel dans I’équation de Gross Pitaevskii et les équations de Bogoliubov de Gennes respectivement.
Elle contient la divergence ultra violette inspirée par le potentiel de contact qui est utilisé comme une
approximation du potentiel inter atomique. Nous allons montrer que ce terme modifie la description des
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collisions des particules et introduit la matrice T a N particules définie ci-dessus. La discussion de cette
section est basée sur le cas homogéne bien que les résultats s’appliquent aussi aux gaz piéges.

Il est néanmoins préférable de I’exprimer en fonction de la matrice d’interaction, les énergies et les
populations des quasi particules. Ainsi, a haute énergie, on obtient ;

N @L+n +nj)N0<ij|\/Sy|OO>
" —(&+¢;)

i (1m-12)
Ou nous avons utilisé la forme quadratique de I’équation (I1-14) pour M i du chapitre II.
Dans la limite homogéne, ce résultat peut étre calculé a tous les ordres de 1’équation de Lippmann-Schwinger
pour Tmb(r, Z) car les équations de BdG qui déterminent rﬁij peuvent étre résolus analytiqguement. Dans ce
cas pour tout i, j nous obtenons le résultat suivant :

~ @+n + nj)Mij

— (& +5j)

ij (1-13)

Les éléments M i s’écrivent sous la forme suivante :

M;; = No(ijV,,|00) + D" (ij|V, | km),, (11-14)
km=0

En substituant 1’équation (III-13) dans 1’équation (III-12), nous obtenons une expression pour la densité
anormale en termes de la matrice Ta N particules :

= (L+n, +n,)Ny(ij[T,,(z = 0)|00)

ij

(111-15)
—(&+e j)

L’interprétation de la densité anormale est basée sur I’introduction de la matrice T a N particules dans la
description des collisions condensats-condensats de I’EGPG et dans les équations BdG des éléments non
diagonaux. Les résultats des équations (111-12), (111-14) et (111-15) reliant rﬁij, Mij et Tmb(r, Z) sont exactes

dans la limite homogéne et s’appliquent pour tout potentiel d’interaction et pour toutes les équations BdG. La
seule restriction est que les matrices L et M ne dépendent pas explicitement de 1’énergie de tous les modes
des quasi particules.

4- La divergence ultra violette
Le fait que la divergence ultra violette qui apparait dans la sommation sur rﬁij par I’introduction du

potentiel de contact, et le fait que cette quantité introduite des corrections a la matrice T, prouve qu’il existe
une relation entre cette divergence et la matrice T. Ce qui nous laisse a réfléchir a la question suivante :
pourquoi de telles divergences se produisent ? Comme nous 1’avons discuté ci dessus, le potentiel de contact

est vraiment une bonne approximation et on devrait travailler avec T, plutdt qu avec V (V est le potentiel de

contact). Il existe en fait des corrections sur rﬁij méme dans la limite extréme d’un gaz dilué et elles

correspondent a la contribution de cette matrice T. Il est donc incorrect d’utiliser le potentiel de contact avec
I’expression compléte de rﬁij , car cela équivaut a un double comptage des effets de diffusion. Nous
montrerons dans la section suivante que [’utilisation correcte du potentiel de contact comme une
approximation pour T,, évite ce double comptage et conduit directement & la renormalisation de rﬁij. La
matrice T a deux particules est décrite par une quantité calculable, a savoir la longueur de diffusion de I’onde
s. Les équations (111-14) et (111-15) montrent que les éléments de matrice <ij|Tmb(Z = O)| 00> peuvent étre
écrits en termes de la densité anormale et du potentiel d’interaction V. Cependant, I’équation (ITI-11) montre
que T, peut aussi étre exprimée en termes de T, . La comparaison de 1’équation (I1I-15) montre que, pour

&



7z=0, le second terme du membre de droite de 1’équation (II[-11) peut s’écrire en termes de rﬁij,

pourZ:2gos”, le terme final peut étre écrit en termes de limites a deux particules derﬁij

p sp
(np —>O,gp &y —& -

<ij|Tmb(Z = O)| OO> qui sont :

Nous avons alors deux expressions pour les éléments de matrice

No(ij|Top(z = 0)]00) = Ny(ij|[V,,[00) + > (ij|[V, | km),,

km==0
N . Ny . N (111-16)
= No(ij[T, (25| 00) + D _(ij[T,, (227)| km)ig,
km=0
Ou rﬁkRm est la densité anormale renormalisée. Elle s’écrit comme :
= N (ijT,,(z =0)00
MR = M, —— ([T (z = 0)/00) (11-17)

2e, — (P + &%)
La renormalisation de rﬁij supprime les effets de haute énergie et conduit & une expression finie dans

I’équation de Gross Pitaevskii et dans les équations BdG. Le résultat de 1’équation (III-16) donne une
justification directe pour le remplacement de V par T,, dans les éléments de matrice d’interaction et montre
que cela doit étre accompagné par la renormalisation de la densité anormale. L’équation (III-16) montre
également que cette procédure est valable pour tous les ordres de 1’équation de Lippmann-Schwinger et il

n’est pas basé sur ’approximation de Born. C’est important car 1’approximation de Born ne devrait pas étre
valable pour la diffusion a basses énergies. Malheureusement, cet argument n’est pas suffisant. C’est parce

que la relation entre n~1ij et la matrice T a N particules que nous avons utilisées est exacte seulement dans la

limite homogéne. En outre, ’argument ne s’applique  qu’aux éléments non diagonaux de la
forme <Ij |Vsy| OO> .
Revenons a I’hamiltonien initial de 1’équation (II-1) et divisons les états de base d’une particule, (p(l’) , €N
deux régions, une région de basse énergie ‘Low’ et une région de haute énergie ‘High’. Dans le sous-espace
généré par la premiere région, les interactions entre les particules peuvent étre significatives et la technique
des quasi particules que nous avons discutée dans les chapitres précédents est nécessaire. Dans la région des
hautes énergies 1’effet d’interaction est petit et est caractéristique du temps d’échelle de 1’évolution qui est
rapide comparé aux basses énergies. Nous remplagons le potentiel d’interaction entre deux particules a basse
énergie avec une interaction effective qui a la méme forme que celle de la matrice T & deux particules,
I’hamiltonien initial de 1’équation (II-1) sera alors plus efficace pour les calculs qui se suivent. Ecrivons-le,
dans le sous espace de basse énergie :
_ Low SPp A+ Low /33 +A+
Hy =Y " HPaa, +1/2) *"(ij|T, |km)a‘a a,a, (111-18)
ij ijkm

La restriction de la matrice T a deux particules T,, qui décrit les interactions & basse énergie est définie par
Lippmann- Schwinger comme :

Ty =V + Y "V pg*)
Pa

Celle ci est I’expression usuelle pour la matrice T a deux particules. Tous les résultats précédents restent
valables en utilisant les substitutions :

(ij Vg [km) — (ij[T, [ km) et D-— >t (11-20)
Puisque le hamiltonien maintenant a un cutoff explicite lié aux hautes énergies, le probléme de la divergence
ultra violette est remplacé par le fait que les quantités physiques peuvent dépendre du cutoff. La seconde

* {pa|T, (111-19)

sp sp
—(e) +&;)
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étape de cette procédure est de remplacer la matrice T restreinte T,, avec la matrice globale T a deux
particules de (I11-2). En faisant ce changement on aura ;

T (2) =Ty + 2T, | pg™) " (pa|T, (2) (111-21)
pa

2-(e¥ + &%)
L’importance de ce résultat est que T,, doit étre approximativement égale a T,, pour un systéme ou la
densité et la température sont basses. Dans ce cas le second terme de 1’équation (111-21) doit étre petit
comparé avec le premier, et le développement de T,; en termes de T, doit étre valable. Nous introduisons la

matrice T globale par 1’écriture de 1’équation (III-22) en second ordre de ’approximation de Born ce qui
donne :

Ty = Ty (2) _ZTZb (Z)‘ pqsp>z Sp< pq |sz(z) (11-22)
pq

—(&) +¢&)
La contribution du premier terme est de remplacer T,, avec T, (Z)dans tous les éléments de matrice
d’interaction. La renormalisation revient alors a I’addition et a la soustraction du second terme de 1’équation
(111-22). L’addition de cette contribution donne une bonne approximation de T,, dans les éléments de

matrice du premier ordre tandis que la soustraction des termes d’ordre élevé renormalisé assure que les effets
des deux particules ne sont pas doublement comptés. Puisque la théorie est maintenant bien définie dans la
limite des hautes énergies, toutes les sommations sont convergentes et elles peuvent étre alors étendues a
I’infini. Quoique cette procédure soit valable mathématiquement pour toute valeur de z, les valeurs physiques

convenables sont celles qui sont introduites naturellement par fﬁu dans les deux limites. Dans ce cas nous
avons &, —> &, —&,  ainsi Déquation  (II-12) montre que dans les  éléments

matriciels<ij|-|_2b (Z)|00> nous devons avoirZ = &, +&;" . Pour les éléments matriciels d’ordre ¢levé, la

valeur z doit étre prise égale a I’énergie limite des deux particules correspondant au processus de collision.
Nous pouvons dire que ¢’est cette matrice T qui apparait dans la théorie, en principe, que devrons calculer

tous ces éléments matriciels sz(z) d’une fagon explicite. Cela est difficile en pratique, et nous supposerons
que la matrice T pour un piége harmonique peut étre remplacée par le potentiel de contact.

a- Méthodes exactes

Morgan a utilisé la formulation suivante [33]. I1 a commencé par définir I’expression explicite de rﬁij -
.. -

o N (1T, (2557)|00)

T 2eP — (e +&%))

(11-23)

rﬁijSp correspond a la matrice T a deux particules, qui représente une limite perturbative de rﬁij. Il écrit la

. ., ~ R
densité anormale renormalisée, m;, comme :

Y|y = > |ijm, - > Jij) " my (111-24a)

ij=0 ij=0 ij#0

Selon la notation suivante : dans la limite homogéne|ij> = |ij>Sp , ’équation (I11-24a) se réduit a :

m; = m, —m; (111-24b)
En utilisant la représentation position, elle devient :
my(r)=m (r)-m*(r) (111-24c)
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d*rg (r) (F)gE(r)
() = Ncgzq)ap(r)q);p(nj o (;L Mf)

Ces définitions permettent d’obtenir 1’équation de Gross Pitaevskii généralisée sous une forme renormalisée,

(11-25)

Low

N . L1t . . ~ ~ R
ou la sommation réduite z est remplaceée par une somme sur tous les niveaux car nij et mij sont

négligeables au dessus du cutoff. Les valeurs z dans le terme ﬁij sont calculées (appendice D). Cette forme de
I’équation de Gross Pitaevskii ne contient pas de divergences UV, méme si le potentiel de contact est utilisé
pour T, . Notons ici que les fonctions d’onde ¢, (I') sont solutions de I’EGP ordinaire :

(T +Viap (1) NG oo (0] ) (1) = 1o, (1) (11-26)
Et que les fonctions ¢, (1) et @, (I) vérifient :
(T +Vigy (1) + NGy (0] )2 (1) = 5100 (1) (1-27)

Par contre Hutchinson [5] a proposé une autre formulation pour la renormalisation de la densité anormale.
Cette formulation consiste a insérer la matrice T & N particules dans les termes diagonaux en remplagant les

éléments de matrice <Oi |T2b | jO> par<0i |Tmb | j0> Elle est aussi équivalente a 1’hamiltonien effectif de

Bijlsma et Stoof [38]. La matrice T a deux particules est approchée par un potentiel de contact dans la limite
des basses énergies. Les éléments matriciels diagonaux de T, s’écrivent :

(O[T, | §0) = [ d°r g (N)e3; (T, (1) (1) (111-28)

En écrivant 1’équation (I1I-28) dans la représentation position cela donne :

N, [d°re] (N)g; (N, (N5 (1) = [d°rg (N} (N[ N.gef () + " (1) ]

<R (11-29)
N, [drg (e ()g| 14 —1—D_| 2y
J q».()qo,()g[+NC¢§(r) q0)
Cela revient a remplacer g par T, (r):
m* (r)
T =g|1+—— 111-30
o (1) g{ +NC¢§(r)} (111-30)

Ainsi, la théorie se divise en deux approches (GHFB1) et (GHFB2), dans la premiere approche (GHFB1), les
collisions restent décrit par g de la matrice T a deux particules, alors que dans la seconde approche (GHFB2)

les effets a N particules sont introduits par le remplacement de g avec T, (r). Les deux théories GHFB1 et

GHFB2 peuvent donc se résumer par 1’équation suivante qui n’est autre que celle de Gross Pitaevskii déja
décrite au chapitre précédent :
2

—;—mA% (F) + Vi (1) + N.To (D], (1) @5 (1) +290(r) g, (1) = a0, (1) (111-31)

La théorie GHFB1 correspond a poserd =g, tandis que la théorie GHFB2 correspond a

prendre g, =T, (r). Notons qu'il peut y avoir des difficultés numériques dans la mise en ceuvre de la




. L . . mi(r) |.
théorie GHFB2 car les équations de Bogoliubov de Gennes contiennent le terme 2N | 1+ ———"— |A(r),
N.g;, (r)
qui ne peut pas étre bien défini au bord du condensat. Un tel probléme n’apparait pas dans la théorie GHFB1
parce que dans ce cas T, (I) est toujours multipliée par (pg (r).

Cette renormalisation revient & négliger 1 devant (2 f; (E, ) +1) dans I’expression de la densité anormale
du chapitre 11, ce qui nous permet d’écrire 1’expression de fﬁ(l’) dans la limite des hautes énergies comme :

limm(r) = Limjdkukvk (2f,(E,)+1) ~ limjdkukvk ) (111-32)

k—o0
Cette formulation rend la théorie HFB non-divergente, mais elle laisse toujours un gap dans le spectre
d'excitation. Ce gap est dd a l'incohérence dans le traitement des interactions entre les particules [32]. Il a
retenu la nature du gap des équations HFB-Popov, qui négligent M(r)dans les deux équations de Gross-

Pitaevskii généralisées et les équations HFB, par la modification de I’interaction g par [33] :
m(r)
n.(r)

La forme de cette équation a été déja discutée par Stoof [38] et Proukakis [39] et est équivalente a la
limite des basses énergies de la matrice T a N particules pour un systéeme homogene [56]. De toute facon,
cette expression (111-38) se calcule d’une fagon auto cohérente dans la partie numérique (dernier chapitre). En
effet, elle est considérée comme un potentiel efficace qui traite les interactions entre particules au-dela de
I’approximation de Popov.

g—>g@+ ) (11-33)

b- Méthodes heuristiques
Traitement semi-classique

Pour simplifier la formulation dans cette section, Gies et al. [57] ont introduit un traitement semi-classique
basé sur 1écriture de la densité anormale sous la forme d’une somme de trois quantités

m(r), m,(r) et m,(r) :
m" (r) = m(r) +m, (r) —m,(r) (111-34)

Pour le calcul du premier terme M , ils ont utilisé I’expression de la densité anormale vue au chapitre Il au

dessous d’un cutoff lié a I’énergie qui Se détermine par une différence entre les niveaux d’énergies E(n) et
E(n+1).

Pour la seconde partie, rﬁl , ils I’ont définit par :

m, (r) = TdE(rﬁsc(r) —m,(r)) (111-35)

Cette quantité contient la contribution des niveaux d’énergies au dessus du cutoff& donné par la

cut?’

soustraction du terme renormalisé M, du terme anormal semi classique M, .

Le troisieme terme,M,, est la renormalization de M. Les deux termes M et M,sont calculés dans
I’approximation semi classique.

Pour le terme semi classique rﬁsc , ils ont utilisé la méme expression que pour la densité non condensée dans le
cas a deux dimensions [58-59]. L expression non renormalisée pour la densité anormale s’écrit comme:




M (r) = ——| IO+ 27 (E)

27| (E? —(gn,(r))*

Ou @ est la fonction de Heaviside.

O(E - \/(\/trap — u+2gn)®> —(gn.)?) (111-36)

Le terme renormalisé fﬁr se calcule dans la limite ou il n’y a pas de condensat ou 1’énergie du quasi particules
sera remplacée par 1’énergie relative a une particule :

~ n.(r
m, (r) __ 1 onm (11-37)
2r E+u
La partie M, :
~ T 1+2f,(E
m,(r) = 1 IdEgnC(r) ( o (E) 1 (111-38)
27 i JE?—(an. () E+u
O la limite inférieure de I’intégrale est déterminée par la fonction de Heaviside & et par ’énergie du cutoff .
Epin = MaX(£0,0,4 Vigep — 22+ 290)° — (g0,)?) (111-39)

Puisque la somme dans fﬁ(r)a un cutoff, elle ne peut pas diverger. Elle contient la contribution de la limite
des températures nulles et doit étre renormalisée en retranchant de I’intégrale la quantité r'ﬁr au dessous du

cutoff . M, sécrit :

1 e 9ne(n)

m,(r) = 2 EE (111-40)
Pour I’évaluation de M, (I) ils ont utilisé I’approximation de Thomas Fermi ol ils ont déterminé :
(T +Vigp (1) + 9N (M) 25 (1) = 2202 () (1N1-41)
Dans la limite de Thomas Fermi : & T=0 I’équation (I11-41) devienne :
Virap (1) + 9N (1) 2, () = 2299, () (111-42)
La méme procédure de calcul s applique a M,
Virap (M) (1) = (E + 1) (1) (11-43)

Traitement quantique

Les procédés de renormalisation décrits précédemment présentent néanmoins 1’inconvénient majeur de ne
pas s’adapter aux calculs concrets dés que le nombre de particules dépasse quelques dizaines de milliers. En
effet, Hutchison et al. [5] ont tout essayé pour résoudre GHFB pour N >20000 mais n’y ont pas réussi (la
renormalisation choisit est insuffisante). Tous les codes self consistants deviennent inefficaces pour de grands
nombres de particules. La méthode du pseudo potentiel utilisé par Castin [40] consiste a écrire :

~ H 8 1/~ 1 ~ ]
M(r) =—lim—(r'(@(r'+ )y (r'-r))) (11-44)
r'-0or'
qui doit étre combinée a celle de Gies [57] pour reformuler le probléme d’une fagon mathématiquement plus
consistant. En effet, on peut d’abord ajouter et retrancher a 1’équation (l11-44), la quantité rﬁ(r)GE (r), ou

Gg (r) est la fonction de Green associée a 1’hamiltonien relatif & une particule définie au chapitre II. Elle
s’écrit pour un potentiel chimique £z comme :




0 ' 0* !
Go(r,r)=> A ro)(p“ (r=rj (111-45)
4 ga _ﬂ

Ou ¢)2 est la fonction d’onde de I’oscillateur harmonique de ’hamiltonien relatif a une particule et 82 —u

son énergie. En exprimant M(I) en termes d’amplitude des quasi particules U, (r) etV (r), on aboutit :

r'-0or'

m(r)_—llm—{ PACICII AR ELINCRRLIG ‘”3(”rol)“’g*(r_r'))+m(r)eg(r,r')} (111-46)

La somme n’est pas divergente, puisque la partie divergente de M(r)s’annule avec le terme rﬁ(r)GE(r).

Ainsi, nous pouvons prendre la limiter'— Q. D’un autre c6té, la divergence du dernier terme est
renormalisée par la méthode du pseudopotentiel, ol nous choisissons la partie réguliere de la fonction de

Green (32 :

1 a ! ! re
lim = (7 G, (r,r) =G, (r) (111-47)

Finalement, nous pouvons écrire M(r) sous la forme suivante:
() = = L (O, ()L+ 2o E,) -0 ) )L)+m(r)eowg ) (111-48)

Un moyen simple de calculer Gzreg (r)est donné par la référence [40]. Ecrivons maintenant GE en
appliquant I’approximation de Thomas Fermi pour la somme sur les états correspondant aux énergies de
I’oscillateur harmonique 50 au dessus de &,

(111-49a)

GOreg — (oa (r)(pa (r) 1 n (r)
- Z I( 2”)m(r)\/Ez —(gn.(r))*
ou ¢

ot est détermineé par la différence des energies E(n) et E(n+1), c'est-a-dire en tronquant la matrice
hamiltonienne, en calculant les différences :

=|E(n+1) - E(n)| (111-49b)
Si cette différence (111-49b) est inférieure a une précision alors le cutoff est égale a E(n) ou E(n+1) sinon on

recalcule cette différence a nouveau.
En évaluant I’intégrale sur E et en sommant sur tous les & , nous obtenons :

()= Y (21 +)RE (r) .[( 1) n.(r)

0 0!
Eq=Ecut

—_— (11-50)
' Arlen —p) UL 2 m(nyE? - (gn, (n)
Ou les R, (I) sont les fonctions radiales de ’oscillateur harmonique.
Finalement I’expression renormalisée s’écrit :
s 21 +1 17 n(r
mrm=- Y EDy v, 26, €,) -~ [ de——L (151
Y 27 E = (n.(n)°

5. La divergence infrarouge

Nous donnerons ici un petit détail sur ce point du fait qu’on travaille avec des hautes énergies et qu’on
est dans un espace direct. Alors, cette difficulté qui apparait pour ce systeme physique qui est la divergence

=



infrarouge persiste dans ’espace des k et plus précisément dans les gaz homogénes. De méme, pour un gaz
piégé ce probleme de divergence infrarouge correspond & une dépendance de la densité anormale de la
fréquence du piége. Son origine mathématique provient du fait que les amplitudes des quasi particules
prennent la forme suivante quand k tend vers zéro:

limu, ) 0—)% (111-52a)

. 1
limv, - — (111-52b)
k—0 k

L’énergie des quasi particules a une forme quadratique en u et v et seule leur combinaison deviendrait finie
quand k tend vers zéro, en effet :

w—v =1 (11-53)
Selon la description de Bogoliubov, la résolution des équations BdG assure que les énergies de quasi
particules ne dépendent que de cette combinaison particuliére et sont donc bien définies. Si nous modifions

ces équations tout en les traitant a travers la théorie des perturbations ordinaires, alors nous aurons des
changements au niveau des énergies qui auront encore une forme quadratique en u et v, mais qui ne sont pas

. . . 52 2
nécessairement proportionnel aUk —Vk .

6- Conclusion

En conclusion, nous avons présenté les différentes méthodes de renormalisation de la densité anormale. En
particulier nous avons étudié les méthodes exactes, qui traitent les interactions atome condensé-nuage
thermique, et les méthodes heuristiques inspirées des travaux de Morgan, Hutchinson, Gastin et al. [5, 33,
40]. Du fait qu’ils constituent les outils essentiels pour lever cette indétermination de la densité anormale.
Maintenant que nous avons toute les équations possibles nous allons les convertir en expressions numériques
a l’aide des algorithmes inspiré par des programmes numériques ou on doit opérer par itérations jusqu’a
convergence ce qui est I’objectif du chapitre suivant.
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1- Résultats numériques

Dans cette partie, nous exposons I'essentiel de nos résultats numériques dans I’approximation de Popov
[30,35] ou la densité anormale est pratiquement nulle, ensuite nous effectuons les calculs au-dela de
I’approximation de Popov ou la densité anormale est prise en compte. Nous montrons ainsi la fagon dont
nous avons procédé pour résoudre le systéme d'équations couplées HFB BdG [5,33]. Nous les comparons nos
résultats avec ceux déja obtenus par Hutchinson et al. [5] et aussi avec les données expérimentales de JILA et
MIT [5-9].
Rappelons d’abord les équations HFB et BAG pour le cas d'un potentiel harmonique a symétrie sphérique. Le
cas anisotrope fera 1’objet d’un travail futur.
1-1 Méthodes et algorithmes numériques

a- Avec I’approximation de Popov
La résolution des équations de Hartree Fock pour un systéme d’atomes bosoniques confinés dans un

potentiel & symétrie sphérique, V = trap(r) est basée sur le principe variationnel décrit au chapitre | ol

I’on détermine la meilleure fonction d’onde qui minimise 1’énergie du systéme. Le calcul s’effectue a
température finie. Nous allons montrer comment I’on va procéder numériquement. Nous commencerons par
la solution de 1’équation de Gross Pitaevskii standard [33,60]. Nous imposons a la fonction d’onde condensée
d’étre réelle. Nous allons néanmoins conserver la distinction du mode du condensat et de son complexe
conjugué dans une nouvelle notation. Il est convenable de définir une fonction radiale réduite du

condensat, U(r) , qu’il ne faut pas la confondre avec le mode U, (I') des quasi particules.

Nous appelons N, (r) la densité radiale laquelle est définie par :

@, (r) = ( °)2u(r) (IV-1)

Les équations de base qui doivent étre résolues sont non couplees. En utilisant le formalisme de Dirac ces
équations s’écrivent :

(hy = 12)° |y} + 200, (N)(h — )| ) = E? ") (IvV-2)
(he —)? |wi )+ 2(h — )an (n)|yi ) = B2 |wi) (Iv-3)
ou ‘y/: > et ‘://;> sont reliées par 1’équation suivante :
(h— )|y ) =Ew) (1V-4)
Ou hy est I’hamiltonien a une particule :
h, = —Zh—ZA +Viap (1) + 9 (0, (r) +20(r)) (1V-5)
[h—ulle.)=¢,|o.) (IV-6)

Les |§0a > sont les états propres et les & leurs énergies propre. L utilisation de ce hamiltonien (IV-6) consiste

a connaitre facilement les kets propres ¢, et les énergies propres & en se reposant sur I’analyse des cas
limites :
- Pour des constantes de couplages g pratiquement nulles, on rencontre le cas de ’oscillateur harmonique.

- Pour des constantes de couplages g assez fortes de telle maniére que le terme énergie cinétique deviendrait
négligeable : on tend vers la limite de Thomas Fermi.

De toute fagon, ces kets propres ¢, forment une base ce qui va nous permettre d’y développer

+

v et

&



i) =>c0,) (IV-7)

a#0

i) =>d%]e,) (IV-8)

a#0

Ou nous avons exclu les |§00> décrivant la partie condensée. Nous déduisons de 1’équation (1V-4) la

relation :
. E .
d® = E“cg’ (IV-9)
i
Nous substituons ce résultat dans 1’équation, nous obtenons 1’équation aux valeurs propres :
2 2
(hy = 22)° |y} + 200, (N)(h — )| ) = E? ") (IV-10)

En multipliant par le <¢)ﬂ ‘ , Nous obtenons :

(0[S0 0 -07],) {0, | S0 260,00, -l )= oy [ €7 80 ) v

D> cleZsl +> cl2ge, <(oﬂ n.(N]e,)=Ex) (IV-11b)
) Z(Maﬂ: £,0,5)€,5 = EXcy (IV-11c)

Ou la matrice Maﬂ est définie commz :
M., =29 [d°rg, (n, (r)p,(r) (IV-12)

Il ne faut pas la confondre avec celle de M i définie précédemment au chapitre II.

L’équation (IV-12) peut étre vue sous une forme symétrique par I’utilisation de la transformation suivante :

oV = DY?c (1IV-13)
Ou D est une matrice diagonale :
D,; =¢€,0., (1vV-14)
Et I’équation (IV-11c¢) s’écrit alors :
(D? + DY*MD"*)0"" = E?0™ (IV-15)
La matrice D? 4+ DY2MD"? est hermitique en effet :
D2 + Dl/2 MDl/Z — D2+ + Dl/2+M +Dl/2+ (lV-16)

2 .
Les valeurs propres E;” sont donc réelles.
De plus, la matrice M+D est définie positive alors les énergies propres E, sont positives. Nous passons aux

amplitudes des quasi particules (U, (r),V, () et nous déduisons leurs expressions :

wi (r) = %(ui (r)£v,(r)) (IV-17a)

u(r) = %Za. +‘E—a)c§j>% ) (IV-17b)




v.(r) = %2(1. —gE—f)cg@a (r) (IV-17¢)

Les amplitudes (IJi (I’),Vi (r)) ne sont pas indépendantes puisque la normalisation de 1’état impose qu’ils
satisfassent la relation :

j d®r(u; (r)u; (r) —v; (Nv; (r) =, (IV-18)
De plus (|ui (r)|2 ,|Vi (r)|2) représentent des probabilités.

Nous substituons les relations de (U, (r'),V; (r)) dans I’équation (11-5) pour I’hamiltonien quadratique du
chapitre 11, ce qui nous donne :

1)

Y e, =E5, (IV-19)

Cette équation (IVV-19) se résout d’une maniére self consistante avec le fait que 1’équation (IV-15) est un
probléme aux valeurs propres.

Pour la détermination des différentes densités, nous avons utilisé le développement de la fonction d’onde en
termes de fonctions radiales et de fonctions angulaires.

Ecrivons :
@, ()= Z Z R, (NY,"(6,9)

1=0 m=-I

_ Z Z u, (r) Y™ (6,0)

=om—1 T

(1V-20)

Les Y, (6, @) sont des harmoniques sphériques et R, (I') les fonctions radiales.

Les densités non condensées 1, ('), & température finie, et 1, (r), a température nulle, prennent la forme
suivante :

2 2]
A (r) = éZ(m +)| DR ()] + D 'R (N)] [fe(E,) (IV-21)
vl n n
et i
1 ’|
(N =——2> @+ 3 (c;' —d)R,(r) (IV-22)
1672- vl n
Avec f;(E,) = = exp fE,, 1 et = kBiT . La fugacité z est donnée par 2~ =1+ N_* (ou N est

le nombre de particules condensées).

Leurs intégrales sur tout I’espace donnent :

-1
N, =— (2 +1
: 87“2'( )

2 2]

+>.d!

n

f.(E,) (IV-23)

Yo
n

~ 1
N, =—> (2l +1 ¢t —d” IV-24




b- Au-dela de ’approximation de Popov
Pour généraliser le probléme on ajoute la quantité M(r) dans I’équation de Gross Pitaevskii ceci nous
permettra de traiter toutes les corrélations possibles entre quasi particules. Son expression a été déja

déterminée au chapitre II. En utilisant I’expression (IV-20) et en se referant a I’appendice B, nous obtenons
une expression analytique facile a manipuler numériquement :

() =—%Z(2I )Y R, (O A+ 26,(E,)  av-2s)
T vl n
Dont I’intégrale sur tout I’espace donne :
M = —%Z(ZI +)Ycld 1+ 26, (E,,)) (1V-26)
VA vl n

Le formalisme est maintenant écrit sous une forme bien adaptée a la renormalisation.

c-Les formulations mathématiques
Nous écrivons les équations sous une forme adimensionnée, pour cela commencons par 1’équation de Gross
Pitaevskii et les équations de Bogoliubov de Gennes :

) d Q
2m| dr?

(IV-27)

:| trap (r) + g U(r) = /JU(r)

B N (5} N |u(r)®
L v 202 -9 {”}v(m(mmui(r) (v-
2m| dr r r
28)
2l od? I+ u(r)® N, [u*(r)T
%{_d?-l'—z} trap(r) 29__ v,(r) - gE ; U; (r) = (- E)v(r) (V-
29)
Divisons  le  potentiel trap (r)par  hwet utilisons la  longueur de  Poscillateur
harmonique d = mi comme unité de longueur, nous obtenons des variables adimensionnées :
\I Q)
~ y2 trap(r)
= = 1VV-30
fr=or Viap (1) = o (1IV-30)
d2
H_zdﬁ} Viap (1) += n(r)}u(r) Au(r) (Iv-31)
_ , -
| 0 G20 WO GO0 =G ENO vz
[ 102 10+1 |
_—Zdr2+—(2r2) trap(r)+ 2n () | {v () - n(r)u (r) = (it—E )V (r) (IV-32b)

Le formalisme est maintenant écrit sous une forme bien adaptee au traitement numérique.




1-2 Etapes du calcul
On étudie dans ce travail un gaz atomique de Rb dont les caractéristiques sont: la

masse M(®’Rb) =1.44x107°kg, la longueur de diffusion de l'onde s a="5.82x107"m et la
fréquence du piege @ = 277 x 200 Hz [5].

a- Le premier algorithme

1. Nous résolvons (IV-6), (IV-2) et (IV-3) pour un gaz sans interaction afin de
déterminer @ (), u,(r),v,(r)etE,.

2. Ces résultats sont alors réinjectés dans (IV-2) et (IV-3), avec, g = 2.710_3(ho))(d3), ce qui

donne g (r) et donc N, (r).

3. Les équations (IV-2) et (IV-3) sont maintenant résolues pour déterminer les nouvelles
amplitudesu, (r), v,(r) et les énergies E; et par conséquent les nouvelles valeurs des densités
n(r)etm(r).

=~ yA
4. On cherche les valeurs de la fugacité z qui satisfont a la relation N —N = 1—00
A
N = [d3r Ai(r) est calculée en intégrant I’équation (1V-21) et (IV-22),
5. Cette procédure est itérée d’une maniére self consistante tout en imposant une condition lié a la

A(ﬁnew(r) — ﬁold (r))

densité non condensée : —
Ny (1)

doit étre inférieure a une certaine précision que

nous prenons égale 4107°.

A chaque itération, le potentiel chimique est calculé par la relation Ny = N . + Np, ou p etp

sont les potentiels chimiques associés respectivement aux atomes condensés et aux atomes non
condensés. Cette relation est discutée en détail dans la référence [61].

1-3 Le schéma des itérations pour des températures finies
Nous utilisons les équations de Bogoliubov standard décrites au chapitre 1. Alors en tenant compte de la
distribution stationnaire de la densité et en se limitant au cas des états liés, nous déterminons la solution

radiale réduite U(r)de I’EGP (IV-31), son potentiel chimique z et les amplitudes des quasi particules

(u,(r),v;(r)) qui correspondent a I’énergie E;. La premiére itération est de calculer la densit¢ non

condensée (1V-21) et (1V-22) et la densité anormale (1V-25). Nous insérons les expressions explicites (1V-27)
pour les états lié des quasi particules dans les équations des densités. Puisque les énergies sont les mémes
pour tous les nombres quantiques azimutaux m ceci est justifié par la relation (B-17) (théoréme d’addition
pour les harmoniques sphériques). D’une maniére identique que les condensats nous pouvons introduire les

densités radiales i, () etfi, (r). Les modes (U, (r),V,(r)) des quasi particules sont réels, alors toutes les

densités calculées sont réelles et a symétrie sphérique. Nous calculons & nouveau le nombre de particules
condensées :

N, =N-N (1V-33)
Nous continuons notre procédure d’itération avec le calcul de la nouvelle fonction d’onde condensée radiale
pour des densités données A(r) etM(r). L équation de Gross Pitaevskii généralisée s’écrit :

=




{hz {_d_j +Vipp (1) +4i[nc(r) +2A(r) + rﬁ(r)]}u(r) = 1u(r) (IV-34)
T

%dr

Les nouveaux modes des quasi particules sont obtenus par 1’équation de Bogoliubov standard en remplagant
N, (r) par sa valeur trouvée précédemment :

H—ﬁi} +V,, (1) +E(nC (r)+2n(r) + m(r))}u(r) = fu(r) (1v-35)
2dr P d
{— W2 10D )+ 2 @n(n) + 2ﬁ(r»ﬂui (1) =2 (. () + A () = (+ E (1)
i 2dr 2r d d

(IV-36a)
{—&}@w}mm 2 2n, )+ Zﬁ(r»Hvi ()= 2. (r) + MU, (1) = G~ (1) av-
i 2dr 2r d d

36h)
La solution des équations (I1V-21), (IV-22) et (IV-25) permet alors de déterminer la nouvelle fonction
condensée réduite. Nous arrétons le calcul si le critere (5) est satisfait.

1-4 Programme numérique

Pour effectuer le calcul numérique, nous avons écrit deux programmes en Fortran 77. Un premier
programme calcule la densité condensée par I’utilisation de 1’équation de Gross Pitaevskii, le deuxiéme
calcule les densités A(r) et M(r) d’une maniére self consistante en se reposant sur les équations de
Bogoliubov de Gennes. Tous ces programmes fournissent I’énergie fondamentale, les énergies d’excitation et
les potentiels chimiques.

Nous commencons le calcul par un cas trés particulier qui a déja été étudié par Hutchinson et al. [5]. La
particularité de ce cas provient du fait qu'il a été étudié par plusieurs auteurs et cela nous permettra de tester
notre programme. Le calcul den,(r),n(r)etm(r)a été effectué pour N=2000 atomes pour des

températures variant de 0 a 100 nK.




1-5 Organigramme

[hy — 1] (r) = @§”(r)

n(N=Y |¢ @[ A(r)=0and m(r) =0

(——

Lu; (r) = g(n.(r) + m(r))v, (r) = Eyu; (r)
{Wdﬂ—gm40+mU»WU)=—EWU)

L =h, +gn,(r) - u

) = X {(wf +p (0 ) fa )+ v OF )
M(r) =~ (DY, () (L+ 26, (E))

(38 4% 0+ 2[00 +200) + 0] 1) = (1)
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1-z
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Mg (1)

n, (r), A(r), m(r)

Organigramme de calcul

2- Discussions des résultats

2-1 Avec I’approximation de Popov
a- La densité condensée et la densité non condensée

On rappelle que dans cette approximation, la densité anormale, rﬁ(r) est totalement négligée. Cela

constitue une bonne approximation pour un petit nombre de particules, plus précisément pour des valeurs de N
inférieures a 10000. A priori, cela peut étre justifié par le fait que pour des N relativement faibles, les modes
excités des hautes énergies ne sont pratiquement pas occupés. Mais pour des grands nombres de particules
I’effet des interactions augmente et les corrélations augmentent aussi et 1’approximation deviendrait alors
injustifiable. Nous présentons la densité condensee et la densité non condensée en fonction de la température
variant de 0 nK a T a température critique, Tc, au dessus de laquelle la densité condensée s'annule. Les

p




résultats sont tracés dans les figures VI-1(a), (b), ot nous observons un bon accord avec la référence [5]. On
remarque que la densité condensée prend une valeur maximale au centre du piége pour r=0. Pour la densité

non condensée, on constate une croissance monotone pour des températures T <T_.

504 0K (@)1
40 101K )
i 30 nK A
Q(d‘3)30 . — 50nK .
201 75 nK .
10 —— 100 nK 1

0 | T T I

Figure IV-1: La densité condensée (a), la densité non condensée (b) dans les conditions de la réf.[5]:
N=2000, a =5.82x1072m. Les données de la réf.[5] sont représentées en pointillés.

En particulier, Ai(r)est maximale au bord du condensat, ce qui justifie ’image expérimentale que le
condensat est entouré par le nuage thermique (voir figure 1V-2).
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Figure 1V-2: La densité condensée N, (I) et la densité non condensée N (I) & une température T=75nK pour
N=2000 atomes.

b- La fraction condensée et la fraction non condensée

La figure 1V-3, montre clairement qu’a basse température le nuage thermique est pratiquement absent et la
faction condensée est maximale. Mais en s’approchant de la température critique, elle deviendrait presque
nulle laissant le nuage thermique prendre une valeur maximale.
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Figure I1V-3: Les fractions condensée et non condensée (N, N ) en fonction de T/Tc

c- Les excitations

Nous présentons les modes de respirations de quasi particules (breathing mode) pour un moment
angulaire 1=0, 1, 2 et pour un nombre de particules N valant de 2000 a 6000 pour pouvoir comparer avec
Huchinson et al. [5].
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Figure 1V-4 : Les fréquences d’excitations (en unité du piége) en fonction de la température pour différentes
valeurs du nombre d’atomes N valant de 2000 a 6000.




La figure 1\VV-4, montre les fréquences d’excitation en fonction du rapport T/Tc. Les modes I=0 et 2 se
séparent en deux parties caractérisant la valeur propre dégénérée du potentiel harmonique 2@ . Le mode 1=0,
appelé aussi mode de respiration (Breathing mode), est influencé par la compressibilité des condensats, et son
augmentation est le résultat des interactions répulsives entre atomes. D’autre part, le mode, 1=2, ou mode
quadripolaire diminue en fréquence en augmentant N. Le mode I=1 est relatif au centre de masse et est
précisément localisé a . Selon le théoréme de Kohn [62] pour un pi¢ge harmonique on s’attendait a un
mode I=1 qui correspondra a un cas ou toutes les particules sont condensées. Toutefois, dans 1’approximation
de HFB Popov, le condensat se meut effectivement dans un potentiel externe V. (r)+2gA(r) qui le

dévie de sa forme parabolique idéale. Le théoréme de Kohn généralisé [62] est vérifié a des basses
températures ol le potentiel 2gA(r) est considéré comme une petite perturbation. En conclusion, nous

pouvons dire qu’en augmentant N, le mode |1=2 croit alors que le mode I=0 décroit et le mode I=1 est presque
constant.

Nous représentons sur la figure 1V-5, les modes d’excitation 1=0 et 1=2 que nous comparons aux donnés

expérimentales JILA [5,63]. On constate un bon accord jusqu’a 0.6Tc mais dés qu’on dépasse cette valeur u

n

désaccord apparait ceci est di au fait que le potentiel cré par le nuage thermique écarte la fréquence

d’excitation de sa valeur exacte.
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Figure IV-5 : Variation de la fréquence en fonction de la fraction T_ Les courbes en étoiles et en croix
c

résultent de nos calculs. Les données de la réf. [63] sont représentées en plus (+). Les données de la réf. [5]

sont représentées en cercles.
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2-2 Au-dela de I’approximation de Popov
a- La densité condensée, la densité non condensée et la densité anormale

Comme nous 1’avons mentionné précédemment, 1’approximation HFB généralisée (GHFB) tend & améliorer
les prédictions de HFB-Popov en introduisant la moyenne thermique anormale, ou tout simplement densité
anormale. Cette quantité qui tient compte des corrélations entre atomes condensés et atomes non condensés

est nécessaire pour une bonne description du probléme. Cependant, M(r) présente une divergence UV
qu’on devrait la renormaliser. Nous avons montré au chapitre précédent les méthodes de renormalisations

possibles. Nous représentons sur les figures VI-6 a VI-13 les diverses densités pour un nombre d’atomes
allant de 2000 a 140000.
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Figure 1V-6: La densité condensée (), la densité non condensée (b) et la densité anormale (c) dans les

conditions de la réf. [5]: N=2000, @ = 5.82x107°m. Les données de la réf. [5] sont représentées en
pointillés. Pour guider les yeux, le profil de Thomas-Fermi pour n est aussi traceé.
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Figure 1V-7: La densité condensée (), la densité non condensee (b) et la densité anormale (c) pour

N=10000, a = 5.82 x107°m. Pour guider les yeux, le profil Thomas-Fermi pour n est aussi tracé.
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Figure 1V-8: Idem. que la figure 1VV-7 pour N=20000.
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Figure 1V-10: Idem. que la figure 1\VV-7 pour N=60000.




Figure 1V-12: Idem. que la figure 1VV-7 pour N=100000.
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Figure 1V-13: Idem. que la figure 1V-7 pour N=140000.

Pour aller plus loin dans le calcul, et afin de tester si notre code est capable de résoudre les équations
GHFB vues précédemment pour des nombres d’atomes trés élevés, nous avons présenté les densités
condensés, les densités non condensés et les densités anormales pour différentes températures allant de 0

aT, (température au dela de laquelle la densité condensée s’annule). Les figures de 1V-8 & IV-13 montrent la
méme tendance que celle de la figure VI-7, la densité non condenseée augmente de fagon monotone avec la
température tandis que la densité anormale augmente jusqu’a T = 0.5T_ puis commence a diminuer jusqu’a

ce qu’elle s’annule a une température proche de la température critique. Notons que méme pour la figure (IV-
13) le régime TF n’est pas encore atteint sauf pres du centre du piége pour des températures assez basses. Les
écarts sont plus apparents aux frontiéres du piége ou I’approximation TF brise les profils de la densité. Les
profils de la densité que nous avons déterminés comme fonction de la température ont les mémes structures
malgré que le nombre d’atomes change jusque ce que ’on atteigne le régime TF. Ceci est en contradiction

avec [64], ou en particulier fi(r) et M(r) ne présentent pas de structure prés du centre du piége.

b- La fraction condensée
La fraction condensée N /' N est un des paramétres qui indique quantitativement 1’écart par rapport au gaz
parfait. Il est intéressant de noter que la forme de la loi pour un gaz parfait (voir figure 1V-14) est donnée par :
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Figure 1V-14: La fraction condensée en fonction de la fraction — pour différentes valeurs du nombre
C
d’atomes N. La courbe en pointillés est celle d’un gaz idéal.

&: 1_{l} , (1vV-37)

Il s’agit donc d’une loi universelle ou & est un paramétre d’ajustage. L’effet des interactions réduit ce
paramétre de sa valeur idéale 3.0 a 2.3 et conduit a une fraction maximale a basse température.
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Figure 1V-15: La fraction condensée en fonction de la fraction — . Notons que ces courbes sont tracées par
C
rapport a la température critique du plus grand nombre d’atomes. La courbe en trait plein résulte de notre
calcul par GHFB, la courbe en pointillés est celle d’un gaz idéal. Les données de la réf. [65] sont en cercles,
les données de la réf.[5] sont en triangles et les données de la réf. [45] sont en étoiles.

A titre d’illustration, nous avons porté sur la figure IV-15, nos résultats pour N=2000, 40000 et 50000
comparés aux résultats de Hutchinson et al., [5] Griffin et al. [45] et Shymal et al. [65]. A part ces derniers,
I’accord est bon. L’écart prévu par ces derniers est la conséquence du traitement classique de la fraction
condensée a la limite thermodynamique.

c- Le rayon du condensat

Pour poursuivre nos explorations numériques, il est également intéressant d’analyser différentes
quantités a 1’équilibre quand N varie. Le rayon du condensat est I’un des quantités les plus importantes du fait
qu’il mesure les interactions entre les composantes condensées et non condensées, en particulier I’effet de
compression discuté dans [7-9]. Ce paramétre est défini comme le point au-dela duquel la densité condensée
s’annule. Dans 1’approximation de Thomas Fermi (TF), il est donné par

1/5
R,(T =0) =Ry = d(lSN %) . (IV-38)

Récemment de nouvelles données expérimentales (Zawada et al. [7]) montrent des écarts par rapport a
I’expression de (TF) qui persistent méme pour des hautes températures [8]. Ces derniers auteurs présentent un
modele heuristique afin d’expliquer ces écarts en raison de 1’absence des résultats théoriques dans le régime
non TF. Dans la figure 1\VV-16, nous présentons le rayon du condensat en fonction de la fraction condensée.
Afin de les comparer avec [7], nous avons choisi trois valeurs distinctes pour N, a savoir N, =75000, 85000 et




95000. En outre, étant donné que nos calculs sont effectués pour un piége harmonique isotrope, alors que la
référence [7] considére un piege anisotrope nous projetons les résultats dans le plan z=0 et nous tracons

seulement le rayon radial du condensat.
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Figure 1V-16: La variation du rayon du condensat (radiale) en fonction de la fraction condensée avec N,
constante. Les courbes en trait plein et en pointillé résultent du calcul GHFB. Les données de la réf. [7] sont
en carré, en triangle et en cercle.

Nous observons un bon accord entre les résultats HFB-BAG et les données expérimentales sauf
pour N, = 95000, ce qui confirme le fait que notre formalisme prend correctement en compte les
interactions mutuelles entre le condensat et le nuage, et en particulier les effets de compression représenté ici
par la réduction de R_quand N, diminue a T constante.

En fait, les pieges utilisés dans [7] étant anisotropes, il est plus sage 1’utiliser comme rayons du condensat la
valeur R = (R?R,)" 0t R, et R, sont les rayons radial et axial.
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Figure 1V-17 : Le rayon du condensat, R/ §CD , (Normalisé a la valeur obtenue par le modéle de Castin-Dum

) en fonction de la fraction condensée. La valeur moyenne du rayon est définie par R= (Rf RZ )1/3 . La courbe

en pointillé résulte de notre calcul par GHFB. Les données de la réf. [6] sont en étoiles, celles de la réf. [7]
sont en triangles et celles de la réf. [8] sont en carrés.

La figure 1V-17 présentes le rayon du condensat R normalisé  la valeur obtenue par le modéle de Castin-

Dum. Les courbes expérimentales [6-9] montrent une allure décroissante de R, lorsque la fraction condensée

augmente (lorsque la température décroit), ce qui est tout a fait contraire a ce que trouvent Gawryluk et al.
[9] qui ont utilisé un modéle théorique simplifié. Par contre, Caracankas et al. [8] en utilisant un modele
amélioré obtiennent la bonne tendance mais pas les bonnes valeurs numériques. Nos résultats, représentés en
tirets sur la figure 1V-17 reproduisent non seulement la tendance mais aussi les valeurs expérimentales avec

une trés bonne précision. 11 est & noter que les données de Gerbier [6] correspondent a8 N_ = 95000 ce qui

explique 1’écart. Par ailleurs, puisque nos calculs sont effectués pour un piége isotrope, et que [7] considére
un piége anisotrope, nous avons utilisé I’effet de 1’expansion pour pouvoir comparer. Ce dernier est
représenté par un facteur [8,48] :

Crop = ([(1+ &2 (rarctan7) — In\1+ 72 )} L+ 72)° (IV-39)

. 1 o .
Ou & = —=—et 7 =tw, testle temps de ’expansion.
2 o,

En utilisant les valeurs expérimentales de Zawada et al. [7], on trouve C,o = 1.46 pour t=22ms.

d- Le rapport d’aspect
Une autre quantité qui mesure aussi les interactions mutuelles entre le condensat et le nuage est le rapport
d’aspect noté (AR). Il est défini comme le rapport entre 1’énergie cinétique et 1’énergie du champ moyen. En

&



négligeant le potentiel supplémentaire, du fait que I’on travaille & trés basse température, nous pouvons
I’écrire maintenant sous la forme suivante :

AR = T (IV-40)

(gnc(r))

Ou T est I’énergie cinétique du condensat. La figure 1V-18, présente ce rapport en fonction du nombre
d’atomes condensés comme prédit par les calculs GHFB et les mesures de [7] pour un BEC pur. En outre,
I’approximation GHFB conduit & un bon accord avec I’expérience et confirme le modele de TF de Gastin
Dum [48,66] qui prédit un rapport constant. Il convient de mentionner, que 1’équation de Gross Pitaevskii a 3
dimensions donne également un bon accord avec le rapport d’aspect donné par I’expérience [7]. La raison est
que ces données expérimentales sont effectuées pour un BEC pur ou l’effet du nuage thermique est
pratiquement négligeable.
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Figure 1V-18 : Variation du rapport d’aspect en fonction de la fraction condensée avec N, fixe. La courbe en
trait plein résulte de notre calcul par GHFB. Les données en plus (+) sont celles de la réf.[7].

Nous présentons maintenant sur la figure 1V-19, le rapport d’aspect en fonction de la fraction atomique

WC a température finie ou I’effet du nuage thermique est non négligeable. Pour cela on détermine d’abord la

température T qui garde N constant (valant 75000, 85000 et 95000) par I'utilisation de I’équation (IV-37)-,

le rapport d’aspect est :

AR = T (IV-41)

" (gn(r) +2g0A(r))




N
On constate une influence considérable du nuage thermique, mais dés que WG dépasse la valeur 0.5, I’effet du

nuage devient de moins en moins important et une stabilisation des courbes autour d’une valeur critique égale
a 1.43. Ce fait est justifié par ’approximation suivante :

20(r)
nC (r)

représente le rapport d’aspect calculé quand Deffet du nuage thermique est

AR, = AR, (1- ) (1V-42)
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Figure 1V-19: Variation du rapport d’aspect, a température finie, en fonction de la fraction condensée avec
N, fixe. Les courbes en pointillés résultent de nos calculs par GHFB.

e- La température critique

Passons a la détermination de la température critigue pour un gaz atomique piégé. La présence des
interactions pour ce systéme atomique a pour effet de modifier la température critique par rapport a sa valeur
pour un gaz idéal. En traitant les interactions dans 1’approximation du champ moyen qui consiste a supposer
les atomes comme des bosons "sans interaction” se déplacant dans un champ moyen crée par les autres
atomes [67-70], I’hamiltonien de Hartree Fock relatif a ce systéme s’écrit :




2

h
H, =——A+V
HF 2m

trap

(r)+2gn(r) (IV-43)

Cet hamiltonien coincide avec I’hamiltonien a une particule, qui décrit les excitations de 1’équation de Gross-
Pitaevski dépendant du temps en négligeant ’amplitude des quasi particules V(r) dans les équations du
mouvement (voir chapitre I1) a température, nulle :

(—%A + Vi (1) +2gn(r))u(r) + gn(r)v(r) = zieou(r) (IV-44)

Le termeV

wap () +2gN(r) est appelé potentiel effectif, V,; (1), et 2gn(r) est un champ moyen crée par

les interactions causées par les autres atomes. Nous utilisons ’approximation semi-classique du chapitre 11,
ou nous pouvons facilement calculer les moyennes thermiques sur les états propres de ’hamiltonien (1V-43).
La densité thermique du systéme est donnée par la formule d’un gaz idéal :

3 (Vs 1) ke T

M (1) = A7gs 0 (8 ) (1V-45)
Ou nous avons remplacé V., (I) parV (r) — 4. La condensation de Bose Einstein se produit a une
température pour laquelle la condition suivante sera satisfaite :

N = IdrnT (r,T,, 1) (1V-46)
Ou p1, prend sa valeur minimale, valeur propre de I’hamiltonien de Hartree Fock qui est égale pour un grand
nombre de particules 82gn(0) . En développant le membre de droite de I’équation (1V-45) au voisinage

dep, =0etT, = TCiUIeaI , nous obtenons la variation relative de la température critique [71-74] :

T, (N) =T (1—1.3% NY GJ (IV-47)

1/3
ideal _ P0( N , L
Avec Tc = — est la température d’un gaz idéal.

ke LC(3)
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Figure 1V-20: Présentation de la température critique en fonction du nombre d’atomes N. La courbe en noir
provient de I’expression (IV-47), la courbe en pointillé (rouge) est celle d’un gaz idéal et les données
expérimentales de la réf.[74] sont en plus(+).

On note alors, que bien que les interactions modifient considérablement la densité condensée, elles influent
tres faiblement sur les propriétés thermodynamiques en particulier sur la température critique qui n’est que
1égérement décalées par rapport a la celle d’un gaz idéal. La figure VI-20, montre cet écart par rapport au gaz
idéal, qui est compatible avec la prédiction théorique :

ATo _ _1.328 N (IV-48)
T d

c

f- Les excitations

Les excitations élémentaires constituent une des caractéristiques importantes des systémes a N particules en
interaction [33]. Nous présentons dans les figures de IV-21 & 1V-28, les modes de respirations pour les
différents moments angulaires 1=0,1 et 2 pour N valant de 2000 & 140000 atomes. Une augmentation
considérable pour le mode 1=2 qui passe de 2.18 pour 2000 atomes a 2.50 pour 140000 atomes. En revanche
une diminution pour le mode I=0 qui passe de 1.50 pour 2000 atomes a 1.38 pour 140000 atomes. Une
variation pratiquement constante pour le mode 1=1 quelque soit la nombre d’atomes. En conclusion, dés que

T—dépasse la valeur 0.74, I’effet du nuage devient de moins en moins prépondérant donnant une valeur

c

critique de T_ déduite de 1’égalité suivante :
C

N _N (1V-49)
N

2



N, _ N T., ) )
ou N est celle de I’équation (IV-37) et N (T—) est la fraction non condensée.
C

En effet, le potentiel crée par le nuage thermique deviendrait dominant, 2gn (r) <= gn,(r), ce qui viole le

théoréme de Khon [62] qui le traite comme une petite perturbation. Il est bien connu que pour des nombres
d’atomes valant de 2000 a 10000 I’allure de 1=0 et 1=2 commence a converger pres de la température critique,
alors que pour des nombres d’atomes valant de 20000 a 140000 la convergence reste presque non atteinte.
Cela est di a la présente d’un grand nombre d’atomes.
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Figure 1V-21: Les fréquences d’excitation (en unité du pi¢ge) fonction de la fraction en température pour
N=2000
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Figure 1V-22: Idem. que la figure 1V-21
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Figure 1V-23: Idem. que la figure 1V-21.
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Figure 1V-24: Idem. que la figure 1V-21.
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Figure 1V-25: Idem. que la figure 1V-21.
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Figure 1\V-26: Idem. que la figure IV-21.
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Figure 1V-27: Idem. que la figure 1VV-21
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Figure 1\V-28 : Idem. que la figure 1VV-21.
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Nous représentons sur la figure 1V-29, les fréquences d’excitation pour les modes 1=0 et 1=2 dans le cas ou N

valant de 2000 a 8000, que nous comparons aux résultats expérimentaux JILA et MIT [75]. Un bon accord est

observé jusqu’a la valeur de N, = 6500 . Notons qu’on a utilisé la valeur moyenne de la fréquence :

)= (@lo,)"
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Figure 1V-29 : Les fréquences d’excitation du Rb pour N valant de 2000 & 8000 atomes & différentes valeurs
de N, . L’allure en haut représente le mode de respiration (breathing mode) 1=0. L’allure en bas est le mode
quadripolaire 1=2. Les données de JILA TOP [75] sont en (+).

f- Le potentiel chimique

Il est aussi intéressant d’étudier le potentiel chimique de fagon & mieux comparer nos résultats avec
d’autres travaux [5,76]. Cela nous permet d’étudier la validité des approximations utilisées en particulier
celle de Popov qui considére le potentiel chimique total égal au potentiel chimique condensé. Avant de
présenter nos résultats nous allons donner un calcul analytique basé sur la relation de Yukalov [61] :

H = P H + PrcHic (IV'51)

Oup, =——¢etp,= ﬁ représentent les concentrations condensées et non condensées respectivement.

N
On déterminera alors les deux potentiels £, €t £, en fonction de la densité condensée N, de la densité non

condensée N et de la densité anormale M de la maniére suivante :

. =(N,+N,.+M)g

Hoe = (Nc + Nnc - M)g
Dans I’approximation de Popov, nous négligeons la densité anormale, M(r) = 0, et alors une violation du
théoreme de Goldstone [23]. Le potentiel chimique est alors :

H= (pc(Nc + Nnc) +pnc(Nc + Nnc))g = (Nc + Nnc)g = Ng = He = Hy (IV-53)
et est égal au potentiel chimique condensé. Au dela de 1’approximation de Popov (IM(r) = 0), le potentiel
chimique total deviendra :

(IV-52)




U= (1+ (pcz_ pnc))’uC n (1_ (pcz_ pnc)) N

Il est donné en fonction du potentiel condensé et du potentiel non condensé. Connaissant les expressions de

(IV-54)

M. en fonction de la densité condensée, N., et de /. en fonction de la densité non condensée, N nous en

deduisons L.

Pour plus de détail nous introduisons la fonction de Bose-Einstein (voir appendice A), qui nous donne
comment distribuer un systéme de bosons (résultant de la symétrisation de la fonction d’onde des bosons) et
en utilisant la relation suivante

exp(fu) = L+ %)

On en déduit que :

= lIn(1+i) = + (IV-55)
/Ll ﬂ N pc/uc pnc/'lnc
m :1|n(1+i) et i1 :iln(1+i), N_.=N (IV-56)
IB NC ﬂ Nnc
et I’équation (I\V-56) devienne :
= lIn((1+ i)pc a+ i)""c) (IV-57)
"= N, N

Dans le but d’étudier le potentiel chimique d’une manieére numérique, la figure IV-30 montre I’effet de la
température sur le comportement de cette quantité. Une augmentation monotone de ce potentiel est observée
lorsqu’on augmente N et T respectivement. Bien que, ces deux paramétres jouent un réle essentiel pour
décrire ce gaz atomique, ils influent considérablement sur le potentiel chimique relatif & la loi de Yukalov.
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Figure 1V-30: Variation du potentiel chimique en fonction de la température.




Nous présentons sur la figure IV-31, le potentiel chimique W en fonction du nombre d’atomes pour

N =2x10°,2x10%et 10x10* & basse température que nous comparons au potentiel déduit de

I’approximation de Thomas Fermi de 1I’équation (I-) du chapitre I. Un excellent accord avec les résultats des
références [33,5,39] et un comportement équivalent a celle de Thomas Fermi avec un écart prédit par
I’approximation de la densité locale [76].
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Figure 1V-31 : Variation du potentiel chimique déduit de (GHFB) et celle de TF en fonction du
nombre d’atome a basse température.

3- Conclusion

Dans cette étude nous nous sommes intéressés, a la résolution numérique des équations GHFB pour un gaz
atomique en ’occurrence le Rb. La comparaison des résultats de l'approximation HFB-Popov avec ceux
obtenus a l'aide d'autres auteurs, a savoir Hutchinson et Morgan [33,5], a montré que cette approximation
constitue réellement un outil trés puissant. En effet, lors de son application a I'étude de la condensation des
systemes bosoniques elle a produit de trés bons résultats pour toutes les observables physiques considérées
telles que les densités condensées, les densités non condensées, les densités anormales et les potentiels
chimiques. Nous avons aussi déterminé les températures critiques pour différents nombres de particules.

Nous avons poussé nos calculs en augmentant le nombre de particules, en utilisant une approximation qui
va au-dela de Popov. Cette derniére nous a donné aussi de trés bons résultats du fait qu’elle permet de traiter
les corrélations dans I'état fondamental et aussi dans les états excités d’une fagcon cohérente, mais elle
présente un certain inconvénient au niveau de la densité anormale. En effet, cette densité diverge a haute

&



énergie. Ce probléme nous a poussés a trouver une renormalisation qui léve cette divergence. Nous avons
réussi a trouver cette renormalisation qui est vraiment discutée avec précision au chapitre précédent. Nous
avons vu que ’analyse des modes d’excitation données par nos calculs différe de celles de Kohn seulement
pour des nombres de particules supérieures & 10000. Cela est di en fait a I’effet du potentiel crée par le nuage
thermique sur les condensats qui doit étre traité, avec plus de précision, avec la théorie des perturbations.

Enfin, nous pouvons dire que notre discussion sur la validité de la théorie GHFB a mis I'accent sur le
régime au dessous de la température critique et plus précisément pour des températures inférieures a

O.(SOTC ou 0.74Tcen particulier pour les excitations. Mais en général, elle nous a fournit de trés bons
résultats concernant les potentiels chimiques.
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Conclusiom ef perspectives

Dans ce travail, nous nous sommes intéressés a 1’étude d’un gaz de bosons piégés et ultra froid, a
température finie, contenant un grand nombre d’atomes. La question principale a laquelle on a tenté de
répondre a été en fait soulevée par un certain nombre de résultats expérimentaux et de simulation numérique
[5-9]. En effet, tous ces travaux montrent clairement une déviation visible par rapport a I’expansion Thomas-
Fermi telle que prévue par le modele de Castin-Dum [48]. Ce modele est largement utilisé et généralement
bien admis en tant que modele fiable de I’effet de I’expansion. 11 stipule essentiellement que les interactions
entre le nuage thermique et le condensat sont négligeables pendant I’expansion. Il faut dire que, de ce modéele
découlent énormément de conclusions, surtout expérimentales. En effet, 1’étude expérimentale des
condensats proceéde généralement par 1’extinction du pi¢ge et ’analyse de 1’expansion libre du gaz (TOF ou
time of flight), et ce n’est que trés récemment (a cause de difficultés techniques) que des études in-situ sont
effectuées. De ce fait, afin de déduire 1’état du gaz dans le piége, les expérimentateurs utilisaient le modéle
d’expansion de Castin-Dum en croyant fermement que les profils de densité aprés un certain temps de vol
seraient a peu de choses prés les images du gaz tel qu’il était dans le picge modifiées par I’expansion
Thomas-Fermi. Ceci s’avéra récemment incompatible avec certains résultats in situ et TOF.

Le probléme consiste donc & trouver une théorie raisonnablement correcte afin de pouvoir comparer

avec ces résultats. L’équation de Gross-Pitaevskii ou ses généralisations hydrodynamiques ne sont
visiblement pas adaptées. Par contre, I’approximation HFB (et ses généralisations) semble étre appropriée
puisqu’elle tient compte aussi bien de 1’effet du nuage que des corrélations entre le nuage thermique et le
condensat.
Bien que la littérature sur I’approximation HFB (ou ses généralisations) soit abondante, nous avons été
surpris de ne trouver aucun résultat numériquement fiable et permettant de comparer avec 1’expérience. Et
pour cause, les équations HFB, méme dans leur version la plus simple (HFB-Popov), sont trés difficilement
solubles a température finie et pour un grand nombre d’atomes, de I’ordre de celui utilisé dans les
expériences. Les résultats qui existaient dans la littérature sont soit dans la limite Thomas-Fermi soit pour
trés peu de particules. Ces deux limites sont visiblement inappropriées pour une confrontation directe avec
I’expérience.

Nous nous sommes donc attelés a mettre au point un code numérique permettant de résoudre GHFB
(1 et 2 voir texte) pour des nombres d’atomes dépassant les 10000. En effet, dans les travaux de Hutchinson
et al.[5], cette barre a été atteinte mais reste insuffisante puisque les expériences sont effectuées a un ordre de
grandeur de plus. Il faut néanmoins noter que le véritable défi numérique n’est pas le nombre d’atomes en
lui-méme, mais c’est plutdt le nombre de modes occupés a température finie.

La seconde difficulté est liée a la présence de cette moyenne anormale (densité anormale) qui, traitée
dans le formalisme HFB est une quantité fondamentalement divergente a causes méme de I’approximation de
collisions binaires utilisée. Alors que la divergence IR est heureusement absorbée par la présence du piége
(qui introduit naturellement un cut-off a grande distance), la divergence UV ne peut I’étre que par une
renormalisation & petite distance.

Nous avons constaté numériquement que les techniques de régularisation heuristique ne sont
adéquates que pour des nombres d’atomes ne dépassant pas les 20000. Au-deld, nous avons dd utiliser la
méthode du pseudo-potentiel qui s’avére étre efficace jusqu’au 200000.

Cette technique de régularisation a été introduite dans un algorithme self-consistant tel
qu’expliqué dans le texte. Il ne différe de 1’algorithme de Hutchinson et al. [5] que dans la fagon de
manipuler les divergences UV. Afin de tester notre algorithme, nous avons reproduit les résultats de [5].

Nous avons présenté les profils de densité en fonction de la température jusqu'a ce que la transition
soit atteinte pour des nombres d’atomes allant jusqu’a 140000. Il faut noter en passant que le potentiel
chimique est un facteur important pour la stabilité de toute la procédure de calcul. Nous avons calculé
diverses quantités d'équilibre telles que le rayon du condensat et le rapport d'aspect. Nous trouvons un
excellent accord avec Zawada et al. [7] alors que le modéle de Castin-Dum (qui prédit entre autres un rapport
d'aspect constant) est clairement inadapté. Par ailleurs, 1’effet de compression du condensat par le nuage,
mesuré par Gerbier et al.[6] est aussi reproduit par nos calculs.




Au vu de ces résultats, nous sommes confiants que les approximations GHFB sont nettement plus
adaptées au traitement des interactions entre le nuage et le condensat. Nous espérons avoir contribué a
éclaircir un certain nombre de points qui sont restés obscurs pendant presque une décennie.

Une extension intéressante de notre travail est de résoudre les équations HFB dans le cas d’un piége
anisotrope. L’intérét est double. D’une part, la quasi-totalité des expériences sont actuellement réalisées grace
a des pieges fortement anisotropes (cigare shaped) pour produire des condensats a une et deux dimensions et,
d’autre part, cela permettra de vérifier si GHFB est capable de décrire correctement les fortes anisotropies
observées dans les rapports d’aspect.

La seconde extension et non des moindres, consiste a étudier la fagon de tenir compte des effets a N
corps. Cela sort évidemment du contexte de GHFB et du champ moyen en général. Mais certaines études
récentes montrent que 1’on peut contourner ce probléme [77].
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Calculs statistiques pour les gaz quantiques
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1- Introduction

Dans cet appendice, nous rappelons quelques notions essentielles de la mécanique statistique, permettant de
voir comment apparaissent les paramétres importants comme la température, le potentiel chimique, la
fugacité et comment trouver les relations entre les grandeurs statistiques et les grandeurs thermodynamiques
usuelles. Nous établissons les inégalités qui nous servent par la suite pour le calcul variationnel de la fonction
de partition Z.

2- Opérateur densité d'équilibre et fonction de partition Z
2-1 Détermination de la densité p

Pour un systeme en équilibre thermodynamique, soumis a des contraintes I'opérateur densité
d'équilibre, p, est déterminé par le postulat qui stipule que p décrit un état qui ne contient pas plus

d'informations que celles fournis par les contraintes. On associe donc & © une quantité caractérisant
l'information, puis ’on détermine o en maximisant cette information manquante. L'entropie statistique
S( o) caractérise précisement cette information manquante dans I'état décrit par o .

On definit alors p par deux relations :

S(p) =—kgtr(pIn p) (A1)
tr(pA) = (A) (A-2)

Ou A est une grandeur physique.
Pour n'importe quelle variation d o autour de la valeur d'équilibre, on doit avoir :

dS =0 (A-3)
d(tr(oA)) =0 (A-4)
La solution & ce probléme s’écrit :
1 2 AA
P = ie i (A'S)

Ou A, :sont les multiplicateurs de Lagrange associés a <A,> et Z est un facteur de normalisation, appelé

fonction de partition.
2-2 Expression de Z
En écrivant tr( 0 )=1, on obtient :
=Y AA
Z=tr(e © ) (A-6)
La relation entre Z et les contraintes s’obtient a partir de I'équation (A-6) ou en utilisant le fait que la fonction
de partition Z dépend des {ﬂ,i} et en la dérivant par rapporta A, :

0 1 o, XMW1 XA
—InZ =————1tr(e '’ ———tr(Ae __ A7
o 2R = T ) =—otAe T ) =—(A) @&
tre ' )

2-3 L'ensemble microcanonique, canonique et grand canonique

La physique statistiqgue repose sur trois ensembles pour formuler toutes les grandeurs usuelles :
I'ensemble microcanonique, canonique et grand canonique [50,78-79]. Pour I'ensemble microcanonique, on
doit se restreindre aux systemes dont les volumes sont fixés, pour des valeurs de leurs énergies totales entre E
et E+dE. Ainsi a I’équilibre, tous les états quantiques d'un systéme donné d'énergie comprise entre E et E+dE
sont occupés avec la méme probabilité [80]. L'opérateur densité o est un multiple de l'unité dans cette base.

Pour I'ensemble canonique, la résolution d'un probléme physique est basée sur I'association d'un seul
multiplicateur de Lagrange & I'énergie interne U qu'on note /3. Les équations, (A-5) et (A-6), prennent la
forme suivante :

Xl



1 _
p=—re™ Z =tr(e™) (A-8)
ZC
Pour un systéme d'énergie totale H contenant un nombre de particules fixé N, deux multiplicateurs S, «

sont nécessaires. Dont I’un est relié¢ a H et I’autre est relié a N. L'opérateur densité et la fonction de partition
s’écrivent :
p= ie’ﬂH "N Zg =treM ) (A-9)
Zs
3- L’étude de I’hamiltonien du systéme
La description d’un ensemble de particules quantiques indiscernables repose sur ’ensemble grand
canonique [50,78]. En supposant que le systéme considéré peut échanger de 1’énergie et des particules avec
un réservoir, supposé beaucoup plus grand [80] pour fixer le nombre moyen de particules N et 1’énergie
moyenne E. On a vu précédemment que 1’état d’équilibre est déterminé par la maximisation de 1’information
manquante, S, par rapport a la densité du systéme o . Alors en, utilisant I’équation (A-1) et en tenant compte

des deux contraintes suivantes :
(NY=N,(H)=E (A-11)
Ou N et H sont les opérateurs nombres de particules et I’hamiltonien du systéme a N particules.
Nous obtenons les mémes expressions résumées dans 1’équation (A-9) citées ci-dessus.
1
Le paramétre [ est relié a la température T par f§ = F le parameétre x est relié au potentiel chimique qui
B
constitue 1’énergie a fournir pour ajouter une particule par & = — 314, ainsi qu’a la fugacit¢ Z = €™,

La détermination des valeurs de z et 3, qui vérifient les contraintes (A-11), se fait par Iintermédiaire de :

N = z%ln Z:(z, 5,9 (A-12)
E= —%In Z:(z,5,Q) (A-13)

Qu’il suffit, d’inverser pour obtenir z et f comme fonctions de N et E.

Une fois ZG déterminée, toutes les grandeurs thermodynamiques s’en déduisent par simple dérivation. Ainsi
la pression se détermine & partir de :

P=Kk,T o InZ,(z,5,Q) (A-14)
oQ
Or la détermination de ces opérateurs pour un gaz en interaction est une tache ardue mais qui se simplifie
considérablement dans le cas d’un gaz parfait.
L’hamiltonien total est une somme d’hamiltonien a une particule :

H=Yh (A-15)
i=1
Notons {|(p>} une base de vecteurs propres de I’hamiltonien & une particule h, et ‘8(p> I’énergie associée a
) :
h|(0> =¢, |¢> (A-16)
En seconde quantification, I’hamiltonien total H et I’opérateur nombre de particules, N, s’écrivent :
H=)¢ala,, N=> ala, (A-17)
® ?
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Une base d’états de I’espace de Fock est {‘ Nqo’ Nw""'>} ou les nombres d’occupation N¢d95 états
quantiques individuels valent 0 et 1dans le cas des fermions, sont des entiers positifs ou nuls quelconques
dans le cas des bosons. On note par commodité un ensemble donné {|(0>} :

|I>:‘N¢,N¢.,...>.Onadonc:
N|I)=N,|I) (A-18)
Avec N, :ZN(/,
4
H{l)=E|I) (A-19)
Avec E, =ZN¢>‘9¢
14

La fonction de partition grand canonique, ZG , donnée en (A-9) se calcule aisément dans la base {| |>} :
Zs =) exp(-aN, - SE)) (A-20a)
|

Z;=11,¢, (A-20b)
Ouonapos¢s, = Zexp(—(a +Be,)N,)
N‘/’

Cette factorisation de Zgen produit de fonctions de partition, relatives chacune a un état quantique

individuel ¢ est ’avantage majeur de I’utilisation du formalisme grand canonique.

3-1 Cas des Bosons
Le calcul se raméne alors a une série géométrique, soit :

1
Boson — A-21
S 1-exp(-a - pe,) (A-2)

Le nombre de particules est alors donné par :
N=>'N, (A-22)
@

1
exp B(e, —p) -1
Dans ce cas le potentiel chimique peut prendre toutes les valeurs de —ooa g, , qui représente 1’énergie du

Avec N(p =

niveau fondamental de H. Pour un potentiel chimique au-dela de cette valeur, & la population de ce

niveau fondamental deviendrait négative, ce qui n’a bien sOr aucun sens. Les valeurs grandes et négatives
de £ correspondent a un gaz bien décrit par la physique classique :

pu—>—oo N [ zexp—pfe, (A-23)

min !

3-2 La saturation des niveaux excités

Considérons maintenant la statistique de Bose Einstein en (A-22). Quand 1z — &,..., a température fixée, le

min *

nombre de particules N dans le niveau fondamental de h tend vers I’infini :

xl



kT

Emin —H
min
Si le gaz est confiné dans une enceinte de taille finie ou piégé par un potentiel harmonique, le spectre de H
est discret. Le nombre de particules N’ dans les niveaux excités de H est borné supérieurement :

1 . 1
N'=» ——=<N =) —"— (A-25)
Z¢7: eﬂ(&qﬁll) _1 Zgo:eﬂ(éw Emin) _1

Ou la somme est sur tous les états propres ¢ de H sauf I’état fondamental.

Dans ce qui suit, nous appellerons nombre de saturation la valeur de N’max.

L’existence de ce nombre, qui représente une borne supérieure au nombre de particules que 1’on peut
disposer dans les états autre que le niveau fondamental, peut étre considérée comme une signature de la
condensation de Bose Einstein ; si, a température fixée, on place dans le piége un nombre de particules N

supérieur 2 N’max, on est certain qu’au moins N —N' __ particules iront se loger sur le niveau

fondamental. Cet effet suffit a rendre compte des phénomenes observés dans un piége harmonique. La
saturation des niveaux excités de H ne doit pas étre identifiée a une transition de phase. Pour introduire cette
notion, il faudra prendre la limite thermodynamique du systéme considéré, et voir si la densité correspondant
aux N’ particules disposés sur les niveaux excités reste elle aussi bornée. La réponse a cette question
dépendra fortement de la dimensionnalité du systéme. Auparavant, nous allons étudier I’application de (A-
25) au cas d’un pi¢ge harmonique, pour lequel cette notion de limite thermodynamique n’est pas nécessaire
[82-85].

M —> &, Alors N [ (A-24)

3-3 L’étude d’un gaz homogéne
Le cas d’un gaz homogéne (a la limite thermodynamique) a re¢u récemment une attention particuliére par
les théoriciens, du fait qu’il représente un point extréme d’un gaz piégé. Nous nous intéressons maintenant a

I’étudier d’une maniére plus précise, c'est-a-dire on le suppose contenu dans une boite de volume € qui ft
le cas qu’avait considéré Einstein dans son article original. Dans cette situation, 1’hamiltonien a une particule
est tout simplement :

—h*A

2m
Nous pouvons dire que ce gaz est caractérisé par un potentiel de piége nul (Vt
2

h=

(A-26

rap () = 0) et son hamiltonien

contient seulement le terme de 1’énergie cinétique . Nous appliquons les conditions de limites, la

solution de 1’équation de Schrodinger ordinaire est triviale pour I’instant et elle correspond & un condensat

1
plat g, = 70

choisies comme des ondes planes puisqu’elles forment un ensemble complet orthogonal. Elles s’écrivent sous
la forme suivante :

. Les fonctions d’ondes (pi(r) qui décrivent les particules non condensées peuvent étre

ikr

p(r)=—= (A-27)
' JQ
. 27 . . .
Ou ki :_Qll3 (Ix,ly,lz)
3-3-1 Niveaux d'énergie
On utilise des conditions aux limites périodiques, les composantes de l'impulsion de la particule seront
guantifiées et sont données par :




pi=—"m, (A-28)

Ou i=x,y,z ni est un entier.
Et par conséquent les niveaux d'énergie s’écrivent :

_27tn?

g

p = (n +n +n?) (A-29)

Létat fondamental (n,=n, =n, =0) a une énergie nulleg, =0, et I'écart dénergie entre I'¢état
fondamental et le premier niveau excité vaut :
27’
mL?
Nous verrons plus loin que la condensation de Bose Einstein apparait pour une température T_telle

o¢ =

(A-30)

que kBTc > 0&. Cette condensation n'est donc pas due au fait que I'énergie thermique kBTC est de l'ordre
de ou plus faible que I'écart séparant I'état fondamental des autres états excites.

3-3-2 Densité d'états
On remplace la somme discreéte sur les valeurs possibles des composantes (A-28) de p par une intégrale :

1 o0

—— 14 2d A-31
Zp:%(zﬂh/w! 7p’dp (A-31)
Et utilisant :

&= 2|0_ pdp = mde, p?dp = +2memde (A-32)
m

La densité p(&) s’écrit comme :

Qm3/2
ple)=———1e (A-33)
e NP
Ol le volume de la boite est: € = L>. L'intégrale de la densité p(&)surde, nous donne maintenant le
nombre d'état possible :
0 © QmSIZ
I p(g)dgzj f\/zdg (A-34)
0 o 7Th 2

Il est commode, dans les calculs qui suivent, d'utiliser, au lieu de E, la variable sans dimensions X = F:
B

p(X) = —3 N (A-35)
Aw” N7
Ou Ay est la longueur de de Broglie thermique.

En appliquant cette approximation, nous pouvons calculer le nombre moyen d'occupation des états
individuels :

2™
dx A-36
e -1 /IjB\/_J. \/_ 1-ze™ (A-39)

Comme x est positif et que Z < 1 alors ze™ < 1. Nous développons la fraction apparaissant dans (A-36) :

1(z) = j dxp(X)—




T Z.i_ex =Y (™) (A-37)
- 1=1

On obtient alors pour 1(z) :

| o«

Z j du~/ue™ (A-38)

'”VSBIZP’ZO

K r
En utilisant Idu\/ae’” =I'3/2) = % et en introduisant la fonction de Bose définie par :

Gs/2(2) = Z e (A-39)

On obtient finalement :

Q
1(2) 22—393/2(2) (A-40)

dB

Figure A-2 : La fonction de Bose 0, (Z) .

Notons, d’aprés la figure A-2 que la fonction de Bose est croissante. Pour des Z [ 1, la fonction de Bose est
pratiquement égale a la variable z. Sa valeur maximale est en z=1.
Si I'on ignore les fluctuations des nombres de particules autour de leurs moyennes, on écrire N comme :

N=2.N, Z—ﬁlgp - (A-41)

le 1
z I ze’*
A-42
Cz-1 /133«/_!1 J_ 1-ze™* (A2)

Ou, X, = f&,, & étant I'énergie du premier niveau excité.
Nous verrons plus loin qu'aux températures ou I'inégalité commence a étre satisfaite, X, [I 1, de sorte que
I'on commet une erreur négligeable en étendant a 0 la borne inférieure on obtient alors pour :

x]



N = ﬁ+%gm(z) (A-43)
3-3-3 Phénomene de condensation
a- Température critique T,
Partons d'une température trés élevée, la longueur d'onde de de Broglie étant tres petite devant la distance
moyenne entre particule nY% ona ni®0 let I'équation (A-41) a une solution z. Quand T décroit,

Aqg Croit, et pour une certaine valeur T =T, de T, ona:

T=T, nizs = 93/2(1) (A-44)
En utilisant I'expression (A-10) de A5, on obtient aisément :
27h% , n

k.T = — )23 A-45

Blc m (2.612) (A-45)

Pour cette valeur de T, le dernier terme de (A-47),——0;,,(2), est égal a N pour la valeur maximale
dB
possible z=1 de z.

Quand T est inférieur aT,, A4 croit encore, et méme pour z=1, le dernier terme (A-43) est inférieur a N.

. Z . . . .
C'est le premier terme 1— qui fournit alors la population macroscopique manquante : z prend une valeur
A

suffisamment proche de 1 pour que N, atteigne une valeur macroscopique. Notons que le fait que z ne soit
pas tout a fait égal a 1 ne change pas la valeur du dernier terme de (A-43) puisque g, (2) est continue en
z=1.

Quand N est fixé et qu'on diminue progressivement T, une population macroscopique N se condense dans

I'état fondamental quand T devient inférieur aT, .

T N
b-Variation avec T_ de la fonction condensée WC

c

Pour des températures inférieures a T, (A-43) s’écrit :

N =N, LI O52(2), T<T, (A-46)

3
e (T)
En éliminant Qg , (1) entre (A-44) et (A-46) et en utilisant le fait que A g (T ) est proportionnel aT /%, on
obtient :

3
N =N, +/1df—(T°)N N, + (PPN, T<T, (A-47a)
/1dB (T) Tc
C'est-a-dire encore :
N T
—C =1 ()" A-47b
N (T ) (A-47b)

C
4- Etude d’un gaz idéal
Soit un systéme de N bosons sans interaction de masse m et dans un piége harmonique, en équilibre
thermodynamique a température T. Son état fondamental est donné par :




o)=L &0 (a9

ou a;:O crée une particule dans 1’état k=0, et |0> est le vide nu.

En passant a I’ensemble grand canonique, on peut calculer la fonction de partition et extraire le nombre de
particules moyennes dans 1’état k :

S |
)= -1 -

est I’énergie, ££ son potentiel chimique.

21,2
ou E=

En faisant sortir eXp(—/fu) de (A-49), le nombre de totale, N, de particules du systéme s’écrit :
1
NS o - (A-50)
Zk: 7 exp BE -1
Maintenant, analysant le cas ou la distribution de Bose Einstein, f; (E), varie lentement sur I’axe des

énergies, la sommation dans 1’équation (A-50) peut étre remplacé par une intégrale sur la densité d’état et le
chemin le plus simple pour étudier ces différents cas est d’écrire N comme :

N =N, + [dEG(E) f, (E,T,N) (A-51)

¢ = est le nombre de particules condensées et g(E) est la densité d’état.

exp(—fu) -1

4-1 Piége harmonique & 3 dimensions
En général pour un piege harmonique anisotrope, on a :

Viege(T) ——m[a) X* +aly +w222] (A-52)

En effectuant le changement de variables suwant :

1 1 1
Ema)fx2 = £2, Ema)jy2 =n?, Ema)fz2 =7 (A-53)
On obtient, aprés un calcul simple 1’expression :
1
ple)=—5——¢° (A-54)
20 w,0,0,
Dans le cas d'un piege harmonique isotrope :
0, =0, =0, =0 (A-55)
p() =~ (A-56)
2h°w®

Prenons I'énergie de I'état fondamental comme origine des énergies (énergie nulle). Comme p(&) oc g
s'annule en& = 0, I'expression semi classique (A-51) ne contient pas le nombre N_ de particules dans I'état
fondamental et représente plutdt le nombre Ne de particules dans les états excités. En reportant (A-56) dans
(A-51), en utilisant (A-51) et en effectuant le changement de variables & = X, on obtient :

1 (kT)S Id uu’e™ i%(z) (A-57)

excites — m 23
2 w0, 13 NOXONON




En toute rigueur, la borne inférieure de I'intégrale de (A-57) devrait étre Sha, (o , est la plus petite des 3
fréquences @, ,, ;).

4-2 Température critique T,

a- Nombre de particules condensées N

La fugacité z varie dans l'intervalle 0-1. Dans cet intervalle, la fonction de Bose g5(Z) est une fonction
croissante de z et reste donc inférieure a sa valeur maximale :

9;(2) =¢(3) =12 (A-58)
Quand t'on diminue T & partir d'une valeur élevée, le nombre total N de particules restant constant, on atteint
une valeur critique de T, T=T_, pour laquelle le nombre total N de particules est égal a la valeur maximale

possible (N,),., de N, atteinte pour z=1:
(kT,)’

N=—
noo,0,

9:(@) (A-59)
Si I'on diminue T en dessous de T, les états excités ne peuvent accueillir toutes les particules et I'exces de
particules se condense dans I'état fondamental, dont la population :
yA
N, =— (A-60)
1-z

devient macroscopique. La fugacité z est alors trés proche de 1; on peut la remplacer par 1 dans I'expression
de la somme sur les états excités puisque {;(Z) est continue en z=1. On obtient ainsi :

3
T<T N=—2 KD
¢ 1-z PRoow,

g9;@ (A-61)

1
En remplagant par N dans (A-60) et en ré exprimant———— 05(1) apartirde Net T, grace a (A-

- )0, (0
59), on obtient:
T 3
N = NC +T_3N (A'62)
C'est-a-dire encore :
N
~ -1 (Tlf (A-63)




Appendice B

Les harmoniques sphériques relations d’orthogonalisation

B-1 Les harmoniques sphériques
Les harmoniques sphériques Y, (6’, (p) a trois dimensions sont solutions de :

1 0
—_ —+1(1+2) |Y,_(0,0) =0 B-1
et avec la condition de normalisation nous aurons ;
2r 7
I I Y (0.0, (0,0)5in 0d0dp = 5,.5,., (B-2)
0<lLI'Soo, —I<mm'<lI
Nous explicitons I’harmonique sphérique :
-m)! )
Y, (0,9) =| LD yrp (cos gy )
47(1 + m)!
La fonction associée au polyndéme de Legendre est définie par :
mf g Imi
(1-x%)?2 d R(x), sim=|m|
dmx
le (X) = ( | |)' ‘m‘ d‘m‘ (B'4)
(—1)‘"“‘ 1—x2)?2 R(x), sim=—|m
 +|m |)| ™

Toutes les fonctions de Legendre sont exprimées en termes de fonctions avec un nombre quantique azimutal
positif. La fonction de Legendre B (X) est donnée par la formule de Rodrigues pour la fonction de Legendre
[87]:

1 d

_ o+ U )
RO = (¢ =)', o<l (B-5)
L’opérateur Laplacien en coordonnées sphériques s’écrit :
3 82
A=) — A +A, B-6
23 - [ o) (8-6)
00 1 o2 1 0
A= =)+ —(—~ B-7
izllazlri 2{6r( ar) sne(ae( ) sin?0 0% 79 ®D
et nous trouvons aussi :
5 0 0
dr—=r— (B-8)
i Or or

Ou nous utilisons les coordonnés sphériques conventionnelle :

|



L =X=rsingcose
r,=y=rsin@cose (B-9)
r,=2=rcosd

Nous avons besoin de (B-8) quand on dérive les modes quasi particules dans la limite Thomas Fermi pour un
potentiel harmonique. Pour la partie angulaire de ’opérateur énergie cinétique nous avons :

9 1) Im (9 ¢) - _I (I +1) (9! ¢) (B-lO)

Et en utilisant 1’expression, nous trouvons :

0 .
——Yin (6,9) =ImY,. (0, 9) (B-11)
op
La signification physique est la suivante :
> =-n*Ag, (B-12a)
LY., (6,) = 1*1(1 +1)Y,., (6, 9) (B-12b)
L=L = —ihi (B-12c)
op
I‘zYIm (01 §0) = rn?‘;lYlm (0’ (0) (B-].Zd)

OU L, est I’opérateur moment cinétique suivant I’axe des z. En utilisant les expressions (B-6), (B-12a) et (B-

12c) onaura:

[AL]=[AL]=][1 L ]=0 (B-13)
Si ’hamiltonien H consiste seulement en 1’opérateur énergie cinétique et le potentiel a symétrie sphérique :
~ h?
H=—2oa +v() (B-14)

Il est possible de trouver simultanément les fonctions propres communes a I:I, L? et LZ .
Une propriété importante des harmoniques sphériques est la relation de symétrie :

Y (0,0) =Y, (6,~0) (B-153)
Yo (0.90) = (D)"Y, (6.9) (B-15)
Yin (=0,—9) = ()™, (0, ¢) (B-15c)
Nous notons aussi d’autres propriétés des harmoniques sphériques :
f (r) f (r)
Y, (6,0)— = —Z[Ar + A Y (0,0)— (B-16)
a0 D 1O
=Yin (0,0) = Yim (6,0) ——
Un cas spécial du théoreme d’addition pour les harmoniques spherlques est :
2l +1
Z Y (0, 0)Y,, (0,0) = @) e ) (B-17)
m=—|

En développant I’onde plane en harmoniques sphériques nous trouvons 1’équation de Rayleigh :




e = > i"(2n+1)j,(ar)P, (q,K,)
n=0

0 n
= 4”2 in jn (qr) Z Ynm (qo )Ynm (ro)
n=0 m=-n
Dans 1’équation (B-18) nous utilisons que :

I:)n (QQ ro) = in i Ynm (qo )Yn’:n (ro)

2n+1.=—

Ici Q,I, représente I’angle entre (,etl; .

(B-18)

(B-19)




Appendice C

La théorie de la diffusion : longueur de diffusion de I’onde s

C-1 Introduction
Le probléme de la diffusion élastique entre deux particules de méme masse interagissant via un potentiel

Vv (I‘l - I’z) est régi par I’hamiltonien :

PP P
H="t 4+ 24V(r, -, (C-1)
2m  2m
Il est commode de séparer le mouvement du centre de masse et celui du mouvement relatif en utilisant les

opérateurs position et impulsion du centre de masse R et Py de coordonnée relative (r et p) :
Rs =(I’1+I’2)/2, r:(rl_rz)

(C-2)
s =P+ P, p:(pl_pz)/z
L’hamiltonien (C-1) devient alors :
P2 p2
H=-S+"—+V(r) (C-3)
4Am m

Le probléme se décompose en deux ; celui d’une particule libre de masse 2m, et celui d’une particule de
m
masse M, = E (dite masse réduite) soumise & un potentiel VV (') . Toutes les propriétés collisionnelles

relévent de cette particule fictive :

C-2 Amplitude de diffusion
Le traitement quantique du processus de diffusion d’une particule sur un potentiel peut étre fait en terme de

h2k?
2m

r

vecteurs propres de I’hamiltonien du mouvement relatif, d’énergie positive E, =

2

(v (M (1) = B (1) (4

Ou on suppose que le potentiel V (I) tend vers 0 lorsque r tend vers I’infini. On définit b la portée du

potentiel, ’extension de la région sur laquelle le potentiel d’interaction est non nul, si le potentiel a une
extension finie, une définition plus générale est donnée dans la ref. [86].

&
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Figure C-1: Représentation schématique de la diffusion d’un paquet d’onde se propageant le long de la
direction n, par un potentiel V ()
Loin de la région d’interaction r trés supérieur b on cherche des solutions asymptotiques du type :
ikr
w, (r)=~e*" +f (k,n,n")— (C-5)
r
L’interprétation physique de la solution est claire, il s’agit de la superposition de I’onde plane de 1’atome
incident, et d une onde sphérique sortante relative a la composante diffusée. Pour chaque position I’amplitude
de diffusion f(k) dépend de I’énergie da la particule E, de la direction d’observation n’, et de la direction

initiale n (voir figure 1). A partir de (C-4), on trouve que les solutions stationnaires de diffusion vérifient la
conduction suivante [87] :

m S
f (k,n,n)=———e™"V(r)y, (r\d3r' (C-6)
(enn)=—— () (r)
A partir de cette derniéere on obtient directement la section différentielle et totale de diffusion du potentiel :
do— r r 1
d—Q=|fk(k,n,n)|2, o(k,n) = [|f (k,n,n)d*n (C7)

Il est intéressant de noter que la solution (C-6) est implicite puisqu’elle relie la valeur asymptotique de
Wy (r") a sa valeur dans la région de diffusion. Cependant dans la limite de faible énergie, lorsque k trés

inférieur 1/b, le probléme se simplifie considérablement. Les contributions de I’intégrale (C-6) proviennent
uniquement du volume a I’intérieur de la portée effective du potentiel dans la limite de faible énergie kr’ on
peut alors remplacer 1’exponentielle par 1 ; ce qui enléve toute dépendance de la direction et donc rend la
diffusion isotrope. L’état stationnaire de diffusion s’écrit alors :

ikr

W, (1) ~ e + 1, (k)eT (©8)




C-3 Potentiel radial et développement en ondes partielles

Le calcul exact de I’amplitude de diffusion nécessite la solution de 1’équation de Schrodinger (C-4). Ce
probléme, qui normalement est extrémement compliqué, peut étre simplifié largement en considérant des
potentiels & symétrie sphérique. Dans ce cas I’amplitude de diffusion dépend uniquement de ’angle entre n et

n', est donc fk = fk. . Il est utile alors de définir z la direction de 1’onde incidente et de décomposer 1’onde
diffusée sur la base des vecteurs propres de L, et L, ou L est ’opérateur moment angulaire relatif :

v, (r) = ZZY 0, )" k'”‘(r) (C-9)

1=0 m=-1
OU @ est ’angle azimutal autour de I’axe des z, et Ym sont les harmoniques sphériques. L’onde plane
incidente a un moment angulaire nul par rapport a 1’axe des z, sa décomposition en harmoniques sphériques
ne contiendra que des composantes m, =0 et on trouve que [88] :

e™ D Z(2I+1)P(cose)(( N'*e™ 4e*), kril 1 (C-10)

Ou R (cosé)sont des polyndmes de Legendre. On trouve alors que I’onde plane incidente est la

superposition d’ondes sphériques B, (cos ) entrantes et sortantes, dont la phase relative dépend du moment

angulaire relatif. Grace au développement (C-10) on peut écrire la valeur asymptotique de 1’expression (C-9)
en terme d’harmoniques sphériques :

y/k(r)~—Z(2I+1)P(cosa)(( —1)' e 4 eighn) (C-11)

Les déphasages 0, (k) sont réels car la symétrie sphérique du potentiel interdit toute redistribution de courant
entre les différentes ondes partielles. Le calcul des états stationnaires de diffusion se réduit a la détermination
des coefficients o, (K) en insérant la solution (C-9) dans I’équation de Schrédinger (C-4). On ne considére

u
que les contributions m=0. Si les —X sont réguliers a I’origine, ils satisfont 1’équation de Schrodinger 1D :
r

I(1+1 2m
)+ (e -1 (1) =0 c12)
En égalisant les valeurs asymptotiques de (C-9) et (C-11) on obtlent :
uk | (r) (( l)l+1 —ikr + eZl(S, elkr) (B-13)

L’amplitude de diffusion f, et la section efficace de diffusion se déduisent directement de la soustraction de
(C-10) de (C-11):

f (0,0)= iz 21 +1)(€™ —1)R (cos6) (C-14)
K=o
Les O(K) se calculent directement en intégrant 1’équation (C-12)

o (k) = io—, k), o = i—’j(zl +1)sin? 5, (K) (C-15)

C-4 Collisions entre particules identiques

La diffusion entre particules identiques nécessite un traitement particulier car, & cause du principe de
symétrisation, la fonction d’onde du systéme doit étre symétrique ou antisymétrique selon qu’on considere
des bosons ou des fermions. Ceci implique que les états stationnaires de diffusion qu’on vient de traiter
doivent satisfaire les bonnes propriétés de symétrie par échange de particule. L’échange des particules dans

.l



un probléme de diffusion équivaut au changement de 1’angle @avec 7 — €, la solution (C-5) pour un
potentiel central s’écrit :
ikr

i ik €
w, () ~e"" +ee™ +—(f (0,9) +&f (r—0,0)) (C-16)
r
Ou & vaut +1 pour des bosons et -1 pour des fermions. La section efficace différentielle devient :
do 2
0 £ (6,0) + & f, (7 —0,0)| (C-17)

La section efficace de diffusion s’obtient par intégration de (C-17), la nouveauté est que dans le cas des
particules identiques, a cause de la parité des polynémes de Legendre.

h h

4 A
U.r) a) U_(1) b)

E, -

Y

Figure C-2 : Potentiel effectif de ’interaction atome-atome pour a) 1=0, collision en onde —s, b) I collision en
onde supérieure. E est I’énergie du mouvement relatif, et E_ est la hauteur de la barriere centrifuge.

(—1)', seulement certaines ondes partielles donnent une contribution & la section efficace de diffusion :

celles en | pair pour les bosons, et celles en | impair pour les fermions. Pour des particules identiques la
section efficace de diffusion s’écrit :

o(k) = 8—72[ (21 +1)sin? 5, (k) Pour les bosons (C-18)
Ipair
o(k) = i—f z (21 +1)sin’ & (k) Pour les fermions (C-19)
lim pair

C-5 Limite de faible énergie

Les propriétés de diffusion dans la limite ou I’énergie du centre de masse est trés faible par rapport a la portée
du potentiel se déduisent par la résolution de 1’équation (C-12) en négligeant le terme K%, Il est important de
remarquer que le potentiel effectif du probléme radial comprend deux termes: le premier est celui de
I’interaction atome-atome, qui a pour origine le déphasage entre les ondes sphériques entrantes et sortantes,
le deuxiéme, a pour origine la barriére centrifuge due au moment angulaire relatif des atomes. Ce dernier
terme, qui est présent pour toutes les ondes partielles sauf 1=0, joue un réle important sur les déphasages

0, (K) car, en étant répulsif, peut masquer le potentiel d’interaction atome-atome, et donc annuler les J, (K).

Pour des faibles énergies les o, (K) ont une dépendance du type [87] :

&



5, (k) oc k' (C-20)
Ce qui donne les amplitudes de diffusion :

f (6, ¢) oc k* (C-21)
Les sections efficaces de diffusion pour les ondes partielles
o, (k) = i—f (21 +1)sin’ & (k) oc k™ (C-22)

On déduit de cette expression, a faible température, pour les collisions en onde s, la section de diffusion
prend une valeur constante :

ngg oK)= 877a? Pour particules indiscernables bosonigues (C-23a)
LI_EQ 0,_, (K) = 47a*Pour particules discernables (C-23b)

ou a est la longueur de diffusion définit par :
a = —lim w (c-24)

.l



Appendice D

L’hamiltonien a N particules

1. Le formalisme de la seconde quantification
Dans le formalisme de la seconde quantification, on travaille dans un espace de Fock ou les états de base du

systéme sont reperés par les nombres d’occupation N, N VIRE d’une base d’états individuels @, , Ppyene Les
opérateurs du systéme s’expriment comme des sommes de produits d’opérateurs d’annihilation a,,a,...
détruisant une particule dans ’état ¢, , @y, ...et d’opérateurs de création a;,a;,...créant une particule

dans ces états. Les propriétés de symétrie des états imposées par le postulat de symétrisation entrainent des
relations de commutation pour les a et a":

+
[aa , aﬂ] =0, (D-1)

Tous les autres commutateurs étant nuls.

En outre, nous trouvons les propriétés suivantes :

(vide|vide) =1, a, |vide) =0 (D-2a)
a, |n, .y =n?ln, -1..)
a,|n, .y =, +1"?|".,n, +1,..) (D-2b)
a,a, | Nyre) =N, [Ny )

Ou N, est le nombre de particules dans I’état « .

Maintenant nous pouvons écrire les fonctions d’ondes en termes d’onde planes :
(r)=) (rlkj)a (N =) (kjrja’ (D-3)
4 o ¥ K
k k
La relation de commutation en termes d’opérateurs s’écrit alors :

Ly (r) ] = D (r|k)(k|r) =8(r—r) (D-4a)
k
Ce formalisme consiste a traiter les fonctions d’ondes comme des opérateurs
Ainsi, tout opérateur a une particule (somme symétrique d’opérateurs a une particule) s’écrit :

F=>t0)=2>aa, (s f|e.) (D-5)
i a p

Tout opérateur a deux particules s’écrit sous la forme suivante :
1 S 1 N
6-23 ¥ g2 XYY Y aiaaa, (3]g]se) ©
i 5 vy B a

Avec g(i,))=9(,i).

2-Dérivation de I’hamiltonien de HFB
Dans le calcul suivant, nous commencerons de 1’hamiltonien (I1-1) et nous utilisons 1’approximation de
Bogoliubov, on aboutit a :

H = [d°r {g; (hy — 1), + 7" (0 — )7 + g (0 — )7+ (N — )y} (©7)
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Maintenant nous pouvons écrire 1’hamiltonien sous la forme suivante :

H=H,+H,+H,+H,+H, (D-8)
* 2
H, :Jdr¢o{ho—ﬂ+%|¢’o| }(ﬂo (D-92)
* 2 ~ ~ 4 2

H, :Idr{¢o(ho —Ht g|¢o| Wy (hy —pu+ g|¢o| )§00} (D-9b)

H: d ~+h_ 2 2y ~ g *Q o~ ~ 2. ~4 ~4 _
o= Ay (0 — e+ 20| [ 7+ (07097 + 05977 ") (D-9¢)
H, = [drg {7 7 + o7 7 v} (D-90)
H, = Jdr 2 g (D-9€)

Il est commaode de simplifier les termes cubiques et quadratiques en introduisant par 1I’approximation HFB :
a'a;a ~(a'a;)a +(a'a )a +(aa)a’ (D-10)

a’ajaa ~ <ai+aj+>aka, +<ai+ak>aj+a, +<ai+a|>aj+ak +<aj+a,>ai+ak +<aj+ak>ai+aI +<akaI >ai+aj+

(D-4)

Ecrivant ceci en termes d’opérateurs de fluctuation, nous aurons pour H
3

Hy = gfdrig, (7 7)i + (o) )+ o (7 v )i +2(p 7)o} o

= g [ dr{(2fig; +M* g, )7 + (20, +Mes; )7 | (D-12)
etpour H,
H, ~ % [ dr {amgy + W+ mp | (D-13)

3- L’expression de la densité non condensée et de la densité anormale
Nous définissons les quantités importantes qui nous servent au chapitre 111 en termes de matrice par :

ﬁij = <l/7+l/7> = <a}ra1' >’ mij = <l/7‘/7> = <ajai > (D-14)
Elles sont symétriques :

;=N

* ~

i My =m; (D-15)

>

Ou ﬁij et rﬁij représentent les matrice densités non condensées et densités anormales respectivement.
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Appendice E

Dérivation de I’équation de Gross Pitaevskii et limite Thomas Fermi

E-1 Principe du calcul
Dans la représentation de Heisenberg, 1’équation de Schrodinger dépendant du temps de N particules
identiques en interaction, piégées dans un potentiel dépendant du temps est obtenu en écrivant :

ih%y/(rl,rz,...,t)z[H,y/] (E-1)

ou en représentation position :

.0 /A N 1

|hag//(rl,r2,...,t) =—%2Aiy/(rl,r2,...,t)+2Vtrap(ri,t)z//(rl, yyeent) +EZV(ri — 1)y (1, 1)
i=1 i=1 ij

(E-2)
E-2 Equations de Lagrange pour un champ satisfaisant a un principe de moindre action
On prend un champ scalaire complexey/(r,t), la densité Lagrangienne L fonction réelle de v,

*
oy Wt = oy , ’action S est :
ot ot

y*Vy Vy*y =

S= Tdtj.d?’rL (E-4)
4

D’aprés le principe de moindre action, I’action S doit étre extrémale, c-a-d s’annuler pour toute variation
infinitésimale Oy , O * satisfaisant :
oy (r.t)=oy(rt,)=0, Vvr (E-5)
Comme O a une partie réelle et une partie imaginaire qui peuvent étre variées indépendamment, on peut
varier indépendamment O etow *. Calculons la variation S de S correspondant a des variations
Oy ety * . En utilisant :
Voy =Vy (E-6a)

0
oy =—0 E-6b
V=S (E-6D)

Et en effectuant un certain nombre d’intégration par parties, on obtient, compte tenu de (E-5)

t
5S=IdtId3r 61//*[—i 5_" + oL -V. oL }rterme analogue en oy + (E-7)
" dt ow* oy* oVy*

On en déduit que le i qui rend S extrémal satisfait a I’équation de Lagrange :

d oL oL oL
—— - V. =0 (E-8)
dt oy * oy* oViy*
E-3 L’équation de Schrodinger dépendant du temps déduite d’un principe de moindre action
E-3-1Cas d’une particule unique soumise 2 un potentiel extérieur V,, (r)

La densité de Lagrangien pour le champ y(r,t) :
Ny o n?
L=IE[V/*W—w*w]—%vw*-vw—Vtrap(r)w*w (E-9)
L’équation de Lagrange associée a (E-9)
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oL .h oL .h. oL ?
—~ ="z, =1V Vi, ———=—5-Vv (E-10)
oy 2 oy 2 oVy* 2m
En reportant (E-10) dans (E-8), on obtient I’équation de Schrédinger :
.. 0 /
ih—y =———Ay +V, E-11
at l// 2m l// trapl// ( )

E-3-2 Généralisation a N particules identiques en interaction
On va prendre maintenant

. h - "

L= IE[w*w—w*w]—ﬂVW*-Vw ~ Vi (N+L12D V(=T >y (E12)
i, ji

On vérifie alors que I’équation de Lagrange associée a (E-12) coincide avec 1’équation de Schrédinger (E-2).

E-3-3 Approximation de la fonction d’onde de N bosons identiques par un produit de N fonctions

d’ondes identiques
Au lieu de faire varier dans tout I’espace de Hilbert, on se restreint maintenant au sous espace engendré par :

W (6o By ) = (5, (1, 1)...0(r 1) (E-13)
Pour obtenir la meilleure fonction d’onde individuelle (I, t) , il faut maintenant reporter (E-13) dans (E-12),
puis le L ainsi obtenu dans S donné par (E-4), puis chercher le ¢(r,t) qui minimise S. De (E-13), on déduit

y(rt) = icb(n DILL; o(r;,1) (E-14)

En reportant (E-13) et (E-14) dans (E-12), puis dans (E-4), on obtient en supposant <(o|go> =1:

3=Tdt N[d°r (p*(/')—(/'?*(/?—h—zv(p*vco— P> +M”d3rd rlo0f o)V (r—r)
0 om trap 2

(E-15)
La variation oS de S correspondant & des variations O@etop™ se calcule alors aisément en utilisant

. 0
op = 55(0 et VOp = oV pet en effectuant des intégrations par parties. En annulant le coefficient de

O@ * dans I’intégrale sur r, on obtient I’équation :

ih%gp(r,t) = —%A(o(r,t)+vtrapgo(r,t) +(N —1)Ud3r'V(r —r')|¢)(r',t)|2}¢(r,t) (E-16)

Cette équation décrit le mouvement de chaque particule dans le champ moyen dépendant du temps créé par
les (N-1) autres. On parle d’approximation Hartree-Fock dépendant du temps.

Si on remplace dans (E-16), N-1 par N (car N est supérieur devant 1 et V(r-r’) par go(r —r"), on obtient

I’équation de Gross Pitaevskii dépendante du temps :
2

ih%q)(r,t) = —f—mAqo(r,t) Vi ?(r, 1) + Ng |oo(r, 1) (1, 1) (E-17)

E-3-1 Régime Thomas Fermi
Dans le régime de forte densité atomique, on néglige le terme énergie cinétique de 1’équation de Gross
Pitaevskii, et I’équation prend la forme suivante :
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Vi (N@(r) + Alp(r)| o(r) = o(r) (E-18)

Ou la solution s’écrit par :

/u_vtrap(r) .
@re (1) = A St Vi (1) < 4 (E-19)
0 ailleurs
On donne les résultats pour différents cas :
2
1 3A J# si 1/2x2 < u
u=3 ) ()= _ (E-202)
0 ailleurs
_ 2 2,,2
" \/“ 1’2(1“" Y) s 12x +aty?) < u
u=EE2 e (xy) = _ (£-20b)
o ailleurs
~1/2(p* +a’z? .
1 15aA,, s \/ﬂ (,?A ) S H2pt etz < p
ﬂza(v) » ee(p2) = . (E-20c)
o ailleurs
_ 2
1 15A 1/# si 1/2r* < u
ﬂ=§(4—)2/51 @re (1) = ] (E-20d)
" o ailleurs
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Appendice.F

Programmes de calcul de Ntilde, Mtilde et les fonctions Rnl

Programme ntilde(in,Ims,nms)
implicit double precision (a-h,0-z)

c calculation of the ntilde density at the point in

o

cC
c
c

double precision ntild,ntildtot
common/xco/g,xt,qp,xmiu,atom,dentmp
common/ha/dentil(250)
common/energie/e(150,0:150),e1(150,0:150)
common/vu/ua(250,150,0:150),va(250,150,0:150)
common/ttt/ntild,ntildtot
common/sss/fu,fv
dentil(in)=0.
sum=0.
ntildtot=0.
if(xt.ne.0) then
do 1=0,Ims
do n=1,nms
ee=el(n,l)
dentil(in)=dentil(in)+1./gp*(2.d0*float(l)+1.d0)*
& (ua(in,n,l)**2+va(in,n,)**2)*f(ee)
sum=sum-+4.d0*(fu**2+fv**2)*f(ee)
enddo
enddo
ntild=sum*qp
ntildtot=ntildtot+ntild
dentmp=real(atom)-ntild
write(*,*)'ntild=",ntild,atom
read(*,*)
endif
if(xt.eq.0) then
do 1=0,Ims
do n=1,nms
ee=el(n,l)
dentil(in)=dentil(in)+1./gp*(2.d0*float(l)+1.d0)*
& (va(in,n,1)**2)
sum=sum-+4.d0*fv**2
print*,'f(ee)=",f(ee),atom,ntild
print*,'va(in,n,l)=",va(in,n,l)
read(*,*)
end do
sum=0.25*(2.d0*dfloat(l)+1.d0)*sum
end do
ntild=sum*qp
ntildtot=ntildtot+ntild
write(*,*)'ntildtot=",ntildtot
read(*,*)
endif
return
end
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Programme mtilde(in,Ims,nms)

¢ calculation of the mtilde density at the point in
implicit double precision (a-h,0-z)
double precision mtild,mtildtot
common/xco/g,xt,qp,xmiu,atom,dentmp
common/pa/dmtil(250),dmtilold(250)
common/ddd/mtild,mtildtot
common /mathco/ zero,one,two,thalf,third,pi
common/energie/e(150,0:150),e1(150,0:150)
common/vu/ua(250,150,0:150),va(250,150,0:150)
common/aaaa/alpha
common/sss/fu,fv
dimension rnl(150)

call gfv()
dmtil(in)=0.
sum=0.
mtildtot=0.
do 1=0,Ims
do n=1,nms
ee=el(n,l)
CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCeee
dmitil(in)=dmtil(in)-1./qp*(2.d0*float(l)+1.d0)*
& (ua(in,n,l)*va(in,n,l))*(2.*f(ee))
sum=sum-+4.d0*fu*fv
cc write(*,*)fu=",fu, fv="fv
c read(*,*)
end do
mtild=-0.25*(2.d0*dfloat(l)+1.d0)*sum*qp
cc write(*,*)'mtild=",mtild
c read(*,*)
mtildtot=mtildtot+mtild
cc write(*,*)'mtildtot=",mtildtot
cc read(*,*)
end do
return
end

cceeececceccccecee
function f(ee)

¢ Bose Einstein distribution function
implicit double precision (a-h,0-z)
common/xco/g,xt,qp,xmiu,atom,dentmp
if(xt.eq.0.)then

f=0.

goto 1111
end if
f=1./(exp((ee/xt)-1.))

1111 continue
return
end
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c
¢ harmonic oscill
Programme osc(n,l,in,iop,rnl)

n=1,23... radial quantum number

1=0,1,2... orbital angular momentum

calculates the radial functions for the spherical oscillator
for fixed | for the radial quantum numbers 1,...n and
stores it in the array rnl(1:n)

the wave function R_nl(r) of the spherical oscillator are:
phi(r,Omega) = b”(-3/2) * R_nl(r) * Y_Ijm(Omega)
R_nl(r) = N_nl * r**[ * LA(1+1/2)_(n-1)(x*X) * exp(-x*x/2)
N_nl =sqgrt(2 * (n-D)Y/(n+1-1/2)!) and x=r/b

R_nl is normalized in such way that the norm integral reads

\intdrr**2 R_nl(nN"2=1

OO0 0000000000000 00OO0

o

parameter (igfv=130)
implicit double precision (a-h,0-z)
dimension rnl(150)

common /gfvsq / sq(0:igfv)
common /gfvsqi/ sqi(0:igfv)
common /gfvsgh/ sgh(0:igfv)
common /gfvshi/ shi(0:igfv)
common /gfvwgi/ wgi(0:igfv)
common/aaaa/alpha
common /mathco/ zero,one,two,thalf,third,pi
¢ if(in.eqg.1l.and.n.eq.1.and.l.eq.0)write(6,*)n,1,x
x=dfloat(in)*0.1
if(iop.eq.0)xx=x*x/alpha
if(iop.eq.1)xx=alpha*x*x
if (1.eq.0) then
xl = one
else
Xl = x**|
endif
rnl(1) = sq(2)*wgi(l+1)*exp(-thalf*xx)*xI
rnl(2) = rnl(1)*(1+1.5d0-xx)*shi(l+1)
doi=3,n
rl(i) = ((2*i+l-2.5d0-xx)*rnl(i-1)-
& sq(i-2)*sgh(i-2+1)*rnl(i-2))*sqi(i-1)*shi(i-1+I)
enddo
return
end
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