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ABSTRACT 

 

The objective of this work is the study of the nonlinear behavior of geomaterials subjected 

to seismic excitations. For weak to moderate solicitations, the simplified models proved 

their effectiveness, but for higher levels of solicitations, it is necessary to use nonlinear 

models.  

In the present study, the rheological behavior of some types of geomaterials is modeled by 

an elastoplastic behavior equation with isotropic work hardening according to the Von 

Misès criterion. The integration of the constitutive equation of Von Misès’s criterion leads 

to the determination of the elastoplastic matrix of rigidity. This one will be at the base of 

the development of a computer program, in finite elements, intended to the study of the 

nonlinear behavior of geomaterials under the effect of unspecified excitations and in 

particular of seismic excitations. 
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RESUME 

 

L’objectif de ce travail est l’étude du comportement non linéaire des géomatériaux soumis 

à des sollicitations sismiques. Pour des sollicitations faibles à modérées, les modèles 

simplifiés prouvent leurs efficacités, mais pour des niveaux de sollicitations plus élevés, il 

est nécessaire d’utiliser des modèles non linéaires.  

Dans le présent travail, le comportement rhéologique de quelques types de géomatériaux 

est modélisé par une loi de comportement élastoplastique avec écrouissage isotrope suivant 

le critère de Von Misès. L’intégration des relations de comportement du critère de Von 

Misès mène à la détermination de la matrice de rigidité élastoplastique. Celle-ci sera à la 

base de l’élaboration d’un programme numérique, en éléments finis, destiné à l’étude du 

comportement non linéaire des géomatériaux sous l’effet de sollicitations quelconques et 

en particulier des sollicitations sismiques.  
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1. Introduction 

Les matériaux utilisés pour les constructions en Génie Civil ont été et sont encore très 

largement étudiés pour dimensionner les ouvrages et les structures, construites sur les 

géomatériaux ou avec l'apport de ces derniers, et pour prédire leur comportement à court 

ou à long terme. L'expérience quotidienne montre cependant que, sous l'effet des mêmes 

actions extérieures, des volumes identiques d'acier, de sable et d'eau, par exemple, ne se 

comportent pas de la même manière. Les lois générales de la physique ne permettent pas 

de distinguer le comportement de ces différents matériaux. Il convient donc de caractériser 

le comportement spécifique du milieu continu, équivalent au matériau étudié. C'est l'objet 

de la loi de comportement, associée à un matériau, qui doit caractériser son évolution sous 

l'effet d'actions extérieures données. D’autre part, la méthode des éléments finis connaît 

depuis plusieurs décennies un développement considérable dans l’étude du comportement 

des géomatériaux sous différents types de sollicitations. 

2. Problématique 

Avant d’atteindre les structures, les ondes sismiques se propagent de la source du séisme  

vers la surface en traversant les couches géologiques. Le mouvement engendré à la surface 

est très complexe, en particulier si on doit tenir compte du comportement réel du sol étudié 

et de la dissipation d’énergie sismique lors de son trajet. 

Avec l’apparition de l’outil informatique, la résolution numérique s’est avérée comme un 

moyen incontournable pour les analyses post-sismiques. Elle constitue également un outil 

intéressant de simulation en vue de la prédiction de la réponse de dépôts de sol ou 

d’ouvrages en terre constitués avec l’apport des géomatériaux à des mouvements sismiques 

futurs. 

Le premier modèle proposé par les chercheurs qui permet de quantifier l’effet de la 

variabilité spatio-temporelle est le modèle unidimensionnel en posant l’hypothèse d’une 

propagation verticale des ondes et une extension latérale infinie. La méthode la plus 

universelle est celle utilisant le modèle viscoélastique linéaire équivalente proposé par 

Seed et Idriss au début des années 70 qui a été largement utilisée pour sa simplicité et la 

qualité des résultats fournis. Cette méthode présente toutefois des limitations importantes 

surtout lorsque le sol se caractérise par de fortes non linéarités. De ce fait le recours aux 

méthodes non linéaires devient alors nécessaire. 
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3. Objectifs visés  

L’objectif fixé par le présent thème est prendre en compte le comportement non linéaire 

des géomatériaux sous différents types de chargement entre autres, le chargement 

sismique. A cette foi, un modèle élastoplastique basé sur le critère de Von Misès  a été 

développé pour pouvoir simuler  de manière acceptable le comportement des géomatériaux 

sous sollicitations sismiques. La détermination de la matrice élastoplastique est l’étape la 

plus complexe, pour cela il fallait intégrer les relations du modèle de Von Misès. 

L’intégration est faite suivant la méthode de « retour radial ». 

4. Organisation du mémoire 

Ce mémoire est partagé en cinq chapitres, organisés comme ci-dessous : 

Le premier chapitre fait l’objet d’une étude bibliographique consacrée, en premier lieu, à 

l’analyse des différents aspects de la loi de comportement des géomatériaux. Partons des 

notions des modèles analogiques qui sont souvent utilisés à des fins didactiques, pour 

donner une image concrète des équations de comportement, un aperçu sur les lois de 

comportement élastiques, élastiques parfaitement plastiques, élastoplastiques et 

viscoplastiques est donné. 

 On y distingue  deux types de critères, les critères pour les  matériaux cohérents tels que le 

modèle de Tresca et le modèle de Von Misès, et les critères pour les matériaux frictionnels 

tels que le plus ancien modèle, celui de Mohr-Coulomb et le modèle de Drucker-Prage. Un 

flash sur la modélisation géométrique par éléments finis est également donné. On y trouve 

également une synthèse des travaux antérieurs sur la modélisation non linéaire des profils 

de sols et particulièrement les barrages en terre, car ces derniers sont les plus susceptibles à 

un comportement non linéaire, vue leur hétérogénéité matérielle importante. La 

formulation élastoplastique a été proposée par plusieurs chercheurs avec la considération 

du modèle de Von Misès.  

Le deuxième chapitre est consacré à l’intégration des relations de Von Misès, partant du 

principe de Hill sur la convexité de la fonction de charge et la normalité de la vitesse de 

déformation plastique qui vont faciliter la tache d’intégration. La loi de normalité implique 

que le vecteur unitaire plastique perpendiculaire à la surface de charge est colinéaire au 

vecteur unitaire élastique. L’ellipse de Von Misès dans le plan de Mohr devient un cercle, 
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alors une prédiction élastique avec correction radiale plastique permet d’aboutir aux 

contraintes élastoplastiques. La matrice élastoplastique est élaborée à la fin de ce chapitre. 

Le troisième chapitre est consacré à l’exposition de la méthode des éléments finis, et aux 

principes de détermination de l’équation élastoplastique du mouvement. Pour cela nous 

avons utilisé le principe de Hamilton. Pour résoudre l’équation du mouvement la méthode 

itérative de Newton a été utilisée. 

Le quatrième chapitre  traite la modélisation dynamique unidimensionnelle du profil de 

sol à base rigide. Des simplifications géométriques et mathématiques pour le cas 

unidimensionnel sont incorporées dans les équations du mouvement, pour aboutir  à une 

équation simplifiée du mouvement, résolue numériquement.     

Le cinquième chapitre fait l’objet de validations et des performances numériques du 

programme élaboré. Des applications différentes sont menées afin d’étudier les capacités 

du modèle de Von Misès dans le traitement des problèmes liés aux sollicitations sismiques. 

Des conclusions générales suivies de recommandations pour des travaux futurs sont 

données à la fin du mémoire. Une annexe réservée aux détails qui ne sont pas données dans 

les chapitres est donnée également.   
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1.1. Introduction 

Le travail proposé dans ce chapitre consiste d’abord à mener une recherche 

bibliographique sur le comportement des géomatériaux de façon générale et les sols en 

particulier sous l'effet de sollicitations quelconques. Afin de réaliser ce travail, nous 

commençons par exposer les lois de comportement les plus utilisées dans les travaux 

antérieurs sous ce type de sollicitations. Nous synthétisons ensuite quelques travaux qui 

ont été menés par des chercheurs sur la modélisation de dépôts de sol et des ouvrages en 

terre tels que les barrages et l'étude de leurs comportements lors de secousses sismiques. 

En dernier lieu, nous présentons en bref la modélisation de profils de sol par la méthode 

des éléments finis et une discussion sur les principales méthodes d'intégration des 

équations de mouvement en régime non linéaire.  

1.2. Lois de comportement des géomatériaux  

Les matériaux utilisés pour les constructions en Génie Civil ont été et sont encore très 

largement étudiés pour dimensionner les ouvrages et les structures, construites sur les 

géomatériaux ou avec l'apport de ces derniers, et pour prédire leur comportement à court 

ou à long terme. Dans ces calculs de dimensionnement, les matériaux (sols, bétons, roches, 

métaux, liquides, …) sont assimilés à des milieux continus [Mestat, 1998]. 

L'expérience quotidienne montre cependant que, sous l'effet des mêmes actions 

extérieures, des volumes identiques d'acier, de sable et d'eau, par exemple, ne se 

comportent pas de la même manière. Les lois générales de la physique ne permettent pas 

de distinguer le comportement de ces différents matériaux [Mestat, 1998]. Il convient donc 

de caractériser le comportement spécifique du milieu continu, équivalent au matériau 

étudié. C'est l'objet de la loi de comportement, associées à un matériau, qui doit 

caractériser son évolution sous l'effet d'actions extérieures données. 

La loi de comportement est propre à ce matériau et traduit, lorsque l'on passe d'un matériau 

à un autre, les différences de comportement observées dans la pratique. La connaissance de 

la loi de comportement est également indispensable pour rendre complet le système 

d'équations de n'importe quel problème de mécanique des milieux continus ou de calcul 

des structures. La recherche d'une telle loi de comportement ressort du domaine de la 

Rhéologie. 
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A ce titre, les Rhéologues étudient les propriétés de déformabilité et d'écoulement 

d'échantillons de matériau, en ce qu'elles ont d'intrinsèques, c-à-d  de propres à l'élément de 

matière indifférencié, et indépendamment des conditions aux limites. 

La mécanique des milieux continus offre un cadre théorique pour de tels développements à 

condition de respecter certains principes et règles mécaniques. Toutefois, la diversité et la 

complexité des comportements des matériaux ont amené les Rhéologues à distinguer un 

grand nombre de caractères de comportement tels : l'élasticité, la viscosité, la plasticité et 

leurs combinaisons (élastoplasticité, viscoélasticité, viscoplasticité). 

Les caractères fluides ou solides, et ceux de linéarité ou non, de vieillissement, 

d'épaississement, les aspects thermiques et physico-chimiques, l’interaction entre les 

éléments constitutifs d'un matériau, les changements de phases peuvent également être pris 

en compte par une loi ou un ensemble de lois de comportement [Harichane, 2010]. 

1.2.1. Les grandes classes de comportement 

1.2.1.1.  Modèles analogiques 

Les modèles analogiques sont des groupements d’éléments mécaniques dont les réponses à 

des sollicitations sont similaires à celles des matériaux. Ils sont souvent utilisés à des fins 

didactiques, pour donner une image concrète des équations de comportement. L’analogie 

se limite là et ne porte en aucun cas sur les mécanismes physiques eux même          

[Lemaitre et al, 1988].  

Les éléments les plus utilisés sont les suivants (Fig. 1.1): 

a)-  Le ressort, qui symbolise l’élasticité linéaire parfaite, pour laquelle la déformation est 

entièrement réversible lors d’une décharge, et où il existe une relation biunivoque entre les 

paramètres de charge et de déformation (Fig. 1.1-a). 

b)- L’amortisseur, qui schématise la viscosité, linéaire (Fig. 1.1-b) ou non linéaire          

(Fig. 1.1-c).  La viscosité est dite pure s’il existe une relation biunivoque entre la charge et 

la vitesse de chargement. Si cette relation est linéaire, le modèle correspond à la loi de 

Newton. 

c)-  Le patin, qui modélise l’apparition de déformations permanentes lorsque la charge est 

suffisante (Fig. 1.1-d). Si le seuil d’apparition de la déformation permanente n’évolue pas 
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avec le chargement, le comportement est dit plastique parfait. Si, de plus, la déformation 

avant écoulement est négligée, le modèle est rigide parfaitement plastique. 

 

Fig. 1.1- Les briques de base pour la représentation des comportements                     

[Besson et al, 2005]. 

1.2.1.2.  Modèle élastique parfaitement plastique 

L’association d’un ressort et d’un patin en série (Fig. 1.2-a) produit un comportement 

élastique parfaitement plastique, modélisé en figure (1.2-b) (la partie plastique du 

comportement). Le système ne peut pas supporter une contrainte dont la valeur absolue est 

plus grande que ぴy . 

Le modèle est sans écrouissage, susceptible d’atteindre des déformations infinies sous 

charge constante, conduisant à la ruine du système par déformation excessive. 

 

 

Fig. 1.2- Modèle analogique élastoplastique parfait [Besson et al, 2005]. 
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(継) 

継(1 伐 継継 + 茎) 

1.2.1.3. Modèle élastoplastique  

L’association en parallèle du ressort et du patin (Fig. 1.3-a), correspond au comportement 

illustré en   figure (1.3-b), qui n’est que l’écrouissage linéaire. Il est dit cinématique, car il 

dépend de la valeur actuelle de la déformation plastique. Sous cette forme, le modèle est 

rigide-plastique. Il devient élastoplastique si l’on rajoute un ressort en série (Fig. 1.3-c), et 

la figure (1.3-d) schématise sont comportement toujours avec un écrouissage linéaire. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.3- Associations de patin et ressort (Modèle élastoplastique) [Besson et al, 2005]. 

1.2.1.4. Modèle Viscoélastique  

Le plus simple modèle Rhéologique qui décrit le comportement viscoélastique est celui  de 

Maxwell regroupe un amortisseur et un ressort en série (Fig. 1.4-a), celui de Voigt, un 

amortisseur et un ressort en parallèle (Fig. 1.4-b), tandis que les figures (1.4-c) et (1.4-d), 

schématisent le comportement de fluage et relaxation [Besson et al, 2005]. 
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Fig. 1.4- Fonctionnement des modèles de Maxwell et Voigt [Besson et al, 2005]. 

1.2.1.5. Modèle Viscoplastique  

Voici un exemple d’un modèle Viscoplastique de Bingham schématisé sur la figure (1.5), 

avec  綱懸喧  correspond à la déformation viscoplastique. 

 

                               a- Schéma du modèle                       b- Comportement en traction 

Fig. 1.5- Modèle de Bingham généralisé [Besson et al, 2005]. 

1.2.2. Lois de Comportement élastiques linéaires 

Lorsque dans un essai, la courbe contrainte-déformation est la même au chargement et au 

déchargement, le comportement du matériau est dit élastique. D'une manière plus générale, 

le comportement est dit élastique lorsque l'histoire du chargement n'intervient pas et qu'à 

un état de contraintes correspond un état de déformations et un seul.  
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Le comportement élastique peut être linéaire (Fig. 1.6), le tenseur des déformations est 

alors proportionnel au tenseur des contraintes au cours des sollicitations. Ce type de 

comportement a été découvert par Robert Hooke, qui publia la loi qui porte son nom en 

1678.  

La plupart des solides présentent un comportement réversible, au moins sous des 

sollicitations suffisamment faibles. L'étendue du domaine des déformations élastiques, ou 

réversibles, est cependant très différente d'un matériau à un autre. Pour les métaux, la 

limite d'élasticité est atteinte pour des déformations de l'ordre de 0.1% tandis que, pour les 

sols, la limite d'élasticité peut être mise en évidence seulement pour de très faibles 

déformations. 

 

 

 

 

 

Fig. 1.6- Schématisation du comportement élastique linéaire réversible. 

La simplicité du comportement élastique fait qu'il est encore très souvent utilisé pour 

analyser le comportement des massifs de sols et des ouvrages. Par ailleurs, la partie 

élastique de la déformation ne peut pas être négligée dans la formulation d'une loi 

élastoplastique.  

En effet, la présence de l'élasticité est nécessaire à l'inversion du tenseur de comportement 

reliant les incréments de contraintes aux incréments de déformations. L'élasticité linéaire 

est la loi de comportement la plus couramment employée. D'une part elle reflète bien le 

comportement à faible déformation de nombreux matériaux, d'autre part de nombreuses 

lois de comportement sont numériquement traitées comme étant localement linéaires. On 

approche ainsi la loi réelle par une suite de segments de droite [Harichane, 2010].  

 

 

購 

綱 
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1.2.2.1.  Élasticité anisotrope 

La plupart des matériaux sont anisotropes et, par souci de simplification, le mécanicien 

essaiye d'apporter une loi de comportement isotrope. Une erreur systématique est commise, 

mais suivant le matériau, cette erreur est plus ou moins élevée. En général, le 

comportement sera considéré comme isotrope, mais il existe des cas où l'erreur associée à 

cette hypothèse est beaucoup trop élevée pour quelle soit acceptable [Mestat, 1998]. 

1.2.2.2.  Élasticité isotrope 

L'hypothèse d'isotropie impose que la loi de comportement soit indépendante du repère 

choisi pour l'exprimer. En d'autre terme, le tenseur de raideur doit être invariant pour tout 

changement de base. Avec cette forme de relation, on constate que les directions 

principales de contraintes sont confondues avec les directions principales de déformations.  

1.2.2.3. Élasticité linéaire orthotrope  

Un milieu est dit orthotrope pour une propriété donnée si cette propriété est invariante par 

changement de direction obtenue par symétrie relative à deux plans orthogonaux. On 

remarque alors que la symétrie par rapport au troisième plan orthogonal est 

automatiquement acquise. Ce mode de comportement est relativement bien réalisé pour le 

bois dans certains cas, les composites unidirectionnels et les produits métalliques laminés 

[Mestat, 1998]. 

1.2.2.4. Élasticité linéaire transverse 

Beaucoup de matériaux de par leur origine, ou leur fabrication industrielle, présentent une 

certaine anisotropie, c'est-à-dire que leur comportement montre une direction privilégiée 

selon laquelle la réponse du matériau à une sollicitation dans cette direction est différente 

de celle observée dans les autres directions. 

C'est le cas, en particulier, des sols qui ont été déposés par couches successives 

horizontales. Ces couches ont subi dans le passé un même état de contraintes, il est donc 

normal que ces couches possèdent des caractéristiques élastiques équivalentes dans toutes 

les directions de leur plan de stratification, ou plan d'isotropie, et que ces caractéristiques 

soient distinctes des caractéristiques dans les plans contenant l'axe de révolution 

perpendiculaire au plan d'isotropie. Dans les terrains, il est en général raisonnable de 

supposer que l'axe de symétrie, noté (Oz), est vertical. Cette hypothèse est valable à moins 
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que la couche de sol ne soit inclinée ou que des forces tectoniques aient joué 

significativement de manière à déplacer l'axe de symétrie par rapport à la verticale. Les 

deux axes horizontaux Ox et Oy définissent le plan de stratification ou plan d'isotropie 

[Mestat, 1998]. 

Dans le cas d'une symétrie par rapport à un axe, l'anisotropie est dite orthotrope de 

révolution.  Cinq coefficients caractérisent alors le comportement du matériau. 

La figure (1.7), récapitule le degré de symétrie pour déférents cas d’élasticité linéaire. 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.7- Illustration du degré de symétrie [Ottoseu, 2005]. 

1.2.3. Lois de Comportement élastiques non linéaires 

En comportement élastique, la réponse du matériau est indépendante de l’histoire du 

chargement. Ainsi, les contraintes sont uniquement fonction des déformations            

(購件倹 = 購件倹 岫綱倦健岻). La forme la plus générale de l’élasticité est celle nommée élasticité de 

Cauchy en honneur à Cauchy, 1789-1857, qui en 1822 formula la loi de comportement 

pour des matériaux élastiques linéaires isotropes [Ottoseu, 2005]. 

Cependant, il y’a une forme légèrement restreinte de l’élasticité et appelée hyperélasticité. 

La forme générale de l’hyperélasticité linéaire est [Ottoseu, 2005]: 購件倹 = 経件倹倦健 綱倦健    , 経件倹倦健 = 経件倹倦健 (捲件)    (1.1) 

捲3 捲2 

捲1 

Anisotropie 
Un plan de symétrie 

Orthotropie( Trois axes de symétries) Isotropie 
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Le tenseur de raideur 経件倹倦健 (捲件), est indépendant du chargement, mais dépend de la position 捲件  en cas d’un matériau inhomogène (Fig. 1.8). 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.8- Comportement élastique non linéaire [Ottoseu, 2005].  

Les modules de compressibilité K et de cisaillement G qui sont en fonction des 

invariants 荊1 et  蛍2 ne peuvent pas prendre n’importe quelles expressions de ces deux 

invariants, mais doivent vérifier la condition limite suivante [Ottoseu, 2005]: 購倦倦
3

 
項項蛍2

磐 1

3計岫荊1, 蛍2岻卑 =
項項荊1

磐 1

2罫岫荊1, 蛍2岻卑    (1.2) 

Si on suppose que K soit constant, le module de cisaillement 罫岫荊1, 蛍2岻 aura la forme 

graphique suivante (Fig. 1.9).  

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.9- Comportement élastique non linéaire suivant la théorie                           

hyperélasticité [Ottoseu, 2005].   

K= constant 

 

購倦倦  

綱倦倦  購倦倦 = 3計綱倦倦  

 

結件倹  

嫌件倹  

2罫 

罫 =  罫岫荊1岻 

嫌件倹 = 2罫結件倹  

 

綱 

購 
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L’élasticité de Cauchy est un type d’élasticité plus général que l’hyperélasticité. Mais 

maintenant on ne suppose pas que l’énergie de déformation ou complémentaire est 

indépendante de l’histoire du chargement. Le tenseur de déformation s’écrit cette fois par 

la relation [Ottoseu, 2005]: 綱件倹 = 訣件倹 (購倦健 )      (1.3) 

La fonction tenseur 訣件倹 (購倦健 )  est appelée fonction réponse et détermine les opérations qui 

doivent être menées sur le tenseur des contraintes 購倦健  pour déterminer le tenseur des 

déformations 綱件倹 . 

Nous pouvons écrire la forme la plus générale de l’élasticité isotrope de Cauchy par 

l’expression [Ottoseu, 2005]: 綱件倹 = 糠1(荊1, 荊2, 荊3) 絞件倹 + 糠2(荊1, 荊2, 荊3) 購件倹 + 糠3(荊1, 荊2 , 荊3) 購件倦購倦倹     (1.4) 

Le tenseur des contraintes s’écrit de la même façon que le tenseur de déformation. 購件倹 = 稽1(荊1, 荊2, 荊3) 絞件倹 +  稽2(荊1, 荊2, 荊3) 綱件倹 + 稽3(荊1, 荊2, 荊3) 綱件倦綱倦倹     (1.5) 

où  荊1,  荊2 結建 荊3 sont des invariants des contraintes globales et 蛍1, 蛍2  結建 蛍3 sont des invariants 

des contraintes. Le tableau (1.1) récapitule les expressions des différents invariants. 

Tableau 1.1- Expressions des invariants des contraintes [Modaressi, 2004]. 

Invariant Expression 荊1 購倦倦 = 購11 + 購22 + 購33  荊2 
1

2
(購11

2 + 購22
2 + 購33

2 ) 

荊3 
1

3
(購11

3 + 購22
3 + 購33

3 ) 蛍1 0 蛍2 荊2 伐 荊1
2

6
 

蛍3 荊3 伐 2
荊1蛍2

3
+

荊1
3

27
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Le troisième terme de la relation (1.4) doit s’annuler, donc 糠3 = 0, pour avoir une 

formulation similaire à l’élasticité non linéaire Houkienne. 

Il sort donc : 

糠1 = (
1

9計 伐 1

6罫)結建 糠2 =
1

2罫    (1.6) 

Avec 計(荊1, 蛍2 , 蛍3) et 罫(荊1, 蛍2 , 蛍3) des fonctions arbitraires des invariants de contrainte. De 

plus, contrairement qu’en hyperélasticité, K et G dépendent du 3è兼結  invariant de 

contraintes 蛍3, ce qui est avantageux à la modélisation des géomatériaux (sol, roche, béton). 

1.2.4. Lois de comportement non linéaires évoluées 

La notion centrale caractérisant le comportement plastique d’un matériau est celle 

d’irréversibilité et non pas celle de non linéarité, même si les deux notions coïncident dans 

le cas où l’élasticité du matériau est linéaire dans le cadre de la transformation 

infinitésimale. Bien que les mécanismes physiques microscopiques qui sont à l’origine de 

la plasticité des matériaux observés à l’échelle macroscopique, soient parfois très différents 

(propagation de défauts dans le réseau cristallin pour les métaux, réarrangement des grains 

dans le cas des sols), le point de vue du mécanicien adopté ici va permettre de développer 

une présentation unifiée de ce comportement en termes de contraintes et déformations dans 

le cadre de la modélisation du milieu continu tridimensionnel [Mestat, 1998]. 

1.2.4.1. Lois de Comportement élastiques parfaitement plastiques 

Un cas particulier important de comportement élastoplastique est celui du matériau 

élastique parfaitement plastique pour le quel la courbe contrainte-déformation comporte un 

palier horizontal (Fig. 1.10).  

Dans la représentation schématique d’un tel comportement, le seuil d’élasticité 購0 demeure 

constant, c-à-d que l’écrouissage du matériau disparaît. Donc en se place dans le cas de la 

plasticité parfaite qui correspond à la situation où le domaine d’élasticité est fixe, de sorte 

qu’il n’y a plus lieu de distinguer les domaines d’élasticité initial et actuel, pour cette 

raison la fonction de charge n’est plus alors argumentée par des paramètres d’écrouissage. 
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Fig. 1.10- Schématisation du comportement élastoplastique parfait [Dunne et al, 2005] 

Ce modèle idéal du matériau élastoplastique parfait est souvent associé à la notion de 

ductilité par opposition à celle de fragilité qui évoque l’idée de rupture brutale de l’élément 

de matière lorsque le seuil d’élasticité est atteint. 

1.2.4.2. Lois de Comportement élastoplastiques 

L’hypothèse fondamentale du comportement élastoplastique, est que la déformation totale 

est la superposition d’une déformation élastique réversible, et d’une déformation plastique 

irréversible [Crestecu, 2007]. 

La  figure (1.11), traduit deux types du comportement élastoplastique, l’un avec un 

écrouissage positif et l’autre avec un écrouissage négatif.  

 

 

 

 

 

 

                               a)- Ecrouissage positif                        b)- Ecrouissage négatif  

Fig. 1.11- Schématisation du comportement élastoplastique [Crestecu, 2007].  
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1.2.5. Modèles rhéologiques des sols et des roches 

Un grand nombre de critères limites a été proposé pour décrire le comportement des 

geomatériaux (sol et roche) en condition de chargement général. Basé sur ces critères, des 

théories de plasticité parfaite, d’élastoplasticité, viscoplasticité et hypoélasticité ont été 

développées. Nous nous concentrerons sur ceux qui ont été appliqués le plus largement 

dans l‘étude des géomatériaux. Ils incluent des modèles basés sur les critères limites 

proposés par Tresca (1864), Von Misès (1913), Coulomb (1773), Drucker & Prager 

(1952), Lade & Duncan (1975), Hoek & Brown (1980) et le modèle Cam Clay développé 

par Roscoe & Schofield (1963) [Harichane, 2010]. 

1.2.5.1. Modèles plastiques pour les sols cohérents 

Pour les sols cohérents, les deux modèles de plasticité les plus couramment employés sont 

ceux proposés par Tresca (1864) et Von Mises (1913) initialement établis pour des métaux.  

Il a été montré que sous conditions non drainées, les sols cohérents entièrement saturés   

(c-à-d l'argile) peuvent être convenablement modélisés par la théorie de plasticité de 

Tresca ou de Von Misès [Ottoseu, 2005]. 

1.2.5.1.1. Modèles de Tresca 

Après une série d'expériences sur des métaux, Tresca (1864) a conclu que la limite (limite 

d’élasticité) se produit quand la contrainte de cisaillement maximum a atteint une certaine 

valeur. En proposant ceci, Hill (1950) a avancé que Tresca ait été probablement influencé 

par une loi plus générale pour la rupture des sols, proposé plus antérieurement par 

Coulomb (1773). Le critère limite de Tresca s’écrit:  血 = 購1 伐 購3 伐 2鯨憲     (1.7) 

où Su  est la résistance au cisaillement non drainée, 購1結建 購3 les contraintes principales.  

En conséquence, il convient d’adopter une règle d'écoulement plastique associée en traitant 

la fonction de charge ci-dessus également comme potentiel plastique. Par conséquent, 訣 = 血 = 紐蛍2 cos 肯健 伐 鯨憲     (1.8) 

où  蛍2 est le deuxième invariant du déviateur de contrainte et 肯健  l'angle de Lode. 
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Pour déterminer la relation complète contrainte-déformation pour les matériaux de Tresca, 

nous devons déterminer 
項血項購件倹  , qui peut être obtenus en utilisant la règle [Modaressi, 2004]: 

項血項購件倹 =
項血項蛍2

項蛍2項購件倹 +
項血項肯健 項肯健項購件倹 = 紐蛍2 sin 肯健 項肯健項購件倹     (1.9) 

項血項購件倹  
 , est indépendant de la forme des fonctions de charge et des potentiels plastiques car il 

dépend seulement des définitions du deuxième invariant du déviateur de contrainte et de 

l'angle de Lode. 

La matrice de rigidité élastoplastique 経件倹倦健継鶏  est définie par: 

経件倹倦健継鶏 = 経件倹倦健継 伐 1茎 経件倹券兼継 項訣項購券兼 項血項購喧圏 経喧圏倦健継     (1.10) 

avec, 経件倹券兼継  la matrice de rigidité élastique. 

 H est donné par la relation : 

茎 =
項血項購件倹 経件倹倦健継 項訣項購倦健     (1.11) 

1.2.5.1.2. Modèles de Von Misès 

Une alternative légèrement meilleure au critère de Tresca est le critère proposé par Von 

Misès (1913). Von Misès a suggéré que la limite se produit quand le deuxième invariant du 

déviateur de contrainte a atteint une valeur critique, le critère limite de Von Misès est 

exprimé comme suit: 血 = 紐蛍2 伐 計    (1.12) 

Où 計 est la résistance au cisaillement du sol non drainée en cisaillement pur.  

La surface de charge de Von Misès est un cercle sur un plan déviatoire. Comme la surface 

de charge de Tresca, le critère limite de Von Misès ne dépend pas de la contrainte 

moyenne.  
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En choisissant convenablement la valeur du paramètre de résistance 計 (relation 1.12), nous 

pouvons faire passer le cercle de Von Misès  par les coins de l'hexagone de Tresca        

(Fig. 1.12). 

計 =
鯨憲

cos 肯健 =
2ヂ3

鯨憲     (1.13) 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.12- Surfaces de charge de Tresca et Von Misés [Ottoseu, 2005].   

En comparant les critères de Tresca et de Von Mises, il est évident que le critère de Von 

Misès implique généralement une résistance au cisaillement non drainée légèrement 

supérieure. La différence dépend de l'angle de Lode qui indique la direction de la 

contrainte de cisaillement. Pour un chargement non drainé, la déformation volumétrique  

plastique est nulle. 

Pour le critère de Von Misès,  
項血項購件倹  est donné par : 

項血項購件倹 =
項血項蛍2

項蛍2項購件倹 =
1

2紐蛍2

項蛍2項購件倹     (1.14) 

1.2.5.2. Modèles plastiques pour les matériaux frictionnels 

Nous citerons ci-dessous les principaux modèles qui sont utilisés pour les matériaux 

frictionnels [Harichane, 2010]. 

 

 

購3 

購1 購2 

Surface de charge de Von Misès 

Surface de charge de Tresca 
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1.2.5.2.1. Modèles de Mohr-Coulomb 

À cet égard, le plus ancien et le plus utile critère limite pour les matériaux cohérents 

frictionnels est toujours celui empirique proposé par Coulomb (1773) dans ses études sur 

les murs de soutènement. 

Le critère limite ou fonction de charge proposée par Coulomb (1773) est exprimé en termes 

de la contrainte de cisaillement 酵 et la contrainte normale 購券  agissant sur un plan. Il est 

suggéré que la limite commence tant que la contrainte de cisaillement et la contrainte 

normale satisfont l'équation suivante: 酵 = 潔 + 購券 tan 叶    (1.15) 

où c et 叶 sont la cohésion et l’angle de frottement (ou de friction) interne pour le sol, 

respectivement.  

En termes des contraintes principales, le critère limite de Coulomb peut être exprimé par: 血 = (購1 伐 購3) 伐 (購1 + 購3) sin 叶 伐 2 cos 叶潔=0    (1.16) 

En termes des invariants de contrainte et de l’angle de Lode, le critère limite de               

Mohr-Coulomb peut être écrit comme: 

血 = 紐蛍2 伐 兼岫肯健 , 叶岻 sin 叶
3

荊1 伐 兼岫肯健 , 叶岻潔 cos 叶 = 0    (1.17) 

En termes de la contrainte de cisaillement q et la contrainte moyenne p généralisées, le 

critère limite de Mohr-Coulomb peut s’exprimer comme suit: 血 = 圏 伐 ヂ3喧兼岫肯健 , 叶岻 sin 叶 伐 ヂ3兼岫肯健 , 叶岻潔 cos 叶 = 0    (1.18) 

avec : 

兼岫肯健 , 叶岻 =
ヂ3

(ヂ3 cos 肯健 + sin 肯健 sin 叶)
    (1.19) 

Avec le modèle de Mohr-Coulomb, il est souvent supposé que le potentiel plastique prend 

la même forme que la fonction de charge mais l'angle de frottement est remplacé par 

l'angle de dilatation (qui est un angle plus petit). Par conséquent : 訣 = 圏 伐 ヂ3喧兼岫肯健 , 閤岻 sin 叶 伐 ヂ3兼岫肯健 , 閤岻潔 cos 叶 = 0    (1.20) 
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1.2.5.2.2. Modèles de Drucker-Prager 

En raison de sa simplicité, le critère limite de Drucker-Prager a été largement appliqué 

dans l'analyse géotechnique. Cependant, des recherches expérimentales suggèrent que sa 

forme circulaire sur un plan déviatoire ne concorde pas bien aux données expérimentales. 

Pour cette raison il est nécessaire de prendre le soin en utilisant le modèle de plasticité de 

Drucker-Prager en analyse géotechnique. 

La fonction de charge est légèrement différente de la fonction limite de Von Misés et a 

comme expression : 血 = 紐蛍2 伐 糠荊1 伐 計    (1.21) 

où 糠 et K sont des constantes matérielles. Sur un plan déviatoire, l'équation ci-dessous 

trace un cercle comme c’est le cas pour la surface de charge de Von Misès (Fig 1.13).  

Toutefois dans l'espace des contraintes principales, la surface de charge de Drucker-Prager 

est un cône tandis que la surface de charge de Von Misés est un cylindre infiniment long. 

Pour choisir les constantes matérielles 糠 et K en analyse, la surface limite (ou surface de 

charge) de Drucker-Prager est souvent assortie avec la surface de charge de               

Mohr-Coulomb en utilisant un certain critère. La figure (1.13) montre un tel aperçu aux 

sommets principaux.  

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.13- Surfaces de charge de Drucker-Prager et Mohr-Coulomb dans le plan 

déviatorique [Ottoseu, 2005].  
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Mathématiquement, cette condition exige les relations suivantes [Ottoseu, 2005]: 

۔ۖەۖ
ۓ ߙ =

2 sin׎ξ3(3 െ sinܭ(׎ =
2ܿඥ9 + 12 tan2  (1.22)     ׎

Si les critères de Drucker-Prager et de Mohr-Coulomb sont faits pour donner une charge 

limite identique  pour un problème de déformation plane, alors les relations suivantes 

doivent se tenir: 

۔ۖەۖ
ߙۓ =

tan׎ඥ9 + 12 tan2 ܭ׎ =
3ܿඥ9 + 12 tan2  (1.23)     ׎

Comme pour le modèle de plasticité de Mohr-Coulomb, nous pouvons adopter un potentiel 

plastique de même forme que la fonction limite, à savoir: ݃ = ඥ2ܬ െ Ԣߙ 1ܫ െ  (1.24)    ܭ

L’expression de ȽԢest identique à Ƚ, mais l'angle de frottement doit être remplacé par 

l'angle de  dilatation. 

1.2.5.2.3. Modèle de Lade-Duncan et Matsuoka-Nakai 

L’inconvénient majeur du modèle de Mohr-Coulomb est qu'il contient les coins qui exigent 

quelques traitements numériques spéciaux.  

D'un point de vue numérique, il serait donc plus avantageux d'avoir une surface de charge 

lisse.  Pour cette raison, les surfaces de charge proposées par Lade et Duncan (1975) et 

Matsuoka et Nakai (1974, 1982) ont également été employées dans l'analyse géotechnique. 

Le critère limite proposé par Lade et Duncan (1975) peut être écrit en termes du premier et 

troisième invariant de contrainte comme suit [Harichane, 2010]: 

݂ =
3ܫ13ܫ െ 1ܭ = 0    (1.25) 
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où 計1 est une constante de sol dépendant de la densité. La comparaison de la surface de 

charge de Lade et Duncan avec celle de Mohr-Coulomb sur le plan déviatoire est montrée 

par la figure (1.14). 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.14- Surfaces de charge de Lade-Duncan et Matsuoka-Nakai et celle de               

Mohr-Coulomb dans le plan déviatorique [Ottoseu, 2005].   

D‘autre part, le critère limite proposé par Matsuoka et Nakai (1974) est écrit sous la forme 

suivante en termes des trois invariants  荊1,  荊2 et  荊3. 血 =
荊1荊2荊3

伐 (9 + 8 tan2 叶) = 0    (1.26) 

1.2.5.2.4. Modèle de Hoek-Brown 

En plus du critère limite de Mohr-Coulomb linéaire, un certain nombre de chercheurs ont 

également employé des critères limites non linéaires pour analyser des problèmes de 

mécanique des roches.  

Le critère le plus populaire a été le critère non linéaire empirique proposé par Hoek et 

Brown (1980) pour décrire le comportement limite et de rupture des masses de roche. La 

fonction de charge des roches supposée gouvernée par le critère Hoek et Brown prend la 

forme: 

血 = 購1 伐 購3 伐 紐兼桁購3 + 嫌桁2    (1.27) 

Où 購1 et 購3 sont les contraintes principales maximale et minimale, Y la résistance de 

compression uniaxiale du matériau roche intact, m et s sont des constantes dépendant de la 

nature de la masse de roche et de l’étendue à laquelle est fracturée avant d'être soumise aux 

contraintes principales 購1 et 購3. 

購1 

Lade-Dancane 

購2 

購3 

Matsouka-Naki 

Mohr-Coulomb 
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Le critère de Hoek- Brown offre quelques avantages par rapport à d'autres approches en 

déterminant la résistance globale in-situ des masses de roche parce qu'il est basé sur une 

propriété matérielle simple Y, et la qualité les données de la masse de roche qui peuvent 

être systématiquement rassemblées et évaluées pendant l’investigation de site. 

Pour la convenance d’applications numériques, le critère de Hoek- Brown peut également 

être exprimé en termes des invariants de contrainte par l'équation suivante: 

۔ۖەۖ
݂ۓ = 2ܬ4 cos2 ݈ߠ + ݃ሺ݈ߠሻඥ2ܬ െ 1ܫߙ െ ܭ = 0݃ሺ݈ߠሻ = ܻ݉ ൬cos݈ߠ +

sin݈ߠξ3
൰                         ܭ = 2ܻݏ                                                                 

     (1.28) 

La règle d'écoulement non-associée peut être obtenue en adoptant un critère de           

Hoek- Brown simplifié comme potentiel  plastique: 

݃ = 2ܬ3 +
ξ3݉Ԣܻ

2
ඥ2ܬ െ݉Ԣܻ

3
1ܫ = 0    (1.29) 

où ݉Ԣ  est un paramètre de Hoek- Brown.  

1.2.5.2.5.  Exemples de lois de comportement évoluées 

L’analyse expérimentale a permis l’élaboration de lois de comportement plus ou moins 

complexes, aptes à rendre compte des principaux phénomènes mécaniques observés sur 

des échantillons de sol. Parmi l’ensemble des lois élastoplastiques avec écrouissage 

proposées, certaines sont très intéressantes par leur relative simplicité et leur faible nombre 

de paramètres à identifier. 

Il s’agit, pour les argiles, des lois Cam-Clay, développées dans les années 1960 par Roscoe 

à l’université de Cambridge, et de la loi de Mélanie, et pour les sables, de la loi de Nova et 

de la loi de Vermeer. 

1.3. Modèles de comportement  

1.3.1. Modèles unidimensionnels 

Parmi les modèles utilisés pour l’étude de comportement de dépôts de sol ou des milieux 

incluant des géomatériaux tels que les barrages en terres, on cite un modèle populaire 

simple connu sous le nom du modèle poutre console en cisaillement (PCC). Ce modèle a 
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été employé intensivement au cours des 30 dernières années pour estimer la réponse 

sismique latérale des profils  et dépôt de sol. Un certain nombre d’études ont prouvé que le 

modèle (PCC) rapporte des périodes naturelles et des formes modales qui sont tout à fait 

réalistes [Gazetas et al, 1985]. 

1.3.1.1. Equation de mouvement 

Le modèle de poutre console en cisaillement (PCC), est essentiellement  fondé sur les deux 

hypothèses simplificatrices suivantes :  

 Seulement les déformations de cisaillement ont lieu   

 La résultante des contraintes de cisaillements horizontaux est uniformément 

distribuée.  

L’équation de mouvement est déduite de l’équilibre dynamique et les conditions aux 

limites, qui s’expriment par l’annulation des déplacements  et de la contrainte de 

cisaillement à la base et à la surface libre, respectivement. La non linéarité apparait dans 

l’expression de la contrainte de cisaillement et dépend du module et de la déformation de 

cisaillement. 

Une autre formulation de l’équation de mouvement est prise dans le programme SHAKE, 

qui  utilise la méthode en contraintes totales, le comportement non linéaire du sol est pris 

en compte par la procédure linéaire équivalente. La réponse non linéaire est approchée par 

un modèle viscoélastique linéaire. Les propriétés de la relation contrainte-déformation du 

sol sont définies aux moyens des relations de dépendance du module de cisaillement et du 

coefficient d'amortissement visqueux équivalent de la déformation de cisaillement. 

Ce modèle a aussi été utilisé dans l’étude des comportements sismiques des barrages en 

terre par Chaugh, 1981, où la largeur finie des couches est incorporée dans la formulation 

si la compatibilité de la contrainte de cisaillement est remplacée par la compatibilité de la 

force de cisaillement, à l'interface de deux couches consécutives. 

1.3.1.2. Variation spatiale du module de cisaillement 

Dans les milieux à hétérogénéité importante tels que les barrages en terres, le module de 

cisaillement peut être considéré en tant qu'une augmentation en puissance de la 



Chapitre 1                      Etude bibliographique sur le comportement non linéaire des géomatériaux 
 

25 

 

profondeur z 罫岫検岻 = 罫決(
検茎)稽  (Fig. 1.15), 罫決  est le module de cisaillement à la base du 

barrage, B peut prendre des valeurs dans la gamme 0.40 ≤B≤0.75. [Gazetas et al, 1985]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.15- Section transversale d’un barrage et distribution du module de cisaillement    

avec  la profondeur [Gazetas et al, 1985]. 

1.3.1.3. Variation spatial de la vitesse de l’onde de cisaillement  

Des mesures faites par Gazetas et Abdel-Ghaffar  [Gazetas, 1982] sur douze barrages au 

Japon, aux États-Unis et en Yougoslavie, ont montré une bonne concordance entre les 

variations enregistrées de la vitesse avec la profondeur et la distribution préconisée selon 

la puissance de (1/3) de la hauteur. La figure (1.16), montre les résultats obtenus sur la 

distribution de la vitesse en fonction de la profondeur. 
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Fig. 1.16- Profils des vitesses [Gazetas, 1982]. 

1.3.2. Modèles tridimensionnels face aux autres modèles  

Dans les analyses sismiques sur des dépôts de sol, des investigations  antérieures ont 

employé beaucoup de modèles simplifiés, en considérant que les matériaux sont linéaires 

avec des propriétés homogènes ou avec des propriétés variant [Abdelghaffar et al, 1982]. 

Les modèles bidimensionnels de cisaillement de poutre ont été souvent employés pour 

modéliser un barrage en terre, bien que dans des cas où des effets de pente, qui sont petits 

pour la plupart des barrages en terre, puissent être incorporés en aval et en amont. Dans les 

modèles de poutre en cisaillement, les contraintes et les déformations  sur les faces de 

n'importe quelle bande d'un élément horizontal en aval et en amont, ont été supposées 

uniformément distribuées. Ces modèles ont fourni des informations utiles mais il ya 

toujours le manque de capacité d'incorporer les effets tridimensionnels qui se sont avérés 

significatifs dans les essais pratiques [Abdelghaffar et al, 1982]. 

Quelques efforts ont été fournis pour étendre ces modèles analytiques dans le sens 

tridimensionnel. Martinez et Bielak [Abdelghaffar et al, 1982] ont  employé une 

discrétisation en élément finis bidimensionnels de la section transversale du barrage ainsi 

qu'une expansion de Fourier dans la direction longitudinale. Ils ont conclu que le 

comportement tridimensionnel de déformation rapporte des caractéristiques de rigidité plus 

que le fait l'idéalisation bidimensionnelle. Ohmachi [Abdelghaffar et al, 1982] à également 

検 =
捲茎 
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conclu que l’analyse tridimensionnelle a un effet important sur la réponse sismique des 

barrages. 

1.4. Modélisation par la méthode des éléments finis  

La méthode des éléments finis (MEF) et une méthode efficace et souple pour le traitement 

des problèmes de dimensions finies et infinies, en raison de sa manipulation efficace de 

géométries arbitraires et de l’hétérogénéité et la non-linéarité des matériaux. Le progrès 

informatique puissant à rendu cette méthode plus populaire.   

1.4.1. Modélisation géométriques  

1.4.1.1. Modélisation géométrique unidimensionnelle 

L’un des principes de la modélisation par éléments finis est que le modèle soit 

géométriquement un prototype  réduit de la structure réelle. Etant donné que le modèle est 

unidimensionnel, alors l’élément fini prend une dimension de l’ouvrage étudié. 

La modélisation géométrique unidimensionnelle d’un profil ou dépôt de sol est faite par 

une colonne de sol ayant la même hauteur du profil de sol comme l’indique les figures 

(1.17) et (1.18). 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.17- Représentation 1-D  d’un dépôt de sol [Ernesto et al, 2003]. 

Cette modélisation à été utilisée dans beaucoup de travaux antérieurs. Nous citons l’étude 

qui à été menée par  Elgamal et al, 1985 où le barrage de Santa Félicia a été représentée par 

une colonne verticale (Fig. 1.18)  

H 
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Fig. 1.18- Représentation 1-D de la réponse du barrage en terre                                                   

de Santa Felicia [Elgamal et al, 1985]. 

1.4.1.2. Modélisation géométrique bidimensionnelle 

C’est une représentation plus réaliste que celle auparavant, car elle représente un prototype 

plan réel de l’ouvrage étudié. Le profil ou dépôt de sol est modélisé suivant deux directions 

par différents éléments finis plans. 

La famille d’éléments finis plans se compose généralement des éléments triangulaires à 

trois ou six nœuds, et des éléments quadratiques à quatre ou à huit nœuds.  

La figure (1.19), montre le maillage en élément finis utilisé dans l’analyse du barrage de la 

vallée en Californie par Woodward et al, 1996. Le maillage se compose de 448 nœuds, 131 

éléments quadratiques à huit (08) nœuds et de 778 degré de liberté. Le problème traité dans 

cette analyse est un problème de déformation-plane. La figure (1.19), montre aussi, les 

endroits des neufs groupes des matériaux du barrage. 
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Fig. 1.19- Modélisation par élément finis du barrage de la vallée de Californie                

[Woodward et al, 1996]. 

 1.4.1.3. Modélisation géométriques tridimensionnelle 

C’est le cas le plus réaliste, car il donne l’allure la plus approchée de la structure à étudier. 

La représentation géométrique se fait suivant les trois axes. 

La figure (1.20),  montre une configuration tridimensionnelle idéalisée d’un barrage qui 

peut être analysée par des procédures simplifiées ou sophistiquées. 

 

Fig. 1.20- Géométrie et élément finis du modèle tridimensionnel                                              

d’un barrage [Abdelghaffar, 1982]. 
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1.4.2. Méthodes d'intégration des équations de mouvement  

1.4.2.1 . Schéma temporel de Newmark  

La résolution temporelle de l’´equation de mouvement dynamique par la méthode des 

éléments finis impose le choix d’un algorithme temporel qui se présente sous la forme de 

trois équations permettant le calcul des champs nodaux des accélérations, vitesses et 

déplacements. La première équation, dans sa forme générale, assure l’´equilibre 

dynamique et permet le calcul du champ nodal des accélérations. Les deux autres équations 

assurent respectivement le calcul des champs nodaux des vitesses et déplacements. La 

littérature scientifique enveloppe de nombreuses études sur un grand nombre de schémas. 

Parmi les plus populaires, le schéma temporel de Newmark. Le tableau (1.2) récapitule les 

caractéristiques de la méthode de Newmark. 

Tableau 1.2-Caractéristiques des schémas temporels de la méthode                                       

de Newmark [Mahéo, 2006]. 

Schéma Newmark 紘 紅 Nature Précision Limite de stabilité 

Explicite 0 0 Explicite Ordre 2 0 

CFD 1 2エ  0 Explicite Ordre 2 2 

Accélération moyenne 1 2エ  1 4エ  Implicite Ordre 2 タ 

Accélération linéaire 1 2エ  1 6エ  Implicite Ordre 2 3.46 

Fox-Goodwin 1 2エ  1 12エ  Implicite Ordre 3 2.45 

Ordre 1 > 1 2エ  - Implicite Ordre 1 - 

 

La stabilité du schéma de Newmark peut se résumer dans la figure (1.21), exprimant 紅  en 

fonction de 紘. 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 1.21- Stabilité du schéma de Newmark [Mahéo, 2006]. 
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1.4.2.2.  Schéma des différences finies centrées 

Le schéma temporel des différences finies centrées (DFC), qui peut être mis sous la forme 

du schéma de Newmark avec les coefficients 紘 =
1

2
 et 紅 = 0 peut être considéré comme le 

schéma d’intégration temporel explicite de base [Mahéo, 2006].  

Le schéma des DFC peut s’introduire plus classiquement. L’idée et d’approcher les 

vitesses calculées à l’instant (券 +
1

2
) (respectivement (券 伐 1

2
)) par les valeurs du 

déplacement  calculé aux instants n et n+1 (respectivement n et n-1). Le calcul de 

l’accélération à l’instant n se fait ensuite grâce aux vitesses calculées aux instants (券 伐 1

2
) 

et (券 +
1

2
). 

1.4.2.3.  Schéma de Runge-Kutta 

L’équation du mouvement temporelle initiale du second ordre est transformée en un couple 

d’équations du premier ordre. Le nombre d’inconnues du problème est ainsi doublé, 

cependant ces équations peuvent être traitées dans la pratique séquentiellement ce qui 

minimise l’inconvénient.  

Lorsque l’on applique un schéma de type Runge-Kutta, il est possible d’utiliser deux ordres 

successifs de précision, dont les solutions respectives par soustraction permettent d’obtenir 

une estimation de l’erreur d’intégration. Les opérations intermédiaires pour le calcul des 

deux ordres successifs sont mutualisées (utilisées deux fois) pour minimiser le coût de 

calcul [Mahéo, 2006].  

 1.5. Synthèse des travaux sur la réponse sismique non linaire des 

structures de sols 

Des études antérieurs [Gazetas, 1982, Abdelghaffar, 1982, Elgamal et al, 1985,  Succarieh 

et al, 1993, Abouseeda et al, 1996, Woodward et al, 1996, Ernesto et al, 2003, Siyahi et al, 

2007] ont montré que les matériaux constituant les barrages en terre se comportent non 

linéairement une fois excités par des mouvements sismiques forts. Pour cette  raison, le 

besoin d’une véritable analyse non linéaire est particulièrement grand quand les barrages 

en terre éprouvent de grandes amplitudes de vibrations et grandes déformations. 
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Gazetas, 1982 a présenté une rigoureuse solution au problème de la réponse dynamique de 

cisaillement des barrages bidimensionnels, des vibrations libres et forcées sont étudiées. 

Les résultats sont présentés sous forme de fréquences naturelles, de formes modales et de 

coefficients sismiques simultanés.  

Dans la pratique, afin de déterminer des valeurs représentatives des vitesses d’ondes dans 

les barrages en terre existants, aussi bien que pour étudier la variation de telles vitesses 

avec la profondeur, des mesures de vitesse d’onde peuvent être effectuées à travers  la 

largeur ou le long de la crête d'un barrage. De telles mesures géophysiques complètes ont 

été récemment rapportées par Abdel-Ghaffar et Scott, en enregistrant les temps d'arrivée 

d’onde S à plusieurs stations de sismomètre situées sur les pentes et la crête du barrage de 

Santa Felicia en Californie, des vitesses d’onde de cisaillement ont été estimées à diverses 

hauteurs [Gazetas, 1982]. Les ondes sont déclenchées artificiellement par des coups de 

marteau à plusieurs endroits sur la pente ascendante et la crête du barrage. L'analyse de 

leurs données permet de représenter la vitesse de l’onde de cisaillement avec la 

profondeur en puissance de (1/3).  

Dans la pratique, en matière géotechnique, tout procédé analytique nécessite d’être validé 

expérimentalement [Gazetas, 1982]. Cependant, dû à la nature du phénomène de secousse 

sismique (l'endroit et le temps de l'occurrence ne peuvent pas être prédéterminés), 

l’utilisation des diverses méthodes analytiques employées dans la dynamique des sols était 

justifiée. L'inhomogénéité le long du barrage semblait être un facteur important en 

déterminant la réponse et en évaluant la sûreté d'un barrage en terre.  

Il ya aussi des chercheurs qui ont appliqué des techniques aléatoires non linéaires de 

vibration en calculant la réponse sismique des systèmes continus qui sont d'intérêt pour la 

dynamique des sols. Par exemple, Faccioli [Gazetas, 1982] a développé une formulation 

aléatoire de vibration de linéarisation équivalente pour étudier l'amplification 

unidimensionnelle des ondes sismiques pour des dépôts de sol obéissant à l'équation 

constitutive de Ramberg-Osgood-Masing, tandis que Singh et Khatua [Gazetas, 1982] ont 

essayé d'évaluer la sûreté sismique des barrages en terre en employant la linéarisation 

stochastique et en exécutant une analyse itérative en liaison avec une discrétisation en 

éléments finis (EF) du barrage, alors que Vanmarcke [Gazetas, 1982] a suggéré plusieurs 

applications possibles de théorie aléatoire de vibration pour résoudre des problèmes de 

dynamique des sols, avec la détermination de la réponse de sol et de l'évaluation non 

linéaires du potentiel de liquéfaction. 
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Bien que la méthodologie aléatoire de vibration puisse accepter n'importe quel modèle 

dynamique sophistiqué de la structure en terre, le modèle relativement simple                      

"PCC non-homogène" a été extensivement utilisé par rapport aux modèles "EF en 

déformation plane". Le choix a été basé non simplement sur des considérations 

économiques mais, aussi sur la qualité des résultats en interprétant le comportement 

observé des barrages réels pendant les secousses sismiques et les vibrations expérimentales 

forcées [Cascone et al, 2003]. 

Très souvent une analyse viscoélastique linéaire simple est mise pour estimer la réponse 

non linéaire d'une structure en terre à une forte secousse sismique. Le succès d'une telle 

analyse dépend du choix approprié (basé sur des données expérimentales disponibles) des 

modules G et des constantes d'amortissement 行 qui sont compatibles à l'intensité globale 

de la secousse. La figure (1.22), montre à quel point il est difficile de prévoir toutes les 

quantités non linéaires de réponse avec une analyse linéaire [Gazetas et al, 1982]. 

 

Fig. 1.22- Réponse non linéaire contre la réponse linéaire d'un barrage en terre de  90 m 

de hauteur [Gazetas et al, 1982]. 
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Elgamal et al. 1985,  ont développé un procédé analytique-numérique simplifié, efficace et 

rentable pour estimer la réponse aux séismes par hystérésis linéaire des barrages en terres. 

Le barrage est modélisé dans un seul sens qui donne seulement la déformation horizontale 

de cisaillement. Ce modèle simplifié, donne de bonnes approximations pour les barrages en 

terre qui ont un rapport (longueur/hauteur) supérieur ou égale à 4. La technique proposée 

est basée sur une formulation de Galerkin pour les équations du mouvement. Le 

comportement contrainte déformation par hystérésis des matériaux du barrage en terre est 

modélisé par des équations constitutives élastoplastiques basées sur la théorie cinématique 

multi-surface. Finalement, la technique est appliquée pour analyser la réponse sismique 

non linéaire d’un barrage en terre.  

De même, en 1991 avec le même modèle, Elgamal a développé une approche analytique 

numérique simple pour représenter la réponse dynamique des sols. La discrétisation 

spatiale et temporelle sont discutées, en employant un modèle élastoplastique. Des 

exemples numériques sont inclus et la réponse calculée est comparée à d’autres modèles et 

à la réponse réelle enregistrée. Dans cette application, la réponse est déterminée avec deux 

types de secousses sismiques, le premier séisme est modéré tandis que le second est fort et 

sa réponse est fortement non linéaire avec présence de liquéfaction. 

Woodward et al, 1996 ont employé un simple modèle élastique parfaitement plastique pour 

décrire la réponse en contrainte-déformation des matériaux constituant le barrage. L’effet 

du cofficient d’amortissement et la distribution initiale  des contraintes sont considérés 

dans l’analyse dynamique du barrage en terre. Les résultats des analyses par le modèle 

élastique parfaitement plastique sont comparés à la réponse mesurée du barrage et aux 

résultats présentés par Griffiths et Prevost [Woodward et al, 1996].  

Les résultats obtenus par Griffiths ont montré une très bonne concordance entre la réponse 

horizontale calculée et celle enregistrée, tandis qu’il y’avait un désaccord suivant la 

direction verticale, dû en partie à la discrétisation quadratique à 04 nœud de l’élément finis. 

Pour la direction horizontale, les constantes d’amortissement supérieures à 9%  ont été 

nécessaires pour réduire l’accélération maximale calculée. Le coefficient d’amortissement 

réel du barrage basé sur la contrainte dynamique induite pour ce séisme ne dépassait pas la 

valeur de 6%.  
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Les résultats des travaux de Woodward et al, 1996 montrent que la réponse calculée en 

crête dans la direction horizontale comparée à la réponse mesurée pour une constante 

d’amortissement de 9% a une très bonne concordance globale, à mentionner que les 

valeurs calculées donnent des amplitudes légèrement plus élevées. 

1.6. Conclusion  

De cette étude bibliographique, il ressort que les modèles linéaires fournissent des résultats 

tout à fait acceptables pour les mouvements sismiques de faible amplitude. Par contre ces 

modèles sont totalement inadaptés pour l’analyse des mouvements forts des géomatériaux. 

Le développement des modèles de comportement élastoplastiques a ouvert un nouvel 

horizon pour les études de dynamiques des géomatériaux. D’autre part, l’outil informatique 

et la capacité de la méthode des éléments finis permettent de solutionner des problèmes qui 

étaient auparavant difficiles à traiter.     
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2.1. Introduction 

Les relations entre contraintes et déformation sont vastes, et comme il n'existe pas une 

relation universelle, chacune des expressions données est déterminée dans un domaine 

d'emploi bien défini. Ce domaine peut être défini par de nombreux paramètres (temps, 

contraintes, température ...). 

La relation d’élasticité n'est valable que pour un état de sollicitation faible. Des critères tels 

que ceux de Von Misès, Tresca, Mohr Coulomb ..., permettent de vérifier la légitimité de 

l'emploi de cette formule. Dans le cas de non vérification du critère, il convient d'utiliser 

une autre loi de comportement.  

Les résultats d'un essai de traction montrent que le dépassement de la limite élastique fait 

apparaître des déformations permanentes, c'est à dire des déformations résiduelles après 

suppression des charges. Expérimentalement, on constate souvent que la courbe de 

décharge est une droite parallèle à la droite correspondante au domaine élastique. On peut 

ainsi affirmer que la déformation effective est la somme d'une déformation élastique et 

d'une déformation purement plastique [Maya, 2008].  

2.2. Surface et fonction de charge 

On appelle surface de charge, la surface qui, à l'instant (t) va délimiter le domaine élastique 

dans l'espace des contraintes. L'ensemble des points tel que le comportement soit encore 

élastique est délimité par une surface qui est la surface de charge. La relation permettant de 

décrire cette surface est la fonction de charge, on constate d’après la figure (2.1), que la 

surface de charge est évolutive. L'équation d'une telle surface est de la forme : 

血 岾購 ,糠峇 判 0    (2.1) 

D’après le principe de Hill (Hill, 1950) appelé le principe du travail plastique maximal, on 

peut tirer deux remarques très importantes : 

1- Convexité de la fonction  de charge 

2- Normalité de la déformation plastique 

 

 



Chapitre 2                         Intégration des relations de comportement élastoplastique de Von Misès 

37 

 

O

P(

Surface de charge

Domaine élastique

déformation plastique
Charge ou 

Décharge ou 
déformation élastique

 ik
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 ik

)

 

Fig. 2.1- Représentation de la surface de charge [Maya, 2008]. 

2.2.1. Convexité de la fonction de charge  

D’après la figure (2.2), soit 購件倦  un état de contrainte sur la surface de charge (point Q) et 

soit 絞購件倦   un accroissement de contrainte qui crée une déformation plastique (絞綱)件倦喧 . Pour 

un état de contrainte élastique 購件倦茅  (point P), le travail plastique associé est inférieur au 

travail plastique associé à l'état de contrainte 購件倦 . 購件倦 (絞綱)件倦喧 半 購件倦茅 (絞綱)件倦喧  (2.2) 

La relation (2.2), peut s’écrire sous la forme suivante : 

(購件倦伐購件倦茅 )(絞綱)件倦喧 半 0   (2.3) 

Or, dans l'espace des contraintes, (購件倦 伐 購件倦茅 ) représente les composantes du vecteur 鶏芸屎屎屎屎屎屎王. 

La relation (2.3), devient : 

 鶏芸屎屎屎屎屎屎王. (絞綱屎屎屎屎王)喧 半 0 (2.4) 

Cette inégalité conduit à la convexité de la surface de charge (Fig. 2.2). 
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Fig. 2.2- Convexité de la surface de charge [Maya, 2008]. 

2.2.2.  Loi de normalité de la déformation plastique 

Considérons le cas où l'on tend vers le point Q (situé sur la surface de charge) sur la    

figure (2.3), par deux directions opposées. On désigne par (講) le plan tangent en Q à la 

surface de charge. Les points P et P旺 , étant infiniment proches du point Q, on peut associer 

des composantes infiniment petites aux vecteurs : 

 鶏芸屎屎屎屎屎屎王 馨 穴購件倦  et  鶏旺 芸屎屎屎屎屎屎屎屎王 馨 穴購件倦旺     (2.5) 

Si on considère, que ces deux points P et P旺sont symétriques par rapport au point Q, à 

savoir que ces deux points appartiennent au plan tangent à la surface de charge (講) au 

point Q, il vient alors : 

 穴購件倦旺 = 伐穴購件倦      (2.6) 

D’après le principe de Hill et plus exactement, d’après la relation (2.3), il vient : 

±穴購件倦 . (絞綱)件倦喧 半 0   ( 2.7) 

D’où, il sort : 穴購件倦 . (絞綱)件倦喧 = 0    (2.8) 

O

P ( ik
* )

Q

 ik

( ik)

( )ik
p
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Fig. 2.3- Règle de normalité de la déformation plastique  [Maya, 2008]. 

Cette relation devant être vraie quelque soit le point P appartenant au plan tangent (講), on 

en déduit que le vecteur de composante (絞綱)件倦喧  est perpendiculaire à (講) en Q et est dirigé 

vers l'extérieur. C'est la loi de normalité de la déformation plastique, et on peut écrire à 

priori que : 

綱岌喧 = 紘岌 項血項購   ( 2.9) 

綱岌喧  : est la vitesse de déformation plastique à la surface seuil 

紘岌  : est le multiplicateur plastique, qui vérifie l’équation (2.10) : 紘岌血(購 , 糠) = 0   (2.10) 

2.2.3. Déformation plastique 

Pour un comportement élastoplastique, la déformation totale est une somme de deux types 

de déformation : 

 Une déformation élastique réversible, noté 綱結    

 Une déformation plastique irréversible, noté 綱喧   

Pour une évolution purement élastique d’un matériau, la déformation plastique est nulle 

(綱喧 = 0). Dans le cas contraire, une remarque très importante se pose et que pour un 

niveau de contrainte donné, peut correspondre une infinité de valeurs de déformation 

plastique,  pour cette raison l’état actuel d’un matériau dépend de l’histoire de son 

chargement. 

( )
P

Q

P'





( )p
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 Pour mesurer le trajet de la déformation plastique, ont doit calculer la déformation 

cumulée, qui est donnée par la relation suivante: 

喧岫建岻 = 俵2

3
豹 嵶 綱 .喧(酵)嵶建

0

穴酵 (2.11) 

où : 喧岫建岻 : est la déformation cumulée au cours du temps de chargement 綱岌喧(酵) : est la vitesse de déformation plastique 

2.3. Critère de Von Misès 

Nous l'avons déjà remarqué, qu’il y a une relation évidente entre la fonction de charge et le 

critère de limite d'élasticité. Examinons plus précisément le cas du critère de Von-Misès. 

Le critère de Von-Misès revient en fait à limiter la contrainte octaédrique, c'est à dire 蛍2 le 

deuxième invariant du tenseur déviateur des contraintes. 

2.3.1. Déformation plastique 

Généralement la forme de la fonction de charge utilisée de Von Misès est : 血(購 , 糠) = 購結圏 伐 迎(喧) 判 0  (2.12) 

avec,  購結圏  : Contrainte équivalente 糠 : Paramètre d’écrouissage 

La contrainte équivalente de Von Misès est définie par l’expression suivante : 

 購結圏 = 紐3蛍2 = 謬3

2
嵶 嫌嵶  (2.13) 

Dans cette expression,  嫌 désigne le tenseur des contraintes déviatoriques défini par la 

relation suivante : 

嫌 = 購 伐 1

3
(購: 荊)荊  (2.14) 
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D’après la relation (2.9), qui décrit la loi de normalité de déformation plastique, on peut 

réécrire cette relation comme suit : 

綱岌喧 = 紘岌 項血項購 = 紘岌 項項購 盤購結圏 伐 迎岫喧岻匪 = 紘岌 項項購 (俵3

2
嵶 嫌嵶) 

綱岌喧 = 紘岌 項項購 (
3

2
嫌: 嫌)1/2 = 紘岌 1

2
(
3

2
嫌: 嫌)伐1/2 煩( 

3

2

項嫌項購 : 嫌 +
3

2
嫌:

項嫌項購 )晩 
綱岌喧 = 紘岌 1

2
磐3

2
嫌: 嫌卑伐1

2斑
(
3

2
峙2嫌 峩)  

Finalement on trouve : 

綱岌喧 = 紘岌 3
2

嫌購結圏  (2.15) 

Il reste maintenant à déduire la relation qui existe entre la déformation plastique cumulée 喧岫建岻 et le multiplicateur plastique 紘岌 . 
D’après la relation (2.11), on a : 

喧岫建岻 = 俵2

3
豹 嵶 綱岌喧(酵)嵶建

0

穴酵 馨 喧岌 = 俵2

3
嵶 綱岌喧嵶 = 俵2

3
紘岌 3

2購結圏 俵2

3
購結圏  

On trouve que : 喧岌 = 紘岌  (2.16) 

L’équation (2.15), devient alors : 

綱岌喧 = 喧岌 3
2

嫌購結圏  (2.17) 

2.3.2. Fonction d’écrouissage  

Les variables d’écrouissage permettent de décrire l’évolution de la surface de charge au 

cours de la sollicitation. Dans le cas général, ces variables d’écrouissage peuvent être de 

nature scalaire,  vectorielle et/ou tensorielle. 
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2.3.2.1. Ecrouissage linéaire 

Généralement la fonction d’écrouissage est déduite d’un essai simple monotone et 

isotherme. La figure (2.4), montre la courbe de la contrainte et déformation avec 

écrouissage linéaire.  

 

 

 

 

 

Fig. 2.4- Comportement élastoplastique avec écrouissage linéaire [Dunne, 2005]. 

L’équation (2.18), décrit les relations entre la contrainte et la déformation : 

൞ ߪ = , ߝܧ ߝ ݅ݏ ൑ ߪܧݕߪ = ݕߪ + ߝ)ܪ െ ܧݕߪ ), ߝ ݅ݏ ൒ ܧݕߪ   (2.18) 

Lorsque le critère de Von Misès est atteint, la fonction d’écrouissage prend la relation: 

ܴሺ݌ሻ =
ܧܧܪ െ ܪ ݌ + ݕߪ  (2.19) 

2.3.3.2. Ecrouissage en puissance 

La relation qui relie les contraintes aux déformations prend la forme suivante : 

ߪ =
ܧߪ + ܽ ܧݕߪ (

ߪ െ ݕߪݕߪ )݊ , ߝ ݅ݏ ൒ ܧݕߪ  (2.20) 

L’expression de la fonction d’écrouissage sera : 

ܴሺ݌ሻ = ݕߪ + )ݕߪ
ݕߪܽܧ (݌

1݊  (2.21) 

 

 

E 

H ݕߪ  

 

 ߪ

 ߝ
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La figure (2.5), schématise la fonction R(p) pour différentes valeurs de n  

 

Fig. 2.5- Courbe d’écrouissage en puissance. 

2.4. Relations de comportement élastoplastiques de Von Misès  

La figure (2.6), montre une schématisation de l’intégrale implicite des relations de 

comportement de Von Misés, connue aussi sous le nom de la méthode de retour radiale. 

L’ellipse de Von Mises des contraintes déviatoriques plane devient un cercle, et d’après la 

notion de la normalité de la vitesse de déformation plastique, qui est perpendiculaire sur la 

surface de chargement, les contraintes de prédictions élastiques seront corrigées par la 

déformation plastique radiale, d’ou le nom de la méthode [Dune, 2005].    

 

 

 

 

 

  

 

Fig. 2.6- Intégrale implicite (Méthode de retour radiale) des équations élastoplastiques      

de Von Misés  [Dunne, 2005]. 
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La relation d’élasticité de Hooke entre la contrainte et la déformation s’écrit : 購 = 2罫綱結 + 膏劇堅(綱結)荊 (2.22) 

Comme la déformation élastoplastique est une somme des déformations élastique et 

plastique, il vient : 綱結 = 綱建結 + つ綱結 = 綱建結 + つ綱 伐 つ綱喧  

Donc, on aura : 購 = 2罫(綱建結 + つ綱 伐 つ綱喧) + 膏劇堅(綱建結 + つ綱 伐 つ綱喧)荊 
Ce qui donne : 購 = 2罫(綱建結 + つ綱) + 膏劇堅(綱建結 + つ綱)荊婀娶娶娶娶娶娶娶娶娶婬娶娶娶娶娶娶娶娶娶婉鶏堅é穴件潔建結憲堅  é健欠嫌建件圏憲結     伐 2罫 つ綱喧婀娶婬娶婉系剣堅堅結潔建件剣券  喧健欠嫌建件圏憲結  

(2.23) 

Il faut signaler que : 劇堅(つ綱喧) = 0, car elle est déviatorique. 

Le tenseur de prédiction élastique, dénoté par 購é健欠嫌  a donc comme expression : 

購é健欠嫌 = 2罫(綱建結 + つ綱) + 膏劇堅(綱建結 + つ綱)荊 (2.24) 

D’après l’équation (2.24), l’équation (2.23) devient : 

購 = 購é健欠嫌 伐 2罫 つ綱喧 = 購é健欠嫌 伐 2罫つp
3

2

嫌購結圏  (2.25) 

Si on exprime le tenseur de contrainte en fonction du tenseur des contraintes déviatoriques, 

il sort : 

購 = 嫌 +
1

3
(購: 荊)荊  (2.26) 

L’équation (2.25), aura comme expression : 

嫌 +
1

3
(購: 荊 )荊  = 購é健欠嫌 伐 3罫つp

嫌購結圏   (2.27) 
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Après réarrangement de l’équation (2.27), il vient : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )嫌 = 購é健欠嫌 伐 1

3
(購: 荊 )荊   (2.28) 

Notre premier but est de rechercher une relation qui relie le tenseur des contraintes 

élastique (prédicteur élastique) ou son équivalent à celui du tenseur des contraintes 

équivalent. 

購é健欠嫌 伐 1

3
(購: 荊 )荊   = 2罫(綱建結 + つ綱) + 膏荊(綱建結 + つ綱): 荊 伐 計綱建結 : 荊 荊 

購é健欠嫌 伐 1

3
(購: 荊 )荊  = 2罫(綱建結 + つ綱) + 膏荊(綱建結 + 綱): 荊 伐 計(綱建結 + つ綱 伐 つ綱喧): 荊 荊 

購é健欠嫌 伐 1

3
(購: 荊 )荊  = 2罫(綱建結 + つ綱) + 膏荊(綱建結 + 綱): 荊 伐 計(綱建結 + つ綱): 荊 荊 

購é健欠嫌 伐 1

3
(購: 荊 )荊  = 2罫(綱建結 + つ綱) + (膏 伐 計)荊(綱建結 + 綱): 荊 岩 嫌é健欠嫌  

Ainsi, l’équation (2.28) devient : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )嫌 = 嫌é健欠嫌   (2.29) 

On peut écrire aussi : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )嫌: (1 + 3罫 つp購結圏 )嫌 = 嫌é健欠嫌 : 嫌é健欠嫌  

D’après le critère de Von Misès, la contrainte élastique équivalente est donnée par : 

購é健欠嫌 ,結圏 = 俵3

2
(嫌é健欠嫌 : 嫌é健欠嫌 )

1
2斑  

Ce qui donne : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )購結圏 = 購é健欠嫌 ,結圏  (2.30) 

Donc, notre premier but est atteint, car on a pu exprimer la contrainte équivalente par celle 

de la contrainte élastique équivalente. 
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La relation (2.30) peut être réécrite de la façon suivante : ݍ݁ߪ + ȟpܩ3 = ݏé݈ܽߪ ݍ݁,  (2.31) 

On peut aboutir à l’équation (2.31), d’une autre manière et voici les  démarches ci-dessous. 

La règle de normalité peut s’exprimer d’une autre façon, par utilisation de la notion du 

vecteur unitaire qui indique le sens de la direction de la normale à la surface de plasticité. 

ߪ߲݂߲ =
3

2

ݍ݁ߪݏ = ඨ3

2
ܰ , ( ฮܰฮ = 1) (2.32) 

où, ܰ est le vecteur normal unitaire à la surface de charge plastique. 

L’équation (2.17), sera réécrite par une approche implicite par : 

۔ۖەۖ
݌ߝȟۓ = ȟp

3

2

ݍ݁ߪݏ = ȟpඨ3

2
ܰ                    ȟp ൒ 0, et   ȟp(ݍ݁ߪ െ ܴሺ݌ + ȟpሻᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ

Régle  de  normalité

= 0

  (2.33) 

La partie déviatorique du comportement élastique, est donnée par : ݏ = ݏé݈ܽݏ െ ݌ߝȟ ܩ2 ֜ ݏé݈ܽݏ = ݏ + ݌ߝȟ ܩ2  

De plus : 

 ȟ݌ߝ = ට3

2
ȟpܰ , (Règle de normalité) 

ݏ = ට2

3
 (Expression de la normale pour le critère de Von Misès) ,ܰݍ݁ߪ

ඨ2

3
ܰݍ݁ߪ + ඨ3ܩ2

2
ȟpܰ = ݏé݈ܽݏ  



Chapitre 2                         Intégration des relations de comportement élastoplastique de Von Misès 

47 

 

嫌é健欠嫌 = (俵2

3
購結圏 + 2罫俵3

2
つp)軽 (2.34) 

Une remarque importante déduite de la relation (2.34), est que la normale finale à la 

surface de plasticité est colinéaire à 嫌é健欠嫌 . 

D’après cette remarque, et suivant la notion du vecteur unitaire, on peut écrire que : 

軽 =
1嵶 嫌結健欠嫌 嵶 嫌結健欠嫌 = 俵3

2

嫌結健欠嫌購結健欠嫌 ,結圏 = 軽結健欠嫌  (2.35) 

De ce qui suit, on obtient : 

(俵2

3
購結圏 + 2罫俵3

2
つp)軽 = (俵2

3
購結圏 + 2罫俵3

2
つp)俵3

2

嫌結健欠嫌購結健欠嫌 ,結圏 = 嫌é健欠嫌  

(俵2

3
購結圏 + 2罫俵3

2
つp)俵3

2

嫌結健欠嫌購結健欠嫌 ,結圏 = (購結圏 + 2罫 3

2
つp)

嫌結健欠嫌購結健欠嫌 ,結圏 = 嫌結健欠嫌  

On aura : 

(購結圏 + 2罫 3

2
つp)嫌結健欠嫌 = 嫌結健欠嫌 購結健欠嫌 ,結圏 馨 購結健欠嫌 ,結圏 = 購結圏 + 3罫つp 

C’est la même expression de la relation (2.31), qui est démontrée par une autre démarche. 

L’équation (2.31) de la condition de cohérence (évolution plastique par hypothèse), qui est 

une équation non linéaire scalaire d’inconnue つp, est en général, résolue par la méthode de 

Newton. 

On écrit : 

血 = 購結圏 + 迎岫喧 + つp岻 = 購結健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 伐 迎岫喧 + つp岻 = 0 (2.36) 
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血 +
項血項つp

穴つp + 橋 = 0 

馨 購結健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 伐 迎岫喧 + つp岻 +
項岾購結健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 伐 迎岫喧 + つp岻峇項つp

穴つp + 橋 = 0 

Ce qui conduit à : 

穴つp =
購結健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 伐 迎岫喧 + つp岻

3罫 +
項迎岫喧 + つp岻項項つp

 (2.37) 

Avant de détailler le paragraphe suivant, qui traitera la détermination de la matrice 

Jacobéenne c-à-d la détermination de la matrice élastoplastique ou le tenseur des raideurs, 

il est nécessaire de justifier une inégalité très importante, et cela pour faciliter la tache de 

programmation numérique du comportement élastoplastique suivant le critère de           

Von Misès : 

血(購é健欠嫌 , 喧) 半 血(購, 喧 + つp) (2.38) 

On sait que : 血(購é健欠嫌 , 喧) = 購結健欠嫌 ,結圏 伐 迎岫喧岻  et 血(購, 喧 + つp) = 購結圏 伐 迎(喧 + つp)  

 d’où : 血(購é健欠嫌 , 喧) 伐 血(購, 喧 + つp) = (購結健欠嫌 ,結圏 伐 迎岫喧岻) 伐 (購結圏 伐 迎岫喧 + つp岻) ) 

血(購é健欠嫌 , 喧) 伐 血(購, 喧 + つp) = (購é健欠嫌 ,結圏 伐 購結圏 ) + (迎岫喧 + つp岻 伐 迎岫喧岻) 

Et, d’après la relation de la cohérence (2.31), il sort : 購é健欠嫌 ,結圏 伐 購結圏 = 3罫つp (2.39) 

Le développement au premier ordre de Taylor donne : 迎岫喧 + つp岻 伐 迎岫喧岻 = 岷岫喧 + つp岻 伐 岫喧岻峅迎岫喧岻旺 = (つp)迎岫喧岻旺  
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On trouve que : 血(購é健欠嫌 , 喧) 伐 血(購, 喧 + つp) = 3罫つp + つp迎岫喧岻旺 = (3罫 + 迎岫喧岻旺)つp 

D’après la règle de la convexité de la surface de charge (迎岫喧岻旺 半 0), et la règle de la 

normalité (つp 半 0), il vient immédiatement : 血(購é健欠嫌 , 喧) 半 血(購, 喧 + つp) 

La solution de l’équation (2.39) varie suivant l’évolution de la fonction de chargement : 

 Si  購結圏 伐 迎岫喧 + つp岻 < 0 ,  Evolution élastique, つp = 0 

 Si  購結圏 伐 迎岫喧 + つp岻 = 0 ,  Evolution élastoplastique, つp 半 0 (par hypothèse) 

Pour cette raison, il est commode de commencer par tester l’hypothèse d’une évolution 

purement élastique. 嫌件 血(購é健欠嫌 , 喧) < 0 馨  血(購, 喧 + つp) < 0 (2.40) 

Dans le cas où la prédiction n’est pas correcte (血(購é健欠嫌 , 喧) > 0), alors la déformation 

totale n’est pas identique à la déformation élastique (つ綱 塙 つ綱結), il faut donc supposer que 

la déformation plastique et non nulle (つ綱喧 塙 0, 結建 つp > 0). 

D’après la règle de normalité, il sort : つp血(購, 喧 + つp) = 0, et comme つp > 0, implique que : 血(購, 喧 + つp) = 0 

On constate que cette inégalité va faciliter la tâche plus loin pour la résolution numérique. 

2.5. Matrice élastoplastique  

Le but de ce paragraphe est de déterminer la matrice élastoplastique ou tenseur des raideurs 

suivant le comportement élastoplastique à écrouissage isotrope (linéaire ou non linéaire). 

La méthode d’intégration utilisée dans le paragraphe précédent se base sur une formulation 

implicite directe. A partir de l’état initial, ou à partir de l’instant de calcul précédent, on 

calcule le champ de contraintes résultant d’un incrément de déformation. 
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 Dans ce qui suit, on calcule l’opérateur tangent ou plus précisément la matrice 

élastoplastique.  

2.5.1. Matrice élastique isotrope 

La loi de Hook peut s’écrire incrémentale sous la forme suivante : つ購 = 2罫つ綱結 + 膏荊つ綱結 : 荊 (2.41) 

Où plus succinctement, la relation (2.42) devient [Dune, 2005]: つ購 = 岫2罫所 + 膏荊荊岻:つ綱結  (2.42) 

Où, 所 et le tenseur d'identité de quatrième ordre avec les propriétés suivantes : 

 所: 荊 = 荊: 所 = 荊 
 所: つ綱 = つ綱: 所 = つ綱 

L’opérateur tangent ou la matrice élastique est le résultat du rapport de la dérivée partielle 

des contraintes et déformation. Dans notre programme en éléments finis, on utilisera les 

notations suivantes : 

穴つ購 =
項つ購項つ綱 穴つ綱 (2.43) 

Ainsi, pour le calcul de la dérivée par rapport, cette fois, à la déformation de cisaillement, 

on écrit: 項つ購11項つ紘12

=
項つ購11項つ綱12

項つ綱12項つ紘12

=
1

2

項つ購11項つ綱12

 

La matrice élastique isotrope, pour un état de déformation plane (つ紘13 = つ紘13 = 0) 

est donnée par la relation (2.44). 
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項つ購項つ綱 =

琴欽欽
欽欽欽
欽欽欽
欽欽欣
項つ購11項つ綱11

項つ購11項つ綱22

項つ購11項つ綱33

項つ購11項つ紘12項つ購22項つ綱11

項つ購22項つ綱22

項つ購22項つ綱33

項つ購22項つ紘12項つ購33項つ綱11

項つ購33項つ綱22

項つ購33項つ綱33

項つ購33項つ紘12項つ購12項つ綱11

項つ購12項つ綱22

項つ購12項つ綱33

項つ購12項つ紘12 筋禽禽
禽禽禽
禽禽禽
禽禽禁

= 琴欽欽
欽欣(2罫 + 膏) 膏 膏 0膏 (2罫 + 膏) 膏 0膏 膏 (2罫 + 膏) 0

0  0  0 (
1

2
2罫)筋禽禽

禽禁
 (2.44) 

2.5.2. Matrice élastoplastique isotrope 

Partons de l’équation (2.29), qui a comme expression : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )嫌 = 嫌é健欠嫌 馨 絞 釆(1 + 3罫 つp購結圏 )嫌挽 = 絞 峙嫌é健欠嫌 峩 
On trouve : 

(1 + 3罫 つp購結圏 )絞(嫌) 伐 3罫 つp購結圏 2
嫌絞岫購結圏 岻 +

3罫購結圏 嫌絞岫つp岻 = 絞(嫌é健欠嫌 ) (2.45) 

De la même manière pour l’équation (2.31) : 絞(購結圏 ) + 3罫絞(つp) = 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) (2.46) 

Pour l’équation de la fonction de charge, il vient de même : 絞血(購, 喧 + つp) = 絞岫購結圏 岻 伐 絞迎岫喧 + つp岻 = 0 

or : 

絞迎岫喧 + つp岻 =
ダ迎岫喧 + つp岻つp

絞つp 

Qui donne : 絞岫購結圏 岻 = 迎旺絞(つp) (2.47) 
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avec : 迎旺岫喧 + つp岻 = 迎旺 =
ダ迎岫喧+つp岻つp

 

Remplaçons l’expression de 絞岫購結圏 岻 dans l’équation (2.46), donc: 迎旺絞(つp) + 3罫絞(つp) = 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ), et on obtient : 

絞岫つp岻 =
絞(購é健欠嫌 ,結圏 )迎旺 + 3罫  (2.48) 

L’équation (2.47) combinée avec l’équation (2.48), donne l’égalité suivante : 

絞岫購結圏 岻 + 3罫絞岫つp岻 = 絞岫購結圏 岻 + 3罫 絞(購é健欠嫌 ,結圏 )迎旺 + 3罫 = 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) 

d’où: 

絞岫購結圏 岻 = 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) 釆1 伐 3罫迎旺 + 3罫挽 (2.49) 

Et comme : 

購é健欠嫌 ,結圏 = 購結圏 + 3罫つp 馨 3罫 つp購結圏 =
購é健欠嫌 ,結圏購結圏 伐 1 馨 3罫 つp購結圏 + 1 =

購é健欠嫌 ,結圏購結圏  

Il sort : 

(1 + 3罫 つp購結圏 ) =
購é健欠嫌 ,結圏購結圏  (2.50) 

D’après l’équation (2.50) :  岾1 + 3罫 つp購結圏 峇 =
購é健欠嫌 ,結圏購結圏   

D’après l’équation (2.49) : 3罫 つp購結圏 2 嫌絞岫購結圏 岻 = 3罫 つp購結圏 2 嫌 峙1 伐 3罫迎旺 +3罫峩 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) , et : 

D’après l’équation (2.48) :  
3罫購結圏 嫌絞岫つp岻 =

3罫購結圏 嫌 1迎旺 +3罫 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) 

L’équation (2.45), devient : 購é健欠嫌 ,結圏購結圏  絞(嫌) +
3罫つp購結圏 2

嫌 峪 迎旺迎旺 + 3罫崋 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) +
3罫購結圏 嫌 1迎旺 + 3罫 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) = 絞(嫌é健欠嫌 ) 

購é健欠嫌 ,結圏購結圏  絞(嫌) +
3罫購結圏 2

嫌 釆 1迎旺 + 3罫挽 岷購結圏 伐 迎旺つp峅絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) = 絞(嫌é健欠嫌 ) 
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Il reste à déterminer l’expression de 岷購結圏 伐 迎旺つp峅.  
De l’équation (2.31), on peut écrire que : 購結圏 = 購é健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 馨 購結圏 伐 迎旺つp = 購é健欠嫌 ,結圏 伐 3罫つp 伐 迎旺つp 

購結圏 伐 迎旺つp = 購é健欠嫌 ,結圏 伐 岫3罫 + 迎旺岻つp = 購é健欠嫌 ,結圏 伐 岫3罫 + 迎旺岻(
購é健欠嫌 ,結圏 伐 購結圏

3罫 ) 

Finalement on trouve : 

購結圏 伐 迎旺つp =
伐迎旺購é健欠嫌 ,結圏 + 岫3罫 + 迎旺岻購結圏

3罫  

d’où :  購é健欠嫌 ,結圏購結圏  絞(嫌) +
3罫購結圏 2

嫌 釆 1迎旺 + 3罫挽 峪伐迎旺購é健欠嫌 ,結圏 + 岫3罫 + 迎旺岻購結圏
3罫 崋 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) = 絞(嫌é健欠嫌 ) 

A la fin, on abouti à la relation suivante : 

購é健欠嫌 ,結圏購結圏  絞(嫌) +
嫌岫購結圏 岻2

崛購結圏 伐 購é健欠嫌 ,結圏
1 + (

3罫迎旺 )
崑 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) = 絞(嫌é健欠嫌 ) (2.51) 

Il reste à déterminer l’expression de 絞(購é健欠嫌 ,結圏 ). 

絞(購é健欠嫌 ,結圏 ) = 絞(
3

2
購é健欠嫌 : 購é健欠嫌 )

1
2 =

1

2
(
3

2
購é健欠嫌 : 購é健欠嫌 )

伐1
2 (

3

2
絞購é健欠嫌 : 購é健欠嫌 +

3

2
購é健欠嫌 : 絞購é健欠嫌 ) 

絞盤購é健欠嫌 ,結圏 匪 =
3

2

1購é健欠嫌 ,結圏 購é健欠嫌 : 絞購é健欠嫌  (2.52) 

En reportant l’expression de l’équation (2.52), dans l’équation (2.51), on retrouve : 

 絞(嫌) =
購結圏購é健欠嫌 ,結圏 絞(嫌é健欠嫌 ) +

3

2
崛 1

1 + (
3罫迎旺 )

伐 購結圏購é健欠嫌 ,結圏 崑 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 絞(嫌é健欠嫌 ) (2.53) 
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On pose : 

ツ =
3

2
峪 1

1+(
3罫迎旺 )

伐 購結圏購é健欠嫌 ,結圏 崋 et 迎 =
購結圏購é健欠嫌 ,結圏  

L’équation (2.53), devient : 

絞(嫌) = (ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 + 迎所): 絞(嫌é健欠嫌 ) (2.54) 

Mais, ce que nous cherchons en juste c’est la relation qui existe entre (絞購) et (絞綱) pour 

atteindre notre objectif fondamental, et qui est la détermination de la matrice 

élastoplastique. 

 Pour cette raison nous suivrons les étapes suivantes :  

絞(嫌é健欠嫌 ) = 2罫(絞(綱結) 伐 1

3
荊荊: 絞(綱結)) 

Partant de la condition d’incompressibilité, il vient : 絞綱結 岩  絞綱 

Donc, on aura : 

絞(嫌é健欠嫌 ) = 2罫(絞(綱) 伐 1

3
荊荊: 絞(綱)) (2.55) 

Remplaçons cette expression dans l’équation (2.54). 

絞(嫌) = (ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 + R所): (2罫(絞(綱) 伐 1

3
荊荊: 絞(綱))) 

絞(嫌) = 2罫ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 絞(綱) 伐 1

3
ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : (荊荊: 絞(綱)) + 2罫迎絞(綱)

伐 2

3
罫迎所: (荊荊: 絞(綱)) 

Et comme, 嫌é健欠嫌  est un tenseur déviatorique, on aura donc : 

嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : (荊荊: 絞(綱)) =
嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 荊劇堅絞(綱) = 0 
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 d’où : 

絞(嫌) = 2罫ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 絞(綱) + 2罫迎絞(綱) 伐 2

3
罫迎所: (荊荊: 絞(綱)) (2.56) 

et, comme : 

絞(購) = 絞(嫌) +
1

3
荊荊: 絞(購) = 絞(嫌) + 計荊荊: 絞綱結 = 絞(嫌) + 計荊荊(絞(綱) 伐 絞綱喧) 

et : 計荊荊絞綱喧 = 0, la variation de la contrainte s’écrit : 

絞(購) = 絞(嫌) + 計荊荊絞(綱) 

L’expression de l’équation (2.56), devient : 

 絞(購) = 2罫ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 絞(綱) + 2罫迎絞(綱) + (計 伐 2

3
罫迎)荊荊: 絞(綱) (2.57) 

Ainsi, la contrainte s’écrit en fonction de la déformation, d’où le tenseur des raideurs est 

totalement identifié. L’équation (2.57) peut être réécrite sous la forme condensée suivante : 

絞(購) = 2罫ツ 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 嫌é健欠嫌購é健欠嫌 ,結圏 : 絞(綱) + 2罫迎絞(綱) + (計 伐 2

3
罫迎)荊荊: 絞(綱) (2.58) 

Finalement, à partir de l’équation (2.57), ou de l’équation (2.58), nous pouvons déterminer 

la matrice tangente élastoplastique. Voici les termes de notre matrice élastoplastique : 

絞購11 = 2罫ツ 嫌11
é健欠嫌

(購é健欠嫌 ,結圏 )2
峙嫌11

é健欠嫌 絞綱11 + 嫌22
é健欠嫌 絞綱22 + 嫌33

é健欠嫌 絞綱33 + 2嫌12
é健欠嫌 絞綱12

+ 2嫌13
é健欠嫌 絞綱13 + 嫌23

é健欠嫌 絞綱23飯 + 2罫迎絞綱11 + (計 伐 2

3
罫迎)(絞綱11 + 絞綱22 + 絞綱33) 

絞購22 = 2罫ツ 嫌22
é健欠嫌

(購é健欠嫌 ,結圏 )2
峙嫌11

é健欠嫌 絞綱11 + 嫌22
é健欠嫌 絞綱22 + 嫌33

é健欠嫌 絞綱33 + 2嫌12
é健欠嫌 絞綱12

+ 2嫌13
é健欠嫌 絞綱13 + 嫌23

é健欠嫌 絞綱23飯 + 2罫迎絞綱22 + (計 伐 2

3
罫迎)(絞綱11 + 絞綱22 + 絞綱33) 
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絞購33 = 2罫ツ 嫌33
é健欠嫌

(購é健欠嫌 ,結圏 )2
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La matrice élastoplastique pour un état de déformation plane est donnée par : 
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2.6. Conclusion 

La méthode de retour radial est une méthode d’intégration fiable des relations implicites de     

Von Misès, car partant d’une prédiction élastique linéaire isotrope avec une correction 

plastique nous aboutissons à une relation élastoplastique entre contraintes est déformations. 

Ainsi, cette méthode va être utilisée dans la modélisation du comportement des 

géomatériaux utilisés dans le présent mémoire. 
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3.1. Introduction 

La prévision du comportement statique ou dynamique des structures et géomatériaux a 

complètement changé depuis que la méthode des éléments finis (MEF) est pleinement 

opérationnelle, et dont l’emploi à été considérablement facilité par le développement de pré et 

de post processeurs de plus en plus efficace et intelligents. 

La résolution par la méthode élément finis est l’une des méthodes les plus utilisées pour 

analyser le comportement des systèmes physiques. Elle consiste à utiliser une approximation 

simple des variables inconnues pour transformer les équations différentielles en équations 

algébriques. La réponse est obtenue par des méthodes de résolutions dynamiques non linéaires 

telles que la méthode de Newton avec l’utilisation d’un schéma d’intégration temporel de 

Newmark. 

On présentera dans ce chapitre, une brève présentation de la méthode des éléments fins et son 

application. Nous exposerons les démarches pour la détermination des matrices de masses et 

de rigidité, et à la fin nous donnerons les méthodes de résolution des équations d’équilibres 

pour le cas non linéaire. 

3.2. Modélisation géométrique 

3.2.1. Aperçu général de la méthode des éléments finis 

3.2.1.1. Eléments finis 

La méthode des éléments finis est  une technique particulière d’approximation qui consiste à 

transformer les équations différentielles du problème physique en un système linéaire fini 

d’équations algébriques, par l’application du principe des travaux virtuels. 

Le milieu réel ツ est remplacé par un milieu supposé équivalent contenu dans un contour 

polygonal, le plus proche possible du contour réel (Fig. 3.1). Ce milieu équivalent ツ旺  est 

ensuite partagé en sous domaines ツe , appelés : éléments finis. L’inconnue du problème 

(champ de déplacement), dans chaque élément fini, est déterminée par une interpolation 

polynomiale entre les valeurs du champ en  certains points de l’élément, appelés : nœuds. La 

position des nœuds et le degré des polynômes sont choisis de sorte que le champ inconnu soit 

suffisamment continu sur l’ensemble des éléments [Imbert, 1995]. 
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Cette méthode tente de représenter une fonction dite exacte ݑሬሬሬԦ(ݔԦ,  sur une structure π, par ,(ݐ

une fonction approchée  ݑሬሬሬԦ݅݁ ,Ԧݔ) sur un élément fini πe (ݐ  souvent sous la forme, pour tout point 

de l’élément πe : 

ሬԦ݅݁ݑ ሺݔԦ, ሻݐ = ෍ܲ݅ ݆݆݁=1

ሺݔԦሻ.  (3.1)    (ݐ)݆݁ܽ

Où Pij
eሺxሬԦሻ sont des fonctions connues, linéairement indépendantes, définies pour chaque 

élément fini, tels que des polynômes ou des fonctions trigonométriques. Les variables ݆ܽ݁(ݐ) 

sont des fonctions du temps, inconnues et appelées : variables généralisées  

 

 

 

 

 

 

            a)- Milieu continu réel                                       b)- Milieu continu équivalent 

Fig. 3.1- Discrétisation d’une structure. 

En supposant que la fonction approchée coïncide avec la fonction exacte aux n nœuds, il sort :   

,Ԧ1ݔሬԦ݁ሺݑ  ሻݐ = ሬܷሬԦ
1݁ ǥǥǥ(ݐ) Ԧ݅ݔሬԦ݁ሺݑ. , ሻݐ = ሬܷሬԦ݅݁(ݐ)ǥǥǥ Ԧ݊ݔሬԦ݁ሺݑ. , ሻݐ = ሬܷሬԦ݊݁(ݐ)ۙۘۖ

ۖۗ
 (3.2) 

La relation (3.1), peut s’écrire sous une autre forme : 

ሬԦ݅݁ݑ ሺݔԦ, ሻݐ = ෍ ݆݆݅ܰ݁=1

ሺݔԦሻ. ሬܷሬԦ݆݁(ݐ) (3.3) 

 

 

π πԢ  

πe  
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Cette approximation possède deux propriétés fondamentales : 

݆݅ܰ݁ (Ԧ݇ݔ) = ൜0     ݅ݏ ݇ ് ݆
݇ ݅ݏ     1 = ݆  (3.4) 

La fonction ݆݅ܰ݁  ,est appelée fonction d’interpolation définie pour chaque élément fini ,(Ԧݔ)

tandis que la fonction ሬܷሬԦ݆݁(ݐ) est appelée variable nodale et représente la valeur de la fonction ݑሬԦሺݔԦ,  .ሻ en chaque nœudݐ

La relation (3.3), définit ce qu’on appelle une approximation nodale. Cette approximation 

présente les particularités suivantes : 

- L’approximation nodale sur chaque élément πe , ne fait intervenir que les variables 

nodales attachées à des nœuds situés sur l’élément πe  et sur sa frontière. 

- Les fonctions approchées sont construites de manière à être continues sur chaque 

élément πe  et satisfaire les conditions de continuité entre les différents éléments finis. 

3.2.1.2. Elément de référence 

Le type d’élément utilisé, pour la subdivision de la structure, dépend en général de la 

géométrie de celle-ci. Il existe un grand nombre de types d’éléments, chacun ayant des 

avantages et des inconvénients. Pour l’analyse des structures bidimensionnelles, les éléments 

choisis sont souvent des éléments triangulaires ou quadratiques ou un élément 

unidimensionnel poutre. Nous retiendrons dans cette étude, l’éléments triangulaire linéaire 

isoparamétrique
1, et pour des simplifications de calculs l’élément poutre (Fig. 3.2). Ce choix 

est justifié par le fait que celui-ci peut être utilisé pour l’étude de structures de formes 

irrégulière (variées) en représentant mieux les déplacements aux frontières des éléments avec 

moins d’inconnus [Rockey et al, 1997], et pour l’élément unidimensionnel, l’élément poutre 

est l’élément le plus utilisé dans ce cas. 

 

 

 

 

                                                           
1
 Un éliment isoparamétrique est un élément dont lequel les nœuds géométriques sont confondus avec les nœuds 

d’interpolation.    
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Fig. 3.2- Elément triangulaire et élément poutre linéaires isoparamétriques. 

Pour simplifier la définition analytique de ces éléments, nous introduisons la notion d’élément 

de référence. Un élément de référence ツr , est un élément de forme simple (triangle ou poutre 

console dans notre cas), repéré dans un espace de référence, qui peut être transformé en 

chaque élément réel  ツe  à l’aide d’une transformation géométrique ち. Cette transformation 

dépend de la forme et de la position de l’élément réel, dans les coordonnées des nœuds 

géométriques qui le définissent, il ya donc une transformation ち différente pour chaque 

élément réel (Fig. 3.3). 

Grâce à cette transformation, on remplacera la définition des fonctions d’interpolations dans 

chaque élément par une définition générale et unique des fonctions d’interpolation dans 

l’élément de référence en effectuant un changement de variable. 

 

 

 

 

 

 

                 a)- Elément de référence                                          b)- Milieu équivalent 

Fig. 3.3- Approximation sur l’élément de référence. 

頚 
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3.2.1.3. Expression approchée des champs des déplacements 

La méthode des éléments finis permet de définir, pour chaque élément ツi
e , une approximation 

nodale des champs 憲屎王件結岫捲王, 建岻 en fonction des fonctions d’interpolations 軽件倹結 岫捲王岻 et des 

déplacements nodaux 戟屎屎王倹結(建). 

L’équation (3.3), peut être réécrite sous forme matricielle : 憲屎王件結 = 軽件結 .  戟屎屎王倹結  (3.5) 

Avec 軽件結  étant la matrice d’interpolation définie dans l’élément ツi
e . 

 Dans l’élément de référenceツr , l’approximation (2.3) s’écrit : 憲屎王堅 = 軽堅 . 戟屎屎王結  (3.6) 

 Ou 軽堅  étant la matrice d’interpolation définie dans l’élément de référence ツr . 

Dans un problème de déformation plane, l’élément possède deux degrés de liberté en chaque 

nœud, ce qui fait un total de 6 degrés de liberté par élément pour une représentation 

matricielle, la forme matricielle de la fonction d’interpolation sera : 

軽件結 = 釆軽1
結

0

0軽1
結軽2

結
0

0軽2
結軽3

結
0

0軽3
結挽 (3.7) 

   3.2.1.4. Expression approchée du champ des déformations 

En déformations planes, le champ des déformations 綱王(捲王, 建) est constitué de trois 

composantes : 

綱王 = 班 綱11綱22

2綱12

藩 (3.8) 

La relation entre la déformation et les déplacements dans chaque élément ツi
e , peut s’exprimer 

sous la forme matricielle suivante : 綱王件結 = ほi
e . 憲屎王件結  (3.9) 
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où : 

ほi
e岫捲王岻 =

琴欽欽
欽欽欽
欣 項項捲1

0

0
項項捲2項項捲2

項項捲1筋禽禽
禽禽禽
禁
 (3.10) 

En substituant (3.5) dans (3.9), on aura : 綱王件結 = Bi
e . 戟屎屎王件結  (3.11) 

avec  

Bi
e岫捲王岻 = ほi

e . Ni
e  (3.12) 

3.2.1.5. Transformation d’une intégrale 

Les équations du mouvement sont évaluées sur l’élément réel et font intervenir des 

intégrations en 捲件 . Comme l’approximation sur l’élément réel est souvent complexe, nous 

utiliserons systématiquement l’approximation (3.6) sur l’élément de référence.  

L’intégration d’un champ 畦王 sur l’élément réel peut s’effectuer par une intégration plus simple 

sur l’élément de référence en effectuant un changement de variables selon la relation 

[Piscounov, 1966] : 

豹畦王 

ツi
e

岫捲王, 建岻. 穴懸 = 豹畦王 

ツr

岫堅王, 建岻. det 蛍件 穴懸 (3.13) 

où : 

豹 畦王 

ツr

岫堅王, 建岻穴懸 = 豹 豹 畦王(1伐堅1)

0

1

0

岫堅王, 建岻. 穴堅1穴堅2 (3.14) 

et det 蛍件 , est le déterminant de la matrice Jacobienne dans l’élément i, tel que : 

det 蛍件 = 嵳捲2 伐 捲1 検2 伐 検1捲3 伐 捲1 検3 伐 検1
嵳 = (捲2 伐 捲1)岫検3 伐 検1岻 伐 岫捲3 伐 捲1岻(検2 伐 検1) (3.15) 
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3.2.1.6. Intégration numérique – méthode de Gauss 

Vue le nombre d’intégration à effectuer et la difficulté de les calculer analytiquement (pour 

des éléments de références de degrés de liberté plus élevés), une résolution numérique est 

préférée. La méthode de gauss, à r points d’intégration, intègre exactement un polynôme 

d’ordre 兼 判 2堅 伐 1. Elle consiste à remplacer l’intégrale d’une fonction polynomiale 血(捲1, 捲2) par une combinaison linéaire de ses valeurs aux points d’intégrations. 

Dans l’élément de référence, la méthode de gausse s’exprime :   

豹 豹 血(捲1, 捲2).穴捲1穴捲2

(1伐堅1)

0

1

0

= 布拳件堅
件=1

血岫捲1件 , 捲2件岻 (3.16) 

Dans laquelle 拳件  sont les coefficients de pondération donnés dans le tableau suivant        

[Dhatt et al, 1984]. 

Tableau 3.1- Coefficient de pondération - Méthode de Hamner [Dhatt et al, 1984]. 

m r 捲1件  捲2件  拳件  
1 1 1 3エ  1 3エ  1 2エ  

 

2 

 

3 

1 2エ  

0 

1 2エ  

1 2エ  

1 2エ  

0 

1 6エ  

 

2 

 

3 

1 6エ  

2 3エ  

1 6エ  

1 6エ  

1 6エ  

2 3エ  

1 6エ  

 

3 

 

4 

1 3エ  

1 5エ  

3 5エ  

1 5エ  

1 3エ  

1 5エ  

1 5エ  

3 5エ  

伐27 96エ  

25 96エ  

25 96エ  

25 96エ  

3.3. Formulation des équations du mouvement 

3.3.1. Principe des travaux virtuels 

La loi de la dynamique qui peut être écrite sous sa forme vectorielle classique 繋王 = 兼欠王, 

généralisation de la formule de Newton, peut également être abordée en caractérisant les 

efforts par une quantité scalaire liée à la puissance développée par ces efforts. 
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 L’idée donne naissance au principe des puissances virtuels (PPV), qui repose sur le principe 

de mécanique « un corps est un équilibre équivaut à dire que la puissance totale développée 

lors d’un mouvement test ou virtuels quelconque est nulle » [Maheo, 2006].   

Si 憲屎王 est le déplacement d’une particule, le travail particulaire 穴激 de la force 穴繋屎屎屎屎屎王 qui lui est 

appliqué est donné par : 

穴激 = 極憲屎王玉. 穴繋屎屎屎屎屎王 (3.17) 

Pour le système matériel ツ, le travail total 激 est la somme des travaux individuels de toutes 

les particules qui le constituent, soit donc : 

激 = 豹極憲屎王玉. 穴繋屎屎屎屎屎王 

ツ  (3.18) 

Ce principe exprime les relations existant entre l’ensemble des forces extérieures et les forces 

intérieures correspondantes satisfaisant ensemble la condition d’équilibre. 

Le principe des travaux virtuels peut être posé de la façon suivante : le travail virtuel total 激茅 

d’un système matériel ツ soumis à un déplacement virtuel 憲屎王茅 est nul. Mathématiquement, ce 

principe aura la relation suivante : 

激茅 = 豹極憲屎王茅玉. 穴繋屎屎屎屎屎王 

ツ = 0 (3.19) 

D’après le principe des travaux virtuels, on a : 激茅 蛤 デ 激件茅件=1 =0 (3.20) 

Le travail virtuel élémentaire total 激件茅 dans l’élément ツi
e, s’exprime par : 激件茅 = 激件 ,継捲建茅 + 激件 ,荊券結茅 + 激件 ,荊券建茅  (3.21) 

avec : 激件 ,継捲建茅  est le travail virtuel élémentaire des forces extérieures, 激件 ,荊券結茅  le travail élémentaire des 

forces d’inerties et 激件 ,荊券建茅  le travail virtuel élémentaire intérieur.  
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Ces derniers peuvent être évalués à l’aide des expressions suivante [Maheo, 2006] : 

激件 ,荊券結茅 = 伐 豹極憲屎王件 茅玉 

ツi
e

. 貢件欠王件穴懸 (3.22) 

激件 ,荊券建茅 = 伐 豹極綱王件茅玉 

ツi
e

. 購王件穴懸 (3.23) 

激件 ,継捲建茅 = 豹極憲屎王件茅玉 

ツi
e

. 貢件血王懸穴懸 + 豹極憲屎王件 茅玉 

ダツi
e

. 劇屎屎屎屎王穴嫌 (3.24) 

3.3.2. Principe de Hamilton 

Le principe de Hamilton, qui résulte de la conservation de l'énergie, est l'un des principes les 

plus généraux de la mécanique. Il fournit des moyens pour trouver les équations d'équilibre 

(équations du mouvement) d'un système dynamique en déterminant la valeur stationnaire 

d'une intégrale scalaire. D’après ce principe, la variation de l'énergie cinématique et l’énergie  

potentielle plus la variation du travail effectué par les forces externes non conservatives 

agissant pendant n'importe quel intervalle de temps doivent être nulle [Dunne et al, 2005].  

Le Lagrangien L est défini par la relation suivante : 詣 = 劇 伐 戟 + 激 (3.25) 

Où T est l’énergie cinématique, U l’énergie potentielle et W le travail dû aux forces 

extérieures non conservatives.  蛍(検), désigne l’intégrale sur l’intervalle 岷建1, 建2峅 de la fonction de Lagrange 詣(検, 検旺 , 建) 

continue, différentiable par rapport à t mais aussi par rapport à 検 et 検旺 . Les dérivés partielles 

de F sont continues, au moins jusqu’à l’ordre 2. 蛍 est appelée une fonctionnelle.  

蛍 = 豹(詣)

建2

建1

穴建 = 豹 (劇 伐 戟 + 激)

建2

建1

穴建 (3.26) 

Le problème posé est le suivant : parmi toutes les fonctions y(t) qui vérifient les conditions 

limites, il faut trouver celle qui minimise 蛍 considérée comme une fonction de y. 
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Soit 検茅(建) la solution qui vérifie la problématique. Alors pour toute fonction y(t) proche 

de 検茅(建), l’inégalité suivante est vérifiée : 蛍(検茅) 判 蛍(検) (3.27) 

La fonction y(t) peut s’écrire en fonction de 検茅(建) de la manière suivante : 検岫建岻 = 検茅岫建岻 + 香考(建) (3.28) 

Où 考(建) est une fonction continue pourvue de dérivées continues telle que : 考岫建1岻 = 考岫建2岻 = 0 (3.29) 

Avec 香 est un petit paramètre. Pour 香 assez petit, il est claire que 検岫建岻 est dans le voisinage 

de 検茅岫建岻. 
La fonctionnelle : 

蛍岫香岻 = 蛍岫検茅 + 香考岻 = 豹 詣(建, 検茅(建) + 香考(建)

建2

建1

, 検茅旺(建) + 香考旺(建))穴建 (3.30) 

doit vérifier l’inégalité pour tout 香 assez petit : 蛍岫0岻 判 蛍岫香岻 (3.31) 

蛍 est minimum pour 香 = 0, ou encore la dérivée de 蛍 par rapport à 香 est nulle pour 香 = 0. 項蛍項香 岫香 = 0岻 = 0 (3.32) 

A partir de la relation (3.30), 
項項香 蛍 est donné par : 

項項香 蛍 = 豹(
項詣項検  

項検項香 +
項詣項検旺  

項検旺項香 )

建2

建1

穴建 
項項香 蛍 = 豹 (

項詣項検 考岫建岻 + 
項詣項検旺 考旺岫建岻)

建2

建1

穴建 (3.33) 
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En intégrant la relation (3.33) par partie, il sort : 

項項香 蛍 = 豹 項詣項検 考穴建 + 釆 項詣項検旺 考挽建1

建2 伐 豹 考 穴穴建  
項詣項検旺 穴建建2

建1

建2

建1

 

項項香 蛍 = 豹 磐項詣項検 伐 穴穴建  
項詣項検旺卑 考(建)穴建 + 釆 項詣項検旺 考(建)挽建1

建2
建2

建1

 

D’après l’hypothèse sur la fonction 考(建) suivant l’expression (3.29), il sort : 

項項香 蛍 = 豹 磐項詣項検 伐 穴穴建  
項詣項検旺卑 考(建)穴建建2

建1

 

 

(3.34) 

Et comme, 
項項香 蛍岫香 = 0岻 = 0, quelque soit la fonction choisie 考(建), il sort que : 項詣項検 伐 穴穴建  

項詣項検旺 = 0 

 

(3.35) 

Cette équation est appelée équation d’Euler-Lagrange associée à la minimisation de la 

fonctionnelle 蛍(検). 

Il est classique de poser : 香考岫建岻 = 絞検(建) (3.36) 

Avec les mêmes conditions aux limites : 絞検岫建1岻 = 絞検岫建1岻 = 0 (3.37) 

et de l’appeler variation de y(t) (d’où aussi 香考旺岫建岻 = 絞検旺(建)) 
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Le développement de Taylor en 香 de 蛍 donne : 

蛍岫検 + 絞検岻 = 蛍岫検岻 + 豹 磐項詣項検 絞検 + 
項詣項検旺 岫絞検岻旺卑 穴建建2

建1

+
1

2!
豹 峭項2詣項検2

絞検2 + 2
項2詣項検項検旺 絞検岫絞検岻旺 +  

項2詣項検旺 2
岫絞検岻旺 2嶌穴建建2

建1

+
1

3!
豹 磐絞検 項項検 + 岫絞検岻旺 項項検旺卑3
建2

建1

詣岫建, 検, 検旺岻穴建 + 橋 

(3.38) 

La quantitée : 

絞蛍 = 豹 磐項詣項検 絞検 +  
項詣項検旺 岫絞検岻旺卑穴建建2

建1

 (3.39) 

est la première variation de la fonctionnelle 蛍, tandis que la deuxième variation de la 

fonctionnelle 蛍 s’écrit : 

1

2!
豹 峭項2詣項検2

絞検2 + 2
項2詣項検項検旺 絞検岫絞検岻旺 +  

項2詣項検旺 2
岫絞検岻旺 2嶌穴建建2

建1

 (3.40) 

Si la première variation de la fonctionnelle est égale à zéro pour une fonction admissible y(t), 

la deuxième variation de la fonctionnelle admet une valeur stationnaire de cette fonction 

particulière. 

3.3.3. Notation de Voigt 

Pour développer des algorithmes numériques en vue de l'exécution de programmes 

informatiques, il est pratique de représenter les tenseurs en notation de Voigt. 

Le tenseur de contrainte, s’écrit suivant la notation de Voigt par : 

 購 = 煩購捲捲 購捲検 購捲権購捲捲 購検検 購検権購捲権 購検権 購権権 晩 蝦 購 = 琴欽欽
欽欽欣
購捲捲購検検購権権購捲検購検権購捲権 筋禽禽

禽禽禁 (3.41) 
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De même pour le tenseur de déformation : 

綱 = 煩綱捲捲 綱捲検 綱捲権綱捲捲 綱検検 綱検権綱捲権 綱検権 綱権権 晩 蝦 綱 = 琴欽欽
欽欽欣
綱捲捲綱検検綱権権紘捲検紘検権紘捲権 筋禽禽

禽禽禁 =

琴欽欽
欽欽欣
綱捲捲綱検検綱権権

2綱捲検
2綱検権
2綱捲権 筋禽禽

禽禽禁 (3.42) 

La norme de la contrainte notée par 嵳購嵳 est donnée par la relation suivante : 

嵳購嵳 = 謬購劇鯨購 (3.43) 

Celle du tenseur de déformation, sa norme est donnée par : 

嵳綱嵳 = 謬綱劇鯨伐1綱 (3.44) 

Où 鯨 est exprimée par : 

鯨 =

琴欽欽
欽欽欣1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 2筋禽禽

禽禽禁 , et  鯨伐1 =

琴欽欽
欽欽欽
欽欽欣
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

0 0 0
1

2
0 0

0 0 0 0
1

2
0

0 0 0 0 0
1

2筋禽禽
禽禽禽
禽禽禁
  (3.45) 

3.3.4. Equation d’équilibre 

En l’absence des forces de volume, l’équation d’équilibre pour un milieu continu est 

déterminée par l’utilisation du principe de Hamilton. Les composantes du Lagrangien sont : 

劇 =
1

2
豹貢憲屎王岌 . 

ツ 憲屎王岌  穴撃 

戟 =
1

2
豹購:

 

ツ 綱 穴撃 

激 = 豹建王. 

項ツ 憲屎王 穴畦 

(3.46) 
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L’intégrale de surface peut se transformer en intégrale de volume, suivant la transformation 

de Green : 

激 = 豹建王. 

項ツ 憲屎王 穴畦 = 豹購券屎王 

項ツ .憲屎王 穴畦 = 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王(購憲屎王) 穴撃 

ツ  (3.47) 

Ici, 建王 désigne le vecteur de contrainte. 

La fonctionnelle 蛍 s’exprime par : 

蛍 = 豹 (劇 伐 戟 + 激)

建2

建1

穴建 = 0 

蛍 = 豹 (
1

2
豹貢憲屎王岌 . 

ツ 憲屎王岌  穴撃 伐 1

2
豹購:

 

ツ 綱 穴撃 + 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購憲屎王峇 穴撃 

ツ )穴建建2

建1

 

La première variation de la fonctionnelle 蛍, est donc : 

絞蛍 = 豹 絞(劇 伐 戟 + 激)

建2

建1

穴建 
絞蛍 = 豹 (

1

2
豹2貢憲屎王岌 . 

ツ 絞憲屎王岌  穴撃 伐 1

2
豹(絞購:

 

ツ 綱 + 購: 絞綱)穴撃 + 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購絞憲屎王峇 穴撃 

ツ )穴建建2

建1

 

絞蛍 = 豹 (豹貢憲屎王岌 . 

ツ
項項建 絞憲屎王 穴撃 伐 豹(絞購:

 

ツ 綱)穴撃 + 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購絞憲屎王峇 穴撃 

ツ )穴建建2

建1

 

A noter, que : 穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購絞憲屎王峇 = 穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購峇 . 絞憲屎王 + 購:椛絞憲屎王 et :椛絞憲屎王 = 絞綱.  

Par intégration par partie, 絞蛍 aura la forme : 

絞蛍 = 豹(伐豹貢憲屎王岑 

ツ . 絞憲屎王 穴撃 + 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王 岾購絞憲屎王峇 穴撃 

ツ )穴建建2

建1

= 0 

絞蛍 = 豹 (伐豹貢憲屎王岑 

ツ + 豹穴件懸屎屎屎屎屎屎王(購)

 

ツ )絞憲屎王穴撃穴建建2

建1

= 0 
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et comme ݑߜሬԦ est arbitraire, il sort : 

െݑߩሬԦሷ + ሬሬሬሬሬሬԦݒ݅݀ ቀߪቁ = 0 (3.48) 

3.3.5. Equation du mouvement élastoplastique 

Les conditions d’équilibre ont été écrites de manière locale, c-à-d qu’elles ont été établies en 

tout point. Il existe une autre manière d’écrire cet équilibre, c’est la manière globale. 

Par l’application du principe de Hamilton sur un élément fini, l’équation lagrangienne sera : 

iܮ
e = iܶ

e െ iܷ
e + iܹ

e =
1

2
නݑߩሬԦሶ ܶ 

πi
e

ሬԦሶݑ  ܸ݀ െ 1

2
නߪ:ܶߝ 

πi
e

 ܸ݀ + න ሬԦܶݑ .  ܣԦ݀ݐ

μπi
e

 

En substituant les équations (2.59), (3,5) et (3.11) par leurs valeurs, il vient                    

[Dunne et al, 2005]: 

iܮ
e =

1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ሶ ܶ නߩ ݅ܰ݁ ܶ 

πi
e

݅ܰ݁  ܸ݀ ሬܷሬԦ݆݁ሶ െ 1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ܶ නBi

eܶࣛܲܧBi
e

 

πi
e

 ܸ݀ ሬܷሬԦ݆݁ +  ሬܷሬԦ݆݁ܶ න ݅ܰ݁ ܶ .  ܣԦ݀ݐ

μπi
e

 

On pose pour l’élément (i): 

ەۖۖ
۔ۖۖ
ۓۖۖ ݉݅݁ = න݁݅ܰߩ ܶ 

πi
e

ܰ݅݁  ܸ݀
݇݅݁ = නB

i

eܶࣛܲܧ
B

i

e
 

πi
e

 ܸ݀
݂݅݁ = න ܰ݅݁ ܶ.  ܣሬԦ݀ݐ

μπi
e

  (3.49) 

Le Lagrangien devient : 

iܮ
e =

1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ሶ ܶ݉݅݁  ሬܷሬԦ݆݁ሶ െ 1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ܶ݇݅݁  ሬܷሬԦ݆݁ +  ሬܷሬԦ݆݂݁ܶ݅݁  

La première variation de la fonctionnelle ܬ, devient : 

ieܬߜ = න ܶ)ߜ െ ܷ + ܹ)

2ݐ

1ݐ

ݐ݀ = න )ߜ
1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ሶ ܶ݉݅݁  ሬܷሬԦ݆݁ሶ െ 1

2
 ሬܷሬԦ݆݁ܶ݇݅݁  ሬܷሬԦ݆݁ +  ሬܷሬԦ݆݁ ݂݅݁)

2ݐ

1ݐ

 ݐ݀
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Dans le cas général où le mouvement de la base se produit dans les deux sens du repère 

absolu, la matrice ッ s’écrit : 

ッ= 峙1 0

0 1

    1 0

    0 1

     ┼┼   

  ┼┼    1 0

   0 1
峩 (3.54) 

La combinaison des deux équations (3.51) et (3.52) donne : 警懸岑王岫建岻 + 繋荊券建 盤懸王, 懸王岌 , 建匪 = 伐警ッ憲岑屎王訣(建)  (3.55) 

La formulation (3.55) est l’équation du mouvement qui sera prise dans la détermination de la 

réponse sismique non linéaire des profils de sols étudiés. 

Les conditions aux limites (au niveau des appuis) influent sur la matrice de rigidité globale. 

Pour cette raison, il existe des techniques numériques pour les prendre en considérations.   

3.4. Intégration numérique des équations différentielles 

La méthode de Newmark est une méthode implicite permettant de construire la solution à 

l’instant 建 + ッ建  à partir des vecteurs connus 懸王岫建岻, 懸王岌 岫建岻結建 懸岑王岫建岻. Elle utilise les 

développements limités suivant [Dhatt et al, 1984]: 懸王岌岫建 + 酵岻 = 懸王岌岫建岻 + 酵範岫1 伐 欠岻懸岑王岫建岻 + 欠懸岑王岫建 + 酵岻飯 (3.56) 

et 

懸王岫建 + 酵岻 = 懸王岫建岻 + 酵懸王岌岫建岻 +
酵2

2
範岫1 伐 決岻懸岑王岫建岻 + 決懸岑王岫建 + 酵岻飯 (3.57) 

Pour des considérations numériques, on suppose que pour un intervalle 岷建件 , 建件+ッ建峅 et pour une 

itération de calcul k (méthode itérative de Newton), la matrice élastoplastique ou tenseur de 

raideurs reste inchangeable. Pour ce cas, l’équation (3.55) après intégration de Newmark 

devient à l’instant m sous la forme suivante : 

  畦兼倦 捲兼倦 = 決兼倦  (3.58) 

Le tableau (3.2), récapitule l’expression de 畦兼倦  et 決兼倦  pour l’itération de résolution k. 
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Tableau 3.2- Expressions de l’équation du mouvement non linéaire [Cavin, 2006]. 畦兼倦 捲兼倦 = 決兼倦  

Résolution en 捲兼倦  畦兼倦  決兼倦  

Déplacement 懸王兼倦  
警 + 紅ッ建2計建兼倦紅ッ建2

 伐警ッ憲岑屎王訣岫建岻 +
警懸王喧兼伐1紅ッ建2

 

Vitesse 懸王岌兼倦  
警 + 紅ッ建2計兼倦紅ッ建2

 伐警ッ憲岑屎王訣岫建岻 伐 計建倦懸王喧兼伐1 +
警 + 紅ッ建2計建倦紘ッ建2

懸岌王喧兼伐1 

Accélération 懸岑王兼倦  警 + 紅ッ建2計兼倦  伐警ッ憲岑屎王訣岫建岻 伐 計建倦懸王喧兼伐1 

Les relations des champs des déplacements et des vitesses de prédictions 懸王喧兼伐1 et 懸岌王喧兼伐1 

respectivement, sont données par les deux équations (3.59) et (3.60). 

  懸王喧兼 = 懸王兼 + ッ建懸岌王兼 + (
1

2
伐 紅)ッ建2懸岑王兼  (3.59) 

et 

  懸岌王喧兼 = 懸岌王兼 + (1 伐 紘)ッ建懸岑王兼  (3.60) 

Les corrections des champs de vitesse et déplacements à l’instant (兼 + 1 = 建 + ッ建) sont 

données par : 

  懸王兼+1 = 懸王喧兼 + 紅ッ建2懸岑王兼+1  (3.61) 

et 

  懸岌王兼+1 = 懸岌王喧兼 + 紘ッ建懸岑王兼+1  (3.62) 

3.5. Méthode de résolution des équations de mouvement 

Quel que soit le type des non linéarités prise en compte dans la modélisation par éléments 

finis (géométrique, matérielle ou liée à la présence de pièces en contactes,..) le système prend 

la forme (3.58) [Cavin, 2006]. 

Pour résoudre le système d’équations non linéaires de la relation (3 .58) on fait recours à la 

méthode itérative de Newton, qui consiste à construire à chaque itération d’indice k, la 

solution 捲兼倦  comme une suite de vecteur de la forme de l’équation (3.63).  

  捲兼倦+1 = 捲兼倦 + ッ捲兼倦+1
 (3.63) 
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avec des considérations sur l’état initial de déplacement, vitesse et accélération. 

L’accroissement ο1+݇݉ݔ est choisi de manière à annuler le développement limé au premier 

ordre de Taylor du résidu ܴ(1+݇݉ݔ) de l’équation (3 .58). Le résidu à l’itération (k+1) de 

l’équation (3.58) s’écrit suivant l’équation (3.64) et son développement limé au premier ordre 

de Taylor suivant (3.65). 

(1+݇݉ݔ)ܴ   = ܾ݉݇ െ ݇݉ܣ  (3.64) (1+݇݉ݔ)

et ܴ(1+݇݉ݔ) = ݇݉ݔ)ܴ ) + ο1+݇݉ݔ 

(1+݇݉ݔ)ܴ ൎ (݇݉ݔ)ܴ + ݔ߲(ݔ)ܴ߲  ฬ  

ݔ) = ݇݉ݔ ) ο1+݇݉ݔ 

(1+݇݉ݔ)ܴ ൎ (݇݉ݔ)ܴ െ ݇݉ܣ߲  ݔ߲(ݔ) ቤ  

ݔ) = 1+݇݉ݔο (݇݉ݔ
 (3.65) 

Plusieurs stratégies sont possibles pour choisir la quantité 
݇݉ܣ߲ ݔ߲(ݔ)  appelée matrice tangente, 

qui dépend essentiellement dans le cas de la non linéarité matérielle du tenseur de raideur 

élastoplastique. La quantité 
݇݉ܣ߲ ݔ߲(ݔ)  peut être actualisée pour chaque itération k. Le calcul 

converge en peu d’itération mais le coût de chacune d’elles est important [Cavin, 2006]. Si 

elle est choisie constante, ce coût est considérablement réduit mais la convergence nécessite 

plus d’itérations.  

3.6. Conclusion 

La méthode des éléments finis est un outil très puissant pour l’analyse dynamique de 

structures variées. Cette méthode permet de surmonter toutes les contraintes géométriques que 

peut présenter la structure étudiée. 

La formulation des équations de mouvements par le principe de Hamilton est possible pour le 

cas non linéaire. La passation d’une équation différentielle de deuxième ordre non linéaire à 

une équation empirique est faite suivant le schéma implicite de Newmark. Le système 

d’équations non linéaires obtenus est résolue par la méthode itérative de Newton qui est la 

partie la plus couteuse du point  de vue de temps de résolution, d’où la performance de l’outil 

informatique.  



Chapitre 4                  Modélisation dynamique unidimensionnelle d’un profil de sol sur base rigide  

77 

 

4.1. Introduction 

L’étude du mouvement des terrains sous l’effet des séismes nécessite la description du 

profil de sol à étudier du point de vue de la géométrie. La modélisation du terrain doit alors 

prendre en compte les effets de la topographie, la présence de plusieurs couches de 

matériaux différents et du point de vue du comportement des matériaux, les 

caractéristiques de chaque couche doivent être convenablement décrites.  

Le modèle que nous présentons dans ce chapitre tient compte de ces différents aspects 

avec, toutefois, des hypothèses simplificatrices justifiées par la nature du problème étudié. 

4.2. Hypothèses  

Le terrain est modélisé par un domaine infini latéralement et reposant sur un substratum 

rocheux parallèle à la surface du sol. Nous supposerons que le sol est en condition 

totalement non drainée. Cette hypothèse est justifiée dans le cas des chargements rapides 

(séisme), où la pression interstitielle n’a pas le temps de se dissiper. La simplicité de la 

géométrie permet d’établir aisément les équations du mouvement. 

Pour la résolution du problème, on tient compte des hypothèses suivantes : 

 Petites déformations 

 Conservation de la quantité de mouvement (équations d’équilibres) 

 Loi de comportement elastoplastique suivant le critère de Von Misès 

 Conditions aux limites (espace) 

 Conditions initiales (temps) 

4.3. Equations d’équilibre du mouvement 

Les forces agissantes sur un élément élémentaire du profil de sol sont schématisées sur la 

figure (4.1). 

  - Force d’inertie  

FI = びi  dy dx 
ダ2u(y, t)ダt2

     (4.1) 
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- Force de cisaillement :  

Sxy = ぷxy (u, y, t) dydx    (4.2) 

- Force sismique :  

Fu岑 g = びi  dy dx u岑 g      (4.3) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.1- Forces agissant sur un élément élémentaire d’un profil de sol. 

L’équilibre de l’élément élémentaire d’après la figure (4.1) donne : 

Fi =
項項検  (Sxy ) dy 伐 Fu岑 g 馨 びi  dy dx 

ダ2u(y, t)ダt2
=

ダダy
岾ぷxy 岫u, y, t岻峇 dydx 伐 びi  dy dx u岑 g    

On trouve l’équation du mouvement suivante : 

びi  
ダ2u(y, t)ダt2

=
ダダy

岾ぷxy 岫u, y, t岻峇 伐 びi  u岑 g     (4.4) 

 

 

憲岑訣  

dx 

dy 

酵捲検 + 穴酵捲検  

酵捲検  

繋荊  繋憲訣岑  

x 

y 
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4.4. vibrations libres de la partie latérale du profil de sol 

Pour une modélisation unidimensionnelle, la relation de la contrainte de cisaillement est 

donnée par l’équation (4.5) : 

ぷxy (u, y, t) =  G(y)
ダu(y, t)ダy

    (4.5) 

La relation (4.4) devient pour le cas de vibration libre : 

びi  
ダ2u(y, t)ダt2

=
ダダy

(G(y)
ダu(y, t)ダy

)    (4.6) 

La variation du module de cisaillement dans le cas des petites déformations avec la 

profondeur pour les barrages en terre et profil de sol est donnée par la relation (4.7) 

[Gazetas-a, 1981, Gazetas-b, 1981, Abdel-Ghaffar et al, 1981, Gazetas et al, 1985, Elgamal 

et al, 1985, Pecker, 1995] : 

罫岫検岻 = 罫決(
検月)稽  (稽 = 0,

1

2
,
1

3
,
2

5
, 1)    (4.7) 

Dans cette éxpression,  罫決  désigne le module de cisaillement à la base du profil de sol. 

La vitesse de propagation des ondes sismiques verticales à la base du barrage est donnée 

par la relation (4.8) : 

撃決 = 紐罫決/貢決     (4.8) 

L’équation (4.6), devient en introduisons les expressions (4.7) et (4.8) : 

びi  
ダ2u(y, t)ダt2

= 罫決 ダダy
((

検月)稽 ダu(y, t)ダy
)    (4.9) 

 

 



Chapitre 4                  Modélisation dynamique unidimensionnelle d’un profil de sol sur base rigide  

80 

 

Les conditions aux limites sont : 

,0)ݑ  (ݐ = ሻݕሺܩ 0 ݔ߲߲ ,ݕ)ݑ ݄=ݕ൨(ݐ = 0
ቑ (4.10) 

La solution de l’équation (4.9) est de la forme ݑሺݕ, ሻݐ = ݐ߱݅݁(ݕ)׎ . L’équation (4.9) 

devient après l’introduction des conditions aux limites : 

y2  
μ2׎μy2

+ By
μ׎μy

+  
ɏi߱2݄ܾܩܤ y2െB׎ = 0 (4.11) 

l’équation (4.11) se ramène par l’introduction d’une nouvelle variable et une nouvelle 

fonction  v à l’aide des formules [Krasnov et al, 1978]:  

׎  = (
ߙെ(ߠݐ Τߚ ݕݒ = (
1(ߠݐ Τߚ ൢ (4.12) 

à l’équation de Bessel : 

t2  
μ2ݒμt2

+ t
μݒμt

+ (t2 െ p2) ݒ = 0 (4.13) 

avec 

ߙ =
ܤ െ 1

2
ߚ, =

2 െ ܤ
2

ߠ, =

2ටɏi߱2݄ܾܩܤ
2 െ ܤ p ݐ݁  =

(1 െ (ܤ

(2 െ (ܤ
 

La solution générale de l’équation (4.13) est donnée par [Krasnov et al, 1978]:   

ݒ = ሻݐሺ݌ܬ1ܥ +  ሻ (4.14)ݐሺ݌െܬ2ܥ

 .sont des constantes qui se déterminent à partir des condition aux limites 2ܥ et 1ܥ
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De l’équation (4.12), il sort que : 

׎  = ݐݒߙെ(ݕ) =
2

(2 െ (ܤ
ඨɏi߱2݄ܾܩܤ )ݕ

2െܤ
2

)ൢ (4.15) 

L’équation (4.14) devient : 

׎ = (ݕ)
1െܤ

2 ቎ܬ1ܥሺ1െܤሻሺ2െܤሻ( 2ሺ2 െ ܾܩܤሻඨɏi߱2݄ܤ )ݕ
2െܤ

2
)
) + )ሻܤሻሺ2െܤെሺ1െܬ2ܥ 2

(2 െ (ܤ
ඨɏi߱2݄ܾܩܤ )ݕ

2െܤ
2

)
)቏ (4.16) 

La fonction (ݕ)݌ܬ s’appelle la « fonction de Bessel » de première espèce d’ordre p, tandis 

que la fonction ܬെ(ݕ)݌, s’appelle la « fonction de Bessel » de première espèce d’ordre –p. 

les deux fonctions sont définies par la relation suivante [Krasnov et al, 1978]: 

(ݕ)݌ܬ  = ෍ ሺെ1ሻ݇݇! Ȟሺ݌ + ݇ + 1ሻλ
݇=0

(
ݕ
2

݌+2݇(
ሻݕሺ݌െܬ = ෍ ሺെ1ሻ݇݇! Ȟሺ݇ + 1 െ ሻλ݌

݇=0

ቀݕ
2
ቁ2݇െ݌ ۙۘۖ

ۖۗ
    (4.17) 

Ȟ(ɋ) est la « fonction Gamma d’Euler », déterminée pour toutes les valeurs positives (ainsi 

que pour toutes les valeurs complexes à partie réelle positive) par la relation : 

Ȟሺɋሻ = න eെxxɋെ1dx

λ
0

    (4.18) 

La fonction gamma possède les propriétés importantes suivantes : 

 Ȟሺɋ + 1ሻ = ɋȞሺɋሻ 
 Ȟሺ1ሻ = 1 
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Si k est un entier positif, alors : 

 Ȟሺɋ + ݇ + 1ሻ = ሺɋ + 1ሻሺɋ + 2ሻǥ  ሺɋ + 1 + ݇ሻȞሺɋ + 1ሻ  

 Ȟሺ݇ + 1ሻ = ݇! 

Pour une hauteur totale égale à h (y=h) du profil de sol, les fréquences naturelles ne sont 

que les racines de la fonction du premier ordre de Bessel (ܬ(1െܤ)

(2െܤ)

ሺܽ݅ሻ = 0). D’après la 

relation (4.16), et par remplacement de y par h, on définit les fréquences naturelles du 

profil de sol par : 

ܽ݅ =
2ሺ2 െ ሻඨɏܤ

i
ܾܩܤ2݄݅߱ )ݕ

2െܤ
2

)ȁ(ݕ = ݄)     (4.19) 

Pour la couche inférieure (substratum), l’équation (4.19) devient : 

ܽ݅ =
2ሺ2 െ ሻܤ ܸܾ߱݅ ݄    (4.20) 

Et, comme ߱݅ =  : les fréquences naturelles seront déterminées par la relation suivante ,݂݅ߨ2

݂݅ =
ܸܾ (2 െ (ܤ

݄ߨ4 ܽ݅     (4.21) 

ܸܾ 1 est la vitesse à la base du profil de sol. La relation (4.19), est identique à celle trouvée 

par [Pecker, 1995]. 

Dans le cas d’une couche de sol à module de cisaillement constant (B=0), la fréquence 

fondamentale est exprimée par la relation suivante [Cascone et al, 2003] : 

1݂ =
ݏܸ

4݄    (4.22) 

 

                                                           

1
 La vitesse élastique de cisaillement à la base du profil de sol est donnée par :  ܸܾ = ටܾߩܾܩ  
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4.5. Modèle viscoélastoplastique 

4.5.1. Formulation 

Dans ce qui suit, nous présentons le modèle visco-élastoplastique utilisé pour l’étude du 

comportement dynamique unidimensionnel des profils de sols. 

 4.5.1.1. Modélisation du comportement élastique 

Dans le domaine de très petites déformations, le comportement du sol est raisonnablement 

élastique, les déformations subies par le sol sont réversibles. 

Avec l’hypothése de géométrie unidimensionnelle et d’élasticité linéaire isotrope, le taux 

de déformation de cisaillements est relié au taux de contrainte de cisaillements par la 

relation suivante : 

 酵岌 = 罫紘岌 結     (4.23) 

G et le module de cisaillement pour les très petites déformations.
2
 

4.5.1.2. Modélisation du comportement plastique 

Lorsque la limite d’élasticité est atteinte, le sol présente des déformations irréversibles. Par 

hypothèse,  le sol est supposé avoir un comportement élastoplastique, c’est-à-dire que la 

déformation totale se décompose en une partie élastique réversible et une partie plastique 

irréversible :  

紘岌 = 紘岌 結 + 紘岌 喧     (4.24) 

D’après l’équation (4.24), l’équation (4.23) devient : 

酵岌 = 罫(紘岌 伐 紘岌 喧)    (4.25) 

 

 

                                                           
2
 Dans un milieu élastique, le module de cisaillement G et relié à la vitesse de propagation des ondes de 

cisaillement par la relation : 罫 = 貢撃嫌2. 
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4.5.2. Discrétisation en espace 

La discrétisation en éspace est faite en élément finis monodimentionnels linéaires à deux 

nœuds. La colonne de hauteur totale h est discrétisée en N éléments. Chaque élément 

élémentaire 結件   est caractérisé par son épaisseur 月件 , sa masse volumique 貢件  et son module 

de cisaillement 罫件 . Les masses sont supposées concentrées aux nœuds des éléments. 

Chaque nœud reçoit la contribution des éléments ayant ce nœud en commun, par contre le 

nœud de la surface (extremité de la colonne) reçoit uniquement la contribution de 

l’élément de la surface (Fig. 4.2) [Hashash et al, 2001]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.2- Discrétisation spatiale du profil de sol [Hashash et al, 2001]. 

D’après l’équation (4.4) et d’après la figure (4.2), l’approximation par éléments finis du 

problème consiste à résoudre pour un nœud i, commun aux éléments 結件  et 結件+1 ce qui suit : 

貢件 月件
2

項2憲(検, 建)項建2
+ 貢件+1

月件+1

2

項2憲(検, 建)項建2
= (貢件 月件

2
u岑 g + 酵検捲 岫結件岻) + (貢件+1

月件+1

2
u岑 g 伐 酵検捲 岫結件+1岻) 

  

 

兼1 +  兼2

2
 

兼2 +  兼3

2
 

兼件 + 兼件+1

2
 

兼1

2
 

兼券
2

 

倦1, 潔1 

倦2 , 潔2 

倦件 , 潔件  

倦券 , 潔券  

Couche 

1 

2 

i 

n 

罫1 ,貢1 

罫2 ,貢2 

罫件 , 貢件  

罫券 ,貢券  
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Sous forme condensée, l’équation à résoudre pour chaque pas de temps s’écrit : 

ሾܯሿሼݑሷ ሽ + ሾܭሿሼݑሽ = െሾܯሿሼܫሽuሷ g     (4.26) 

Pour la prise en compte de la matrice d’amortissement, il est très difficile de postuler 

comment la matrice d’amortissement ሾܥሿ est déterminée et avec quelles grandeurs 

mécaniques elle peut être mesurée. Par exemple la matrice d’amortissement de 

Rayleigh ሾܥሿ, peut être calculée comme une combinaison linéaire des matrices de masse 

 ሾܯሿ et de la rigidité  ሾܭሿ suivant la relation (4.27) [Zienkiewicz et al 1999]:  

 ሾܥሿ = ሿܯሾߙ +  ሿ (4.27)ܭሾߚ

Les constantes ߙ et ߚ peuvent être exprimées par [Murono et al, 2001]: 

ߙ  = ߚߦ1߱ =
ߦ߱

1

ቑ (4.28) 

Où selon Woodward et al, (1995) par:  

ߙ  = ߦ2߱1߱2 ቈ߱1 െ ߱2߱1
2 െ ߱2

2
቉

ߚ = ߦ2 ቈ߱1 െ ߱2߱1
2 െ ߱2

2
቉ ۙۘۖ

ۖۗ
 (4.29) 

[Hashash et al, 2001], propose l’éxpression suivante pour la matrice d’amortissement : 

ሾܥሿ =
ߦ2߱ ሾܭሿ (4.30) 

 .est le coefficient d’amortissement pour chaque couche du profil de sol ߦ

Pour chaque couche (i), la rigidité élémentaire correspondante à pour expression : 

 ሾܭሿ݅ = ቎ ݄݅݅ܩ െ െ݄݅݅ܩ ݄݅݅ܩ ݄݅݅ܩ ቏ (4.31) 
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Les termes de la matrice de rigidité sont connus, en peut déterminer les termes de la 

matrice d’amortissement élémentaires suivant les relations (4.27), (4.28), (4.29) où (4.30). 

Si on prend en considération l’effet de l’amortissement, l’équation (4.26) devient : 

岷警峅岶憲岑 岼 + 岷系峅岶憲岌 岼 + 岷計峅岶憲岼 = 伐岷警峅岶荊岼u岑 g     (4.32) 

Pour la résolution de l’équation du deuxième ordre, on fait recours à l’algorithme de 

Newmark avec l’utilisation de la méthode itérative de Newton. 

4.6. Conclusion  

Le modèle simplifié présenté dans ce chapitre permet d’analyser le comportement des sols 

soumis à des sollicitations complexes. La modélisation du comportement du sol, par une 

loi visco-élastoplastique avec écrouissage isotrope, permet de mettre en évidence les 

différents aspects du comportement non linéaire du sol lors d’un chargement cyclique tel 

que le séisme.     
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5.1. Introduction 

La formulation par la méthode des éléments finis faite permet d’obtenir la réponse 

dynamique des profils de sols et des structures en terre. Dans ce qui suit, quelques 

exemples numériques sont élaborés afin de tenir compte des non linéarités de ces milieux 

sur leur  réponse sismique. 

A cet effet, un programme numérique en élément finis nommé « PLASTE », à été élaboré 

en utilisant le langage de programmation « FORTRAN 90 ». Ce programme qui calcule les 

réponses statique et dynamique du point de vue déplacements, vitesses et accélérations à 

n’importe quel point de la structure se base sur une formulation élastoplastique isotrope 

basée sur le critère de Von Misès dans le cas de problèmes de déformations ou contraintes 

planes et en conditions non drainées. 

L’idée principale de la résolution numérique dans ce programme réside dans le principe de 

la méthode du « Retour Radial » utilisée pour la détermination des intégrales des relations 

de Von Misès. Nous partons d’une prédiction élastique isotrope linéaire (simple et connue) 

pour arriver à une formulation élastoplastique. La même similitude sera retenue dans la 

programmation numérique. 

5.2. Démarche du programme « PLASTE » 

5.2.1. Calcul incrémental itératif d’un solide élastoplastique 

La formulation élastoplastique dans le programme admet les hypothèses de bases : 

 Hypothèse de continuité 

 Hypothèse des petites déformations 

 Conditions totalements drainées 

 Elasticité linéaire isotrope 

 Critére de Von Misès, écoulement plastique obéissant à la règle de normalité 

 Erouissage isotrope 
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5.2.1.1. Initialisation générale 

Une attention particulière est faite concernant l’équation dynamique qui gouverne le 

mouvement (3.55), est que la non linéarité matérielle apparait au niveau des forces 

internes. D’ailleurs cette force n’a pas une relation bien déterminée mais au contraire elle 

est fonction du temps et d’autre variable. Pour cette raison l’idée de la méthode de 

« Retour Radial » se pose elle-même. 

Une initialisation des données se présente elle-même, à l’instant (t=0) la structure 

n’engendre aucun effort interne. La force interne ܨԦூ௡௧ሺݒԦǡ Ԧሶݒ ǡ  ሻ sera pénalisée et la matriceݐ

élastoplastique sera identique à la matrice élastique : 

ቊ ԦǡݒԦ௧ୀ଴ூே்൫ܨ Ԧሶݒ ǡ ൯ݐ ൌ Ͳࣛ௧ୀ଴ா௉ ൌ ࣛா௅஺ௌ       (5.1) 

L’étape d’initialisation des données comprend aussi la connaissance des : 

 Conditions aux limites  

 Conditions initiales, généralement les déplacements, les vitesses et les accélérations 

à l’instant (t=0), sans oublier l’état initial du chargement ou de contraintes. 

 géométrie de la structure à étudier où nous donne un aperçu sur la modélisation 

géométrique adéquate. 

5.2.1.2. Incrémentation de chargement 

Les données de cette étape sont les conditions aux limites, les conditions initiales et la 

matrice globale élastoplastique qui n’est que la matrice élastique globale. 

Le champ de déplacement (incrément) dans la méthode de résolution de Newton s’actualise 

d’une itération à l’autre jusqu'à la convergence pour une certaine tolérance.   

Pour chaque début d’itération sur le nombre de chargement statique ou dynamique, on a 

comme condition initiale primaire : 

- ȟݒԦ௡ ൌ Ͳ 

- Forces nodales : ܨԦா௫௧ ൌ Ԧ௡ାଵ௏௢௟ܨ ൅ Ԧ௡ାଵௌ௨௥௙ܨ
 

L’indice (n) dénote le numéro de chargement. 
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Les forces extérieures pour le cas sismique sont les forces sismiques, d’après l’équation 

(3.55) l’expression de ces forces sera : ܨԦ௡ାଵா௫௧ ൌ െܯοሺݑሷሬԦ௚ሻ௡ାଵ  (5.2) 

Il reste maintenant à actualiser le résidu des forces, on a alors : െ ሬܴԦ ൌ Ԧ௜௡௧ܨ ൅  Ԧ௘௫௧ܨ

D’après l’équation (5.1), le premier résidu calculé au niveau de chaque chargement prend 

la forme : െ ሬܴԦ ൌ Ԧ௘௫௧ܨ ൌ െܯοሺݑሷሬԦ௚ሻଵ  (5.3) 

Pour une tolérance exigée afin d’estimer la convergence de la méthode itérative de Newton, 

la norme du résidu sera multipliée par cette dernière. 

 Avant de passer au calcul volumineux de la méthode itérative de Newton, on pose : ݎ௥௘௙ ൌ ฮ ሬܴԦฮǡ ݎ ൌ ௥௘௙ݎ
 (5.4) 

L’expression (5.4), sera injectée dans la condition de convergence de la méthode de 

Newton. 

L’équation incrémentale à résoudre dans le programme est donnée par : 

ሺܯ ൅ ଶݐοߚ௧௞ܭଶݐοߚ ሻݒԦ௠௞ ൌ ሺെܯοݑሷሬԦ௚ሺݐሻ ൅ ଶݐοߚԦ௣௠ିଵݒܯ ሻ (5.5) 

L’indice m désigne le temps de chargement, οݐ l’intervalle de temps de chargement. 

La rigidité élastoplastique globale ܭ௧௞ est le seul terme qui varie dans l’intervalle de 

temps οݐ, tandis que les autres termes tels que la matrice globale de masse ܯ, 

l’accélération à la base de la structure et le vecteur de prédiction de déplacement au temps 

précédent    (m-1) reste inchangeable. 

L’objectif de la méthode itérative de Newton est de faire en sorte d’annuler le résidu pour 

satisfaire la condition d’équilibre, donc la variation du résidu par rapport au déplacement 

doit être nulle. 
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ࣛா௅஺ௌ
 

 D’après l’équation incrémentale du mouvement (5.5) et d’après l’équation de la variation 

du résidé, il sort : 

ሬܴԦሺݒԦ௠௞ାଵሻ ൎ ሬܴԦሺݒԦ௠௞ ሻ െ Ԧݒ߲߲  ሺܯ ൅ ଶݐοߚ௧௞ܭଶݐοߚ ሻቤ  ሺݒԦ ൌ ሺݒԦ௠௞ ሻሻ  οሺݒԦ௠௞ାଵሻ (5.6) 

L’objectif est atteint lorsque l’équation (5.7) est satisfaite. 

Ԧݒ߲߲  ሺܯ ൅ ଶݐοߚ௧௞ܭଶݐοߚ ሻቤ  ሺݒԦ ൌ ሺݒԦ௠௞ ሻሻ   ൎ Ͳ (5.7) 

La relation (5.7), n’est en faite que la notion de la matrice élastoplastique de rigidité 

cohérente (Fig. 5.1). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5.1- Méthode de Newton  avec opérateur tangent cohérent [Dhatt et al, 1984]. 

Tout résidu calculé dans la boucle itérative de Newton sera comparé au test de convergence 

pour satisfaire la condition de convergence. 

La boucle d’itération de l’annulation du résidu global comprend en premier lieu la 

détermination de l’incrément de déplacement qui satisfait la relation suivante : ሾܭா௉ሿݒߜԦ௡ ൌ െ ሬܴԦ (5.8) 
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avec  

۔ۖەۖ
ா௉ሿܭሾۓ ൌ ቈܯ ൅ ଶݐ οߚ௧௞ܭଶݐοߚ ቉     ሬܴԦ ൌ െܯοݑሷሬԦ௚ሺݐሻ ൅ ଶݐοߚԦ௣௠ିଵݒܯ

  (5.9) 

Pour la première itération la matrice de rigidité  ሾܭ௧௞ሿ n’est que la matrice de rigidité 

élastique isotrope ሾܭா௟௔௦ሿ. Il est à souligner que la rigidité élastique est une caractéristique 

intrinsèque du matériau ou de la structure globale.   

La détermination de l’incrément de déplacement ݒߜԦ௡ suivant l’équation (5.8) sera faite par 

la méthode de triangulation de Gauss, et d’actualiser la variation du déplacement par 

l’ajout des incréments de déplacements calculés suivant l’équation (5.10). 

   ȟݒԦ௡ ൌ ȟݒԦ௡ ൅ Ԧ௡ݒߜ  (5.10) 

5.2.1.2.1. Détermination de la matrice élastoplastique globale 

A cette étape de calcul, les données sont les déplacements globaux calculés à l’étape 

précédente ȟݒԦ௡ de la structure. Comme la matrice globale de rigidité n’est que l’ensemble 

des matrices élémentaires des matrices de rigidité élastoplastiques, il faut extraire les 

déplacements de la structure en (forme globale) en déplacements nodaux pour chaque 

élément (forme local) ȟݒԦ௡௘ et d’ailleurs cette philosophie de résolution est l’âme de la 

méthode des éléments finis.  

Les matrices de rigidité et d’effort interne seront pénalisés au début de cette étape, donc  ሾܭா௉ሿ ൌ Ͳ et ܨԦூ௡௧ ൌ Ͳ. 

5.2.1.2.2. Détermination de la matrice élastoplastique elémentaire 

Le calcul se fait pour chaque élément de la structure, pour cette raison on introduit une 

boucle sur l’ensemble des éléments de la structure pour déterminer, pour chaque élément, 

la matrice de rigidité élastoplastique et l’effort interne. 

Une initialisation est faite sur la matrice de rigidité et l’effort interne, ܭ௘ா௉ ൌ Ͳ et ܨԦ௘ூ௡௧ ൌ Ͳ. 

A cette étape, la déformation élémentaire ȟߝ௡ est calculée en fonction des déplacements 

nodaux. 
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Le calcul des contraintes et la matrice élastoplastique élémentaire sera dans l’étape 

suivante. 

5.2.1.2.3. Résolution de l’équation de cohérence 

C’est la dernière étape dans la démarche du programme « PLASTE ». Les étapes suivantes 

sont à suivre :  

 Evaluer ܵ௘௟௔௦ ൌ ܵ௡ ൅ ǣ݇ߤʹ ȟߝ (prédicteur élastique) et ߪ௘௟௔௦ǡ௘௤ ൌ ටଷଶቛܵ௘௟௔௦ቛ 

 Calculer ݂௘௟௔௦ ൌ ݂ ቀߪ௡ାଵ௘௟௔௦ǡ ௡ቁ݌ ൌ ௘௟௔௦ǡ௘௤ߪ െ ܴሺ݌௡ሻǤ Deux cas : 

- Si ݂௘௟௔௦ ൑ Ͳ, évolution élastique :   ߪ௡ାଵ ൌ ݎݐ݇͵ ቀȟߝቁ ܫ ൅ ܵ௘௟௔௦ȟߝ௣ ൌ Ͳǡࣛா௉ ൌ ࣛ  ቑ 

- Si ݂௘௟௔௦ ൐ Ͳ, évolution élastoplastique (par hypothèse): 

      - Résoudre par rapport à ȟ  : ߪ௘௟௔௦ǡ௘௤ െ ȟ െߤ͵ ܴሺ݌௡ ൅ ȟ ሻ ൌ Ͳ 

      - Evaluer les constantes ߚǡ ߚ    ǣߛ ൌ ଷఓ୼୮ఙ೐೗ೌೞǡ೐೜   ǡ ߛ ൌ ଷఓଷఓାோሺ௣೙ା୼୮ሻ  
 Contribution du point de Gauss à ሾܭ௘ா௉ሿ :  

    ሾܭ௘ா௉ሿ ൅     ௚ݓሺ ܽ௚ሻܬ൫ ܽ௚൯൧ܤ൫ ܽ௚൯൧்ൣࣛா௉൫ ܽ௚൯൧ൣܤൣ

 Contribution du point de Gauss à ܨԦூ௡௧ :  
Ԧ௘ூ௡௧ܨ     ൌ Ԧ௘ூ௡௧ܨ ൅  ௚ݓሺ ܽ௚ሻܬ௡ାଵ൫ ܽ௚൯ൟߪ൫ ܽ௚൯൧்൛ܤൣ

Ainsi, les résultats obtenus à cette étape sont : la matrice élémentaire élastoplastique et les 

forces internes élémentaires, qui seront des données pour l’étape précédente. 

Pour l’étape précédente, qui concerne la détermination de la matrice élastoplastique 

globale ainsi que l’effort interne global, un procédé d’assemblage identique au cas linéaire 

sur les matrices de rigidité élémentaires et les forces internes élémentaires est à réaliser.  

Les forces internes ܨԦூ௡௧ sont à présent déterminées, il est donc possible de calculer le 

nouveau résidu.  

Il reste à vérifier le test de convergence de la méthode de Newton, si le test n’est pas 

vérifié, on retourne à l’étape d’itération de Newton, mais cette fois le résidu prend en 

considération les efforts internes calculés précédemment. 

Si le test est satisfait, il faut actualiser les déplacements, les vitesses, les accélérations et les 

déformations plastiques. 
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Toutes les étapes de calcul étant réalisées, il reste alors à procéder à des applications de 

vérification et de validation.  

5.3. Chargement statique 

L’objectif de ce paragraphe est de valider le programme « PLASTE » pour un cas statique. 

Pour un chargement statique symétrique où antisymétrique  (ponctuel ou réparti), et pour 

des conditions aux limites symétriques, la réponse sous forme de déplacement sera soit 

symétrique où antisémitique. 

Les caractéristiques géométriques et dynamiques du profil de sol, sont données dans le 

tableau (5.1). 

Tableau 5.1 - Caractéristiques du profil de sol mono couche. 

Hauteur (m) Largeur (m) 継岫警軽【兼戴岻 貢岫倦訣【兼戴岻 荒 

4 100 2 2000 0.3 

La fonction de chargement utilisée dans cette application est la plus simple, il s’agit d’une 

fonction de chargement linéaire. La figure (5.2) schématise la relation entre la contrainte et 

la déformation plastique.   

 

 

 

  

 

 

 

 

 

Fig. 5.2- Fonction d’écrouissage linéaire. 
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h
=

0
4

m
 

l=100m 

P1=100kg 

Le profil de sol est modélisé en éléments finis triangulaires à trois nœuds, comprend 189 

nœuds et 320 éléments triangulaires. 

En premier cas, on suppose que le profil de sol est encastré des deux cotés avec la 

concentration d’une charge ponctuelle verticale à la surface libre du sol (P1=100kg). Pour 

la deuxième application, en garde les mêmes conditions aux limites, avec la prise de la 

même charge ponctuelle mais dans le sens opposé (P2=-100kg) (Fig. 5.3).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5.3- Problème statique symétrique (force ponctuel) traité. 

La figure (5.4), schématise la réponse sous forme de déplacements verticaux à la surface 

libre du profil de sol.   

L’indice ̴ܷܲܲܧ ൌ ͳͲͲ݇݃, indique le déplacement élastoplastique le long de la surface 

libre du profil de sol qui résulte de l’application de la charge ponctuel P1=100kg. 

 

 

 

 

P2=100kg 
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Fig. 5.4- Réponse élastoplastique à la surface libre du profil de sol, cas d’un chargement 

concentré. 

Dans l’application ci-dessous, on garde les mêmes données, mais au lieu d’une seul charge, 

on applique deux charge ponctuelles de mêmes grandeurs (P1=P2=100kg), appliquées à 

20m de l’extrémité du profil de sol symétriquement.  Les résultats sont schématisés dans la 

figure (5.5). 

 

Fig. 5.5- Réponse élastoplastique du profil de sol, cas de deux charges concentrés. 
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L’application suivante est praticable pour déterminer la réponse statique d’un profil de sol 

soumis à un chargement uniforme à sa surface libre, qui peut présenter le cas de 

consolidation à court terme d’un sol à caractéristique médiocre (présence de nappe 

phréatique). La charge uniforme représente le remblai, qui sert à consolidé le sol. Le 

problème traité ainsi que les conditions aux limites sont schématisés dans La figure (5.6). 圏 噺 にどど倦訣【兼ふ 
 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5.6- Schématisation du problème statique pour un chargement uniforme. 

Les tassements des particules le long de la surface libre du profil de sol, sont schématisés 

sur la figure (5.7). 

 

Fig. 5.7- Déplacements verticaux à la surface libre du profil de sol. 
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5.4. Courbe contrainte-déformation sous chargement sismique 

Les enregistrements des mouvements du sol pendant un séisme montrent que les 

accélérations, et donc les contraintes et déformations induites sont cycliques et rapides. 

Afin de mettre en évidence ce  phénomène, nous allons étudier une couche de sol 

homogène d’une épaisseur de 10m et de caractéristiques mécaniques montrées sur le 

tableau (5 .2). La couche de sol est modélisée par un élément poutre. Nous avons choisi 

d’étudier deux géomatériaux, une argile molle et du calcaire. 

Tableau 5.2- Caractéristiques dynamiques du profil de sol. 

 Masse volumique ߩሺ௞௚௠యሻ Module de Young ܧሺெே௠మሻ Coefficient de 

Poisson ߥ 

Argile molle 2000 0.5 0.3 

Calcaire 2000 2200 0.3 

On exposera dans cette application, une étude paramétrique sur l’influence de la nature des 

géomatériaux sur la courbe qui décrit les contraintes de cisaillements en fonction des 

déformations de cisaillements par la variation du module de cisaillement. 

Pour l’étude de cas, le profil de sol est modélisé par une colonne (Fig. 5.8), encastrée à la 

baes et de hauteur égale à 10m (épaisseur du profil de sol). Ce monocouche est excité  par 

l’accélérogramme enregistré à la station de Keddara (rocher) pendant le séisme de 

Boumerdes du 21 Mai 2003 (Fig. 5.9). 

 

 

 

 

 

 

Fig. 5.8- Schématisation unidimensionnelle du profil de sol. 

h=10m ߩǡ ǡܧ  ௟௔௦ ߪ ݐ݁ ߥ
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Fig. 5.9- Accélérogramme enrigistré à la station de Keddara et appliqué à la base du profil 

de sol. 

Nous allons choisir une fonction d’écrouissage, donné par la relation générale suivante : ɒ ൌ ൅ ߝ  (5.11) ߝ 

La relation (5.11), peut s’écrire comme suit : ɒ ൌ ௜ܧͳߝ ൅ ௙ܴݍ௙  ߝ
(5.12) 

La contrainte de rupture est donnée par [Wulfsohn et al, 2002]: 

௙ݍ ൌ ʹܿ    ߶ ൅ ଷߪʹ    ߶ͳ െ    ߶  (5.13) 

La figure (5.10), schématise la fonction d’écrouissage pour le modèle hyperbolique. 
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Fig. 5. 10- Fonction d’écrouissage parabolique [Wulfsohn et al, 2002].. 

On injecte le modèle hyperbolique comme une fonction d’écrouissage pour déterminer la 

réponse sismique des deux types de matériaux, l’argile molle et le calcaire. 

5.4.1. Cas d’une argile molle 

La figure (5.11), schématise le comportement ሺ߬ െ  ሻ du matériau d’argile molle enߛ

fonction du temps d’excitation du séisme de Keddara. 

La figure (5.11), exprime le fort comportement non linéaire du matériau d’argile molle, car 

on constate d’après cette figure, qu’il y’a un palier de contrainte qui peut correspondre à 

une infinité de déformations.  

On constate que le comportement de l’argile molle est linéaire (pour des déformations très 

petites), ensuite il y’a une chute du module de cisaillement jusqu’à la ruine pour les 

grandes déformations de cisaillements.  

 

 ݍ

Contrainte limite, ߪଵ െ ଷߪ ൌ ͳ ܾΤ  

௜ܧ ൌ ͳܽ
 

 ߝ
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Fig. 5.11- Courbe 岫酵 伐 紘岻 du matériau d’argile molle. 

5.4.2. Cas d’un calcaire 

Pour le cas ou le profil de sol est composé du matériau de calcaire, la figure (5.12) 

schématise la variation de la contrainte de cisaillement en fonction de la déformation du 

cisaillement. 

D’après la figure (5.12), on constate que le module de cisaillement du calcaire garde sa 

valeur le long du temps d’excitation. 

 

Fig. 5.12- Courbe 岫酵 伐 紘岻 du matériau du calcaire. 
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Pour un matériau qi à un module de cisaillement égal à ʹ ൈ ͳͲ଴଼݇݃Ȁ݉;, la variation de ce 

dernier lord d’une excitation sismique est schématisée sur la figure (5.13). 

 

Fig. 5.13- Courbe ሺ߬ െ  .ሻ d’un géomatériauߛ

5.4.3. Discussions 

On remarque d’après les résultats trouvés, que le comportement du géomatériau calcaire 

lord d’une excitation sismique est fortement linéaire réversible (le parcours des 

contraintes-déformations est le même en chargement ou déchargement), c’est pour cette 

raison que le module de cisaillement garde sa valeur initiale au cours de l’excitation 

sismique. 

Tandis que le comportement du géomatériau d’argile molle est fortement non linéaire, car 

ce dernier perd sa résistance (dégradation du module de cisaillement) jusqu'à la ruine 

(l’apparition du palier). Pour des géomatériaux compris entre la gamme d’argile et calcaire, 

ces géomatériaux auront un comportement élastoplastique (par hypothèse).  

Le modèle élastoplastique décrit bien la relation d’hystérésis entre les contraintes et les 

déformations lors d’un mouvement sismique. Pour le modèle unidimensionnel la 

dégradation du module de cisaillement est bien présentée du fait que ce dernier pour une 

marge de déformation reste constant ou inchangeable (comportement élastique), mais dés 

que la déformation devient importante la prédiction élastique n’est pas correcte,  le module 

de cisaillement se pénalise de plus en plus si la déformation est importante. Pour des 
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différentes applications, le module de cisaillement final peut prendre le ሺଵଷሻ de sa valeur 

initiale, d’où une véritable menace de la structure. Avec l’existence des nappes phréatiques 

et une couche intermédiaire de sable en s’attend au phénomène de liquéfaction. 

5.5. Réponse sismique d’un site 

5.5.1. Cas de sollicitations élevées 

Dans cette application, nous allons déterminer la réponse d’un site en termes 

d’accélérations à la surface du profil de sol représentatif. Nous avons choisi un site qui 

avoisine un site expérimental, c-à-d au niveau du quel des accélérations enregistrées lors 

d’un séisme sont disponibles. Il s’agit d’un site situé dans la région de Bab Ezzouar dans la 

capitale Alger.     

Le tableau (5.3), donne les valeurs des vitesses de l’onde de cisaillements en fonction de la 

profondeur du profil de sol multicouche (site de Bab Ezzouar). La base du profil de sol est 

excitée par l’accélérogramme enregistré à la station rocheuse de Keddara (séisme de 

Boumerdes). On suppose que le substratum est continu vers le site étudié. Les fréquences 

naturelles seront déterminées suivant la relation (4.21) avec B=0.5 et ௕ܸ ൌ ͺͲʹ ݉Ȁݏ. On 

trouve d’après cette relation que ଵ݂ ൌ ͳͲǤͻ͸ ݖܪ et ଶ݂ ൌ ʹͻǤʹͻݖܪ .  
Pour chaque couche physique du profil étudié, le nombre d’élément nécessaires a été 

déterminé de telle sorte que la longueur d’onde dans chaque couche soit supérieure à 10 

fois la hauteur d’un élément de cette couche [Khellafi, 2002] (Tableau 5.4). 

Tableau 5.3- Paramètres géotechniques du profil de sol de Bab Ezzouar. 

Couche 
Profondeur 

h(m) 

Epaisseur de la 

couche (m) 
Nature ߩሺ݉݃ܭଷሻ ௦ܸሺ ݏ݉ ሻ ߦ 

01 3.00 3.00 
Remblai de toute 

nature 
2000 300 13% 

02 6.00 3.00 Argile brune graveuse 2170 352 13% 

03 13.80 7.80 Argile beige compacte 2100 540 23% 

04 16.30 2.50 Limon argileux 2115 802 23% 

05 24.00  rocher - - - 
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Tableau 5.4- Maillage et caractéristique du profil de sol de Bab Ezzouar. 

Couche Matériaux y(m) h(m) ௦ܸሺ ݏ݉ ሻ ߣ ൌ ௦ܸ௠݂௔௫ ȟ݄ሺ݉ሻ ɐ ୪ୟୱሺ   ଶሻ 
01 

Remblai 

de toute 

nature 

0.00 

3.00 
3.00 300 12 0.3 13589 

02 

Argile 

brune 

graveuse 

3.00 

6.00 
3.00 352 14.08 0.3 6123 

03 

Argile 

beige 

compacte 

6.00 

13.80 
7.80 540 21.6 0.78 2691 

04 
Limon 

argileux 

13.80 

16.3 
2.50 802 32.04 0.25 1800 

 

La hauteur (épaisseur) totale du profil de sol est divisée en 40 éléments, avec le choix 

d’une forme hyperbolique pour la fonction d’écrouissage. La tolérance exigée dans cette 

application pour la convergence des résultats et d’ordre  ߳ ൌ ͳͲିହ.   

La figure (5.14), schématise la réponse relative calculée à la surface libre du site de        

Bab Ezzouar suivant les relations (4.28), (4.29) et (4.30), respectivement.  

La figure (5.15), schématise la comparaison entre la réponse enregistrée et la réponse 

amortie  calculée à la surface libre du site de Bab Ezzouar  suivant la relation (4.29). 
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Fig. 5.14- Accélérations relatives calculées à la surface libre du site de Bab Ezzouar. 

 

Fig. 5.15- Comparaison entre l’accélération calculée et l’accélération enregistrée à la 

surface libre du site de Bab Ezzouar. 
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Les résultats obtenus d’après la figure (5.15), montrent que le modèle viscoélastoplastique 

suivant le critére de Von Misès donne une réponse similaire et dans l’accord acceptable à 

celle enregistrée. Les accélérogrammes calculés en surface sont en bonne concordance 

avec ceux enregistrés à Bab Ezzouar. Il faut noter que l’amplitude de l’accélération 

maximum calculée et similaire à celle enregistrée.  

Le sol  se comporte fortement  non linéiare, du fait de la différence des résultats entre le 

modèle viscoélastique et le modèle viscoélastoplastique (Fig. 5.16). 

 

Fig. 5.16- Comparaison entre l’accélérations calculées viscoélastique et l’accélération 

viscoélastoplastique à la surface libre du site de Bab Ezzouar. 

Pour illustrer l’éffet du coefficient d’amortissement sur la réponse sismique 

viscoélastoplastique à la surface libre du site de Bab Ezzouar, nous varrions ce dernier de 

2.5% à 15%.   

La figure (5.17), représente la réponse sismique sous forme d’accélération pour un 

coefficient d’amortissement 2.5% et 5%, tandis que la figue (5.18) schématise la réponse 

sismique pour un coefficient d’amortissement 7.5% et 10% et finalement la figure (5.19) 

représente la réponse sismique pour un coefficient d’amortissement 13% et 15%.    
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Fig. 5.17- Comparaison entre l’accélération calculée pour ߞ ൌ ʹǤͷΨ, ͷΨ et l’accélération 

enregistrée à la surface libre du site de Bab Ezzouar. 
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Fig. 5.18- Comparaison entre l’accélération calculée pour ߞ ൌ ͹ǤͷΨ, ͳͲΨ et l’accélération 

enregistrée à la surface libre du site de Bab Ezzouar. 
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Fig. 5.19- Comparaison entre l’accélération calculée pour ߞ ൌ ͳ͵Ψ, ͳͷΨ et l’accélération 

enregistrée à la surface libre du site de Bab Ezzouar. 

-800 

-600 

-400 

-200 

0 

200 

400 

600 

800 

0 4 8 12 16 20 24 28 

A
cc

é
lé

ra
ti

o
n

 (
cm

/s
²)

 

Temps (s) 

Enregistrée Visc_EP_、ЭヱンХ 

-1500 

-1000 

-500 

0 

500 

1000 

1500 

0 4 8 12 16 20 24 28 

A
cc

é
lé

ra
ti

o
n

 (
cm

/s
²)

 

Temps (s) 

Enregistrée Visc_EP_、ЭヱヵХ 



Chapitre 5                                                                                     Résultats numériques et discussions 

109 

 

D’après les figures (5.17), (5.18) et (5.19) on constate l’influence du coefficient 

d’amortissement sur la réponse sismique. La réponse sismique calculée se converge vers la 

réponse enregistrée pour des grandes valeurs du coefficient d’amortissement. D’après ces 

résultats, ont peut conclure que le sol du site de Bab Ezzouar est un sol ferme.   

5.5.2. Cas de sollicitations faibles à modérées 

La figure (5.20), schématise l’emplacement du site de Garner Valley, qui se trouve  à 

environs 7 km à l’est de San Jacinto. Le profil de sol est équipé par des accélérographes 

pour différentes niveaux de profondeurs (Fig. 5.21). 

  

Fig. 5.20- Localisation du site de Garner Valley [Pecker, 1995]. 
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Fig. 5.21- Profil de sol du site de Garner Valley et position                                                 

des accéléromètres [Bonilla et al, 2002]. 

Les caractéristiques géotechniques sont récapitulées dans le tableau (5.5), suivant des 

données trouvées par différents chercheurs. 

Tableau 5.5- Données géotechniques du profil de sol de Garner Valley         

[Mohammadioun et al, 2002]. 

Profondeur 

(m) 

Vitesse de 

cisaillement (m/s) 

Masse volumique 

(kg/m3) 

行 (%) 

 

0 - 1 90 1950 2 

1 - 2 130 1950 2 

2 - 4 165 2000 2 

4 - 6 190 2000 2 

6 - 8 215 2000 4 

8 - 9 

9-11.5 
240 2000 

4 

1-2 

11.5 - 15 260 2000 1-2 

15 - 18 280 2050 1-2 

18 - 22 600 2200 1-2 

 22 2000 2400 - 
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Les travaux de [Pecker, 1995] sur la variation de la vitesse de cisaillement pour le cas des 

petites déformations, ont montrés que la variation de vitesse de cisaillement est 

proportionnelle avec la profondeur du profil de sol suivant cette relation : 

 ܸ ൌ ௕ܸሺ݄ݕሻଵȀସ                                                 
௕ܸ ൌ ሺ݄ሻଵȀସǡܭ ܭ ൌ ͳ͵ͷǡ ݕ      ൏ ͳͶ݉ܭ ൌ ͳͷͲǡ ݕ      ൒ ͳͶ݉ ൢ (5.14) 

D’après la relation (4.21), qui estime les fréquences naturelles du profil de sol pour ݌ ൌ ሺଵି஻ሻሺଶି஻ሻ, il vient pour B=0,5 que  ൌ ଵଷ, d’où les fréquences naturelles du profil de sol 

ଵ݂ ൌ ͵ǤͶͶݖܪǡ ଶ݂ ൌ ͻǤʹͲݖܪǡ ଷ݂ ൌ ͳͶǤͻͺݖܪ . 

Les fréquences naturelles du profil de sol déterminées d’après les enregistrements sont                ଵ݂ ൌ ͵Ǥʹͷݖܪǡ ଶ݂ ൌ ͺǤͶݐ݁ ݖܪ ଷ݂ ൌ ͳ͵ǤͶݖܪ et qui sont en accord avec ceux estimées. 

Le calcul viscoélastoplastique de la réponse sismique sous forme d’accélérations relatives 

à la surface libre du profil de sol de Garner Valley suivant l’excitation de sa base rigide, 

qui se trouve à une hauteur h=22m, est schématisé suivant la figure (5.22) d’après les 

équations (4.28), (4.29) et (4.30), de Murono (2001), Woodward (1996) et Hashash (2001), 

respectivement. 

 

Fig. 5.22- Accélérations relatives calculées à la surface libre du profil de sol de Garner 

Valley pour différentes formes de la matrice d’amortissement. 
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On constate d’après la figure (5.22), qu’il existe une différence entre la réponse qui utilise 

la relation (4.29)  [Woodward et al, 1996] et les deux autres relations.     

La figure (5.23), exprime la comparaison entre l’accélération calculée                        

viscoélastoplastique et l’accélération enregistrée à la surface libre  suivant la relation 

(4.28), qui à comme expression ሾܥሿ ൌ ߱ଵߦሾܯሿ ൅ కఠభ ሾܭሿ. 
La figure (5.24), exprime la comparaison entre l’accélération relative calculée                        

viscoélastoplastique et l’accélération viscoélastique. 

 

Fig. 5.23- Comparaison entre l’accélération viscoélastoplastique et l’accélération 

enregistrée à la surface libre du profil de sol de Garner Valley. 
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Fig. 5.24- Comparaison entre l’accélération relative viscoélastoplastique et viscoélastique 

à la surface libre du profil de sol de Garner Valley. 

D’après la figure (5.23), on remarque qu’il ya une similitude entre la réponse 

viscoélastoplastique et celle enregistrée.    

La figure (5.24), montre la forte linéarité qui régit le comportement des matériaux du profil 

de sol du site de Garner Valley lord de ce séisme. 

5.6. Effet de la fonction de chargement sur la réponse sismique 

Il existe plusieurs formes de fonction de chargement, qui sont utilisées pour décrire le 

comportement des contraintes-déformation post élastique (domaine plastique). Pour cette 

étude, deux types de fonction de charges sont utilisées, l’une est parabolique et l’autre et 

linéaire. La figure (5.25), schématise l’allure de ces deux fonctions. 
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Fig. 5.25- Evolution isotopique de la fonction de chargement parabolique et linéaire et sa 

représentation unidimensionnelle des contraintes-déformations [Fionn et al, 2005]. 

Pour la première famille de fonction de chargement, on tient compte de deux formes du 

modèle Hyperbolique et le modèle Iwan. L’expression mathématique de ces derniers sont 

donnée par les relations (5.15) et (5.16), respectivement [Elgamal et al, 1985]. 

酵 噺 罫潮 紘な 髪 紘 紘追斑  (5.15) 

   

酵 噺 罫潮 峪紘 伐 紘津袋態岫券 髪 に岻紘通津袋怠崋 (5.16) 

Où, 罫潮 est le module de cisaillement pour des petites déformations, 紘追 et 紘通 paramètres des 

modèles égaux à 0.0013 et 0.002, respectivement, n nombre entier pris égale à 0.  

Pour le modèle linéaire, la fonction d’écrouissage est linéaire ou nulle (modèle 

élastoplastique parfait). 

La figure (5.26), montre la comparaison entre la réponse enregistrée et la réponse sismique 

viscoélastoplastique à la surface libre du site de Bab Ezzouar excité par l’accélérogramme 

de Keddara à sa base supposée rigide en considérant le modèle hyperbolique et le modèle 

Iwan. 

Il sort de la figure (5.26), que le modèle Iwan, prédit des réponses plus élastiques que non-

linéaires, et d’ailleurs la figure (5.27) illustre cette constatation. 
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Fig. 5.26- Comparaison entre l’accélération calculée suivant le modèle Hyperbolique et le 

modèle Iwan et l’accélération enregistrée du site de Bab Ezzouar. 

 

Fig. 5.27- Comparaison entre l’accélération relative calculée suivant le modèle Iwan et le 

comportement viscoélastique du site de Bab Ezzouar. 
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On peut conclure, que le modèle hyperbolique est le plus adaptable pour la modélisation 

des réponses sismique non linéaire des profils de sol que le modèle Iwan, car ce dernier et 

plus élastique. 

Pour une fonction de charge linéaire, avec une pente qui varie entre (G et 0), à titre 

indicatif, lorsque la pente est nulle, le comportement et viscoélastoplastique parfait, les 

figures (5.28), (5.29), (5.30), (5.31) et (5.32), schématisent la réponse sismique relative 

pour le cas ou la pente de la fonction de chargement est égale à G, 0.75G, 0.5G, 0.25G et 0 

respectivement. 

Il vient de ces figures, qu’il faut faire très attention quand il s’agit d’une fonction de 

chargement linéaire, car on constate qu’il y’a une très grande différence entre 

l’accélération calculée et celle enregistrée à la surface libre, mais il semble pour un 

comportement viscoélastoplastique parfait, que ce dernier prédit une bonne convergence 

des résultats, par contre dans les autres cas, il y’à une sur estimation. 

 

Fig. 5.28- Réponse relative viscoélastoplastique suivant une fonction de chargement 

linéaire avec un module égal à G. 
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Fig. 5.29- Réponse relative viscoélastoplastique suivant une fonction de chargement 

linéaire avec un modulet égal à 0.75G. 

 

Fig. 5.30- Réponse relative viscoélastoplastique suivant une fonction de chargement 

linéaire avec un module égal à 0.5G. 
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Fig. 5.31- Réponse relative viscoélastoplastique suivant une fonction de chargement 

linéaire avec un module égal à 0.25G. 

 

Fig. 5.32- Réponse relative suivant un comportement viscoélastoplastique parfait.  

Pour un module tangent infini ሺܪ ൌ ͳͲଷସ ݇݃Ȁ݉;ሻ, la figure (5.33) schématise la réponse 

relative sous forme d’accélération à la surface libre du site étudié. 
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Fig. 5.33- Réponse relative suivant un comportement viscoélastoplastique parfait.  

La figure (5.33), correspond en réalité à un comportement viscoélastique et la figure (5.34) 

illustre cette ressemblance. 

 

Fig. 5.34- Comparaison entre la réponse relative viscoélastique et la réponse relative 

viscoélastoplastique suivant un modèle linéaire de module infini. 
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5.7. Conclusion 

Malgré la simplicité géométrique et mathématique du modèle viscoélastoplastique élaboré 

qui suit le critère de Von Misès, il donne des résultats acceptables. La dégradation du 

module de cisaillement lors d’une excitation sismique, fait apparaître un comportement 

hystérétique entre les contraintes et les déformations de cisaillements. Pour une meilleure 

exploitation du programme, il faut introduire d’autres facteurs qui vont sans doute 

améliorer la convergence des résultats, sans oublier  de mener des applications dynamiques 

bidimensionnelles et tridimensionnelles, notamment sur des structures qui sont construites 

sur l’apport des géomatériaux telles que barrages en terre.     
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Les enregistrements des mouvements sismiques montrent que les accélérations, et donc les 

contraintes et les déformations induites sont cycliques et rapides, avec des cycles 

d’accélérations se produisant en moins d’une seconde et une durée totale de l’événement 

sismique inférieure à une minute. Du point de vue de la mécanique des sols, cela signifie 

que le dépôt de sol est soumis à un chargement cyclique en conditions non drainée. Sous la 

rapidité de la vitesse sismique, l’eau n’ayant pas le temps de s’évacuer, le sol se déforme 

donc à volume constant. Le critère de Von Misès admet cette hypothèse, et la formulation 

mathématique de ce critère est basée principalement sur cette énoncé, et que le sol se 

déforme à volume constant. 

Pour les faibles niveaux de déformation de cisaillement (判 10伐5), le comportement du sol 

est élastique, à la fin de chargement il n’ya pas de déformation résiduelle et le sol retrouve 

son état initial, mais  lorsque l’amplitude du déviateur du tenseur de déformation devient 

plus importante (> 10伐5), le sol présente un comportement non linéaire avec des 

déformations irréversibles, et donc la nécessité d’une loi de comportement plus 

sophistiquée pour décrire la relation de non linéarité contrainte-déformation s’impose. 

La formulation élastoplastique permet de mieux décrire le comportement des dépôts de sol 

et des barrages en terre construits sur l’apport des géomatériaux lors d’une sollicitation 

sismique. En effet, dans un comportement non linéaire (apparition des déformations 

irréversibles), le tenseur des raideurs de la structure se dégrade ainsi que le module de 

rigidité au cisaillement résultant en une baisse de vitesse de propagation des ondes de 

cisaillements dans le milieu étudié. L’abaissement du module de cisaillement inclut 

l’abaissement de la contrainte au cisaillement donc la réduction de résistance du matériau. 

L’implantation numérique du modèle élastoplastique nous a permis d’apporter une 

contribution dans la compréhension du comportement complexe dans un milieu de sol 

pendant un séisme. Cependant un effort considérable reste à fournir pour mieux contourner 

le problème.  

Le programme  « PLASTE » que nous avons élaboré n’est que le fruit des travaux des 

autres chercheurs, qui ont construit et conçu les démarches globales pour la mise en œuvre 

d’un programme numérique élastoplastique, l’intégration des relations de Von Misès pour 

aboutir au tenseur des raideurs, la méthode de « retour radial », et d’autres méthodes sont 

développées pour servir au  jeune chercheur. 
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La modélisation bidimensionnelle offre plus de précision que celle unidimensionnelle, 

mais elle est très couteuse, car pour un simple calcul statique cela nécessite plus d’une 

heure alors quand on traite la réponse sismique cela nécessite plus de temps (quelques 

jours). Dans ce contexte, la première solution est l’implantation des frontières absorbantes 

afin de limiter le maillage et par conséquent le temps de calcul.      

 Le programme « PLASTE », n’est qu’une très simple tentative et initiation de la 

modélisation plastique des sols, car ce dernier fait des simples hypothèses sur le 

comportement des sols tel que l’isotropie qui nous facilite la programmation. 

Il faut signaler que la prédiction du comportement non linéaire des géomatériaux est très 

difficile est demande de grandes investigations. C’est pour cette raison et à nos jours il 

n’existe pas une loi de comportement universelle quand il s’agit du comportement non 

linéaires d’une structure construite sur l’apport des géomatériaux, mais au contraire il y’a 

des tentatives sérieuses pour un matériau spécifié. 

L’application des relations de plasticité pour le comportement des sols semble plus réaliste, 

car beaucoup d’éssais en prouvé l’efficacité et la convergence des résultats numériques. 

 Comme recommandations, nous proposons pour des futurs travaux de recherches dans ce 

domaine de prendre en considération les éléments suivants : 

1- Mener des recherches bibliographiques bien approfondies. 

2- Utiliser d’autres modèles non linéaires tels que celui de Moh-Coulomb et Drucker 

Prager qui ont prouvé leurs efficacités dans des travaux antérieurs. 

3- Considérer l’aspect tridimensionnel du problème afin de tenir compte mieux de la 

variabilité spatiale du mouvement en surface de sol  
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Annexe A 

A.1. Relations élastiques des contraintes et déformations  

A.1.1.  Problème de contraintes planes 

Dans ce cas, la contrainte normale au plan est nulle. Si par exemple (ݖߪ = 0), la relation 

qui existe entre les contraintes et déformations est la suivante :  

 
ɂx =

 ɐx

E
െ  ɋɐy

E
െ  ɋɐz = 0

Eɂy =
 ɐy

E
െ  ɋɐx

E
െ  ɋɐz = 0

Eɂz =
 ɐz = 0

E
െ  ɋɐx

E
െ  ɋɐy

Eɀxy =
 ɒxy

G
=

2ሺ1 + ɋሻ
E

 ɒxy ۙۖۖ
ۘۖ
ۖۗ

    (A.1) 

Sous forme matricielle, il vient : 

ሼɂሺx, yሻሽ = ൞ ɂxɂyɂzɀxy

ൢ =
ܧ1 ൦ 1 െߥ െߥ 0െߥ 1 െߥ 0െߥ െߥ 1 0

0 0 0 2ሺ1 + ሻ൪൞ߥ
ɐxɐyɐz = 0ɒxy

ൢ    (A.2) 

On constate que ɂz  dépend seulement de ɐx  et ɐy , cette relation  peut s’écrire de la façon 

connue suivante : 

ሼɂሺx, yሻሽ = ൝ ɂxɂyɀxy

ൡ =
ܧ1 ൥ 1 െߥ 0െߥ 1 0

0 0 2ሺ1 + ሻ൩ߥ ൝ ɐxɐyɒxy

ൡ    (A.3) 

et ɂz = െ  ɋɐx

E
െ  ɋɐy

E
    (A.4) 

A.1.2. Problème de déformations planes 

Dans ce cas, la déformation normale au plan est nulle. Si par exemple (ɂz = 0), la relation 

qui existe entre les déformations et les contraintes est la suivante :  
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ɂx =

 ɐx

E
െ  ɋɐy

E
െ  ɋɐz

Eɂy =
 ɐy

E
െ  ɋɐx

E
െ  ɋɐz

Eɂz =
 ɐz

E
െ  ɋɐx

E
െ  ɋɐy

E
= 0ɀxy =

 ɒxy

G
=

2ሺ1 + ɋሻ
E

 ɒxy ۙۖۖ
ۘۖ
ۖۗ

    (A.5) 

Sous forme matricielle, il devient : 

ሼɂሺx, yሻሽ = ൞ ɂxɂyɂz = 0ɀxy

ൢ =
ܧ1 ൦ 1 െߥ െߥ 0െߥ 1 െߥ 0െߥ െߥ 1 0

0 0 0 2ሺ1 + ሻ൪ߥ ൞
ɐxɐyɐzɒxy

ൢ    (A.6) 

On constate que ɐz  dépend seulement de ɐx  et ɐy , donc : 

ሼɐሺx, yሻሽ = ൝ ɐxɐyɒxy

ൡ =
ሺ1ܧ െ ሻሺ1ߥ + ሻሺ1ߥ െ ሻߥ2 ێێۏ

ۍێێ 1
ߥ

1 െ ߥ ߥ0
1 െ ߥ 1 0

0 0
1 െ ߥ2

2ሺ1 െ ۑۑےሻߥ
ېۑۑ ൝ ɂxɂyɀxy

ൡ    (A.7) 

et ɐz = ɐx)ߥ + ɐy )    (A.8) 

A.2. Algorithme pour le calcul d’une structure élastoplastique 

 Chaque itération de la méthode de Newton consiste principalement à : 

- Annuler le résidu linéarisé autour de ቄॼ݊+1

(݇) ቅ  par rapport à ߜቄॼ݊(݇)ቅ 
- Faire l’actualisation ቄȟॼ݊(݇+1)ቅ = ቄȟॼ݊(݇)ቅ +    ቄॼ݊(݇)ቅߜ
- Calculer la nouvelle matrice tangente cohérente ቂॶ݊+1

(݇) ቃ 
 Présentation de ces étapes à l’aide de quatre niveaux d’algorithmes 

- Niveau I 

- Procédure complète de calcul incrémental-itératif, au niveau de la structure 

- Niveau II (Appelé une fois par itération par l’Algorithme 01) : 

- Calcul des grandeurs globales : Rigidité tangente, Forces nodales. 

- Niveau III (Appelé pour chaque élément  par l’Algorithme 02) : 

- Calcul des contraintes et variables internes sur l’élément 
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- Calcul des contributions élémentaires (Rigidité tangente, Forces nodales). 

- Niveau IV (Appelé pour chaque point de Gauss par l’Algorithme 03) : 

- Intégration locale du comportement (Algorithme de retour radial) 

- Calcul des modules tangents locaux. 

Calcul incrémental / itératif d’un solide élastoplastique 

Données : Maillage, Instant 建0, 建1, ┼ , 建警 , Comportement, Chargement, Tolérance 香 

 Initialisation générale (t=0) 

- Conditions initiales : 岶薯0岼, 岶購0岼, 岶喧0岼, 峽綱0
喧峺  

- Initialisation : 版処件券建 繁 = 岶0岼 
  Assemblage (élasticité linéaire) : 岶曙継鶏岼 = 岶曙継詣畦鯨岼 

 Incrémentation du chargement : pour n=0, 1, 2,…., M-1, faire 

- Initialisation : 岶つ薯岼 = 0  

- Forces nodales : Initialisation : 岶処結捲建 岼 = 岶処券+1
撃剣健 岼 + 版処券+1

鯨憲堅血 繁 
- Résidu :  伐岶温岼 = 版処件券建 繁 + 岶処結捲建 岼 + 版処つ行繁, 堅堅結血 = 押岶温岼押, 堅 = 堅堅結血  

- Itération : pour k=1, 2, …. Et tant que 堅 > 香堅堅結血  :     

 - Résoudre 岷曙継鶏峅岶絞薯岼 = 伐岶温岼, actualiser :岶つ薯岼 = 岶つ薯岼 + 岶絞薯岼 
 - Assembler 岷曙継鶏(つ薯)峅, 版処件券建 (つ薯)繁, 結建 岶処つ憲岼 華 つ憲0

経 (Niveau II) 

Niveau II : Matrice tangente élastoplastique globale, forces nodales internes et 

associées aux déplacements imposé 

En entrées : Incréments de déplacements nodaux 岶つ薯券岼 et imposés 

En sorties : Matrice tangente globales 岷曙継鶏峅, forces nodales globales 岶処つ憲岼, 版処件券建 繁    

 Initialisation : 岷曙継鶏峅 = 岷0峅, 岶処つ憲岼 = 岶0岼, 版処件券建 繁 = 岶0 岼 
 Boucle sur les éléments : 

- Extraire les incréments des déplacements nodaux élémentaires 版つ薯券 ,結繁 
- Calculer 岷曙結継鶏峅 結建版処結件券建 繁 (Niveau III) 
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Niveau III : Contraintes et variables internes sur un élément, matrice tangente et 

forces nodales élémentaires.   

En entrées :ሼ݊ߪሽ (Champ aux points de Gauss), (ሼȟॼ݁ሽ 
En sorties : ሾॶ݁ܲܧሿ, ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ (Matrice élémentaires), ሼ1+݊ߪሽ, ሼȟ݌ሽ, ቄȟ݌ߝቅ (Champ aux points     

                            de Gauss) 

 Initialisation : ሾॶ݁ܲܧሿ = ሾ0ሿ, ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ = ሾ0ሿ  
 Boucle sur les points de Gauss ܽ݃ , de poids ݃ݓ  

- Incrément de déformation :൛οߝ( ܽ݃)ൟ =    ൧ሼȟॼ݁ሽ(݃ܽ )ܤൣ
- Calcul de : ൛1+݊ߪ( ܽ݃)ൟ,ȟ݌( ܽ݃) et ൣܲܧܣ( ܽ݃)൧  (Niveau IV) 

Niveau IV : Contraintes, modules tangents et variables internes 

 Evaluer ݈ܵ݁ܽݏ = ܵ݊ + ݏ݈ܽ݁ߪ et (prédicteur élastique) ߝȟ:݇ߤ2 ݍ݁, = ට3

2
ቛ݈ܵ݁ܽݏ ቛ 

 Calculer ݂݈݁ܽݏ = ݂ ቀ1+݊ߪ
ݏ݈ܽ݁ ቁ݊݌, = ݏ݈ܽ݁ߪ ݍ݁, െ ܴሺ݊݌ሻ. Deux cas : 

- Si ݂݈݁ܽݏ ൑ 0, évolution élastique :   1+݊ߪ = ݎݐ3݇ ቀȟߝቁ ܫ + ݌ߝȟݏ݈ܽ݁ܵ = ܲܧࣛ,0 = ࣛ  
ቑ 

- Si ݂݈݁ܽݏ > 0, évolution élastoplastique : 

      - Résoudre par rapport à ȟp : ݏ݈ܽ݁ߪ ݍ݁, െ ȟpߤ3 െ ܴሺ݊݌ + ȟpሻ = 0 

      - Evaluer les constantes ߚ, ߚ    :ߛ =
ݏ݈ܽ݁ߪȟpߤ3 ݍ݁,   , ߛ =

ߤ3
(ȟp+݊݌)ܴ+ߤ3

  

- Contribution du point de Gauss à ሾॶ݁ܲܧሿ :  
    ሾॶ݁ܲܧሿ = ሾॶ݁ܲܧሿ + ݃ݓ(݃ܽ )ܬ൫ ܽ݃൯൧ܤ൫ ܽ݃൯൧ൣܲܧܣ൫ ܽ݃൯൧ܶൣܤൣ     

- Contribution du point de Gauss à ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ :  
    ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ = ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ + ݃ݓ(݃ܽ )ܬ1൫ ܽ݃൯ൟ+݊ߪ൫ ܽ݃൯൧ܶ൛ܤൣ  

- Assemblage : ሾॶ݁ܲܧሿ ՜ ሾॶܲܧሿ, ሼॲȟݑሽ, ൛ॲ݁݅݊ ݐ ൟ ՜ ൛ॲ݅݊ݐ ൟ 
A noter que le procédé d’assemblage fonctionne comme pour l’élasticité linéaire.  

 - Actualiser le résidu : ሼԹሽ = െ൛ॲint ൟ െ ሼॲext ሽ, r = ԡሼԹሽԡ 

- Mise à jours : ሼॼn+1ሽ = ሼॼnሽ + ሼȟॼnሽ, ቄɂn+1
p ቅ = ቄɂn

pቅ + ቄȟɂpቅ 
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Début du programme 

Lecture des données géométriques et mécanique de la structure 

版処件券建 繁                岶0岼 

Lecture des données des conditions initiales 

岶曙継鶏岼                 岶曙継詣畦鯨岼 
Do 1 

I=1, nbr de chargement 

岶つ薯岼                岶0岼 

岶処結捲建 岼               岶処券+1
撃剣健 岼 + 版処券+1

鯨憲堅血 繁 

伐岶温岼               版処件券建 繁 + 岶処結捲建 岼 + 版処つ行繁 

堅堅結血                押岶温岼押 

堅               堅堅結血  
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堅 > 香堅堅結血  

O
u
i 岶絞薯岼                伐 岷曙継鶏峅伐1岶温岼 

岶つ薯岼               岶つ薯岼 + 岶絞薯岼 

 岷曙継鶏峅             岷0峅, 岶処つ憲岼               岶0岼, 版処件券建 繁               岶0 岼 

Do 2 

J=1, nbr d’éléments 

Extraire les incréments des déplacements nodaux élémentaires 版つ薯券 ,結繁 

 岷曙結継鶏峅               岷0峅, 版処結件券建 繁              岶0 岼 

Do 3 

k=1, nbr de Gauss 欠訣  

版ッ綱( 欠訣)繁              範稽( 欠訣)飯岶つ薯結岼 
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鯨結健欠嫌               鯨券 + 2航倦: つ綱 , 購結健欠嫌 ,結圏                 謬3

2
嵶鯨結健欠嫌 嵶 

血結健欠嫌 = 血 岾購券+1
結健欠嫌 , 喧券峇              購結健欠嫌 ,結圏 伐 迎岫喧券岻 

 血結健欠嫌 判 0 

Oui Non 購券+1        3倦建堅 岾つ綱峇 荊 + 鯨結健欠嫌  鹿継鶏               鹿  

鴫=3航
岫 紘伐紅

岻 嵜鯨 券+1結健欠嫌 購 券+1結健欠嫌,結圏
戯鯨 券+1結健欠嫌 購 券+1結健欠嫌,結圏

崟+2航
紅執 

鹿継鶏    
   

   
   

  鹿伐 鴫
 

岷曙結継鶏峅               岷曙結継鶏峅 + 範稽盤 欠訣匪飯劇範畦継鶏盤 欠訣匪飯範稽盤 欠訣匪飯蛍( 欠訣)拳訣  

版処結件券建 繁                  版処結件券建 繁 + 範稽盤 欠訣匪飯劇版購券+1盤 欠訣匪繁蛍( 欠訣)拳訣  

3 

Assemblage des matrices globales 岷曙継鶏峅, 版処件券建 繁 
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Fig. A.2.1. Organigramme du programme élaboré « PLASTE » 

A.3. Adaptation de l’algorithme de Newmark pour le cas non linéaire 

On considère une structure en régime non-linéaire, dont l’équation dynamique peut 

S’écrire sous la forme générale : 岷警峅圏岑 + 繋件券建 岫圏, 圏岌 岻 = 繋結捲建     (A.9) 

Les conditions initiales 岶圏岌 岼0 et 岶圏岼0 sont données. 

On fait l’hypothèse que les coefficients d’inertie ne dépendent pas de la configuration. 

Pour le cas implicite, on peut résoudre le système non-linéaire par la méthode de Newton. 

 

 

 

岶温岼               伐 版処int 繁 伐 岶処ext 岼 

r                押岶温岼押 

2 

岶薯n+1岼              岶薯n岼 + 岶つ薯n岼, 峽ごn+1
p 峺                  峽ごn

p峺 + 峽つごp峺 

1 

Fin du programme 
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A.3.1. Méthode de Newton 

On commence par réécrire l’équation d’équilibre du système sous la forme d’une équation 

régissant les déplacements ሼ(ݐ)ݍሽ : ሼܴ(ݍ)ሽ = ሾܯሿݍሷ + ݐ݊݅ܨ ሺݍ, ሶݍ ሻ െ ݐݔ݁ܨ = 0    (A.10) 

On introduit alors les formules de Newmark en imposant, comme valeur « initiale » de 

l’accélération au temps 1+݊ݐ, ሼݍሷ ሽ݊+1 = 0. 

On utilise alors une technique de linéarisation pour résoudre cette équation : c’est ሼݍሽ݊+1
݇  

est une approximation de ሼݍሽ݊+1, obtenu à l’itération k, l’équation résiduelle peut être 

décrite dans un certain voisinage de l’approximation par l’expression linéaire [Puel, 2001]:   ሼܴ(ሼݍሺݐሻሽ݊+1
݇+1)ሽ = ሼܴ(ሼݍሺݐሻሽ݊+1

݇ )ሽ + ൣܵܶ൫ሼݍሺݐሻሽ݊+1
݇ ൯൧(ሼݍሺݐሻሽ݊+1

݇+1 െ ሼݍሺݐሻሽ݊+1
݇ )    (A.11) 

ou ൣܵܶ൫ሼݍሺݐሻሽ݊+1
݇ ൯൧ = ቈ ߲ሼܴሽ߲ሼ(ݐ)ݍሽ቉ሼݍሽ݊+1

݇     (A.12) 

 

 La matrice ൣST൫ሼqሺtሻሽn+1
k ൯൧ est la matrice Jacobienne associée à l’équation résiduelle, elle 

à comme expression : ሾܵܶሼݍሽሿ =
߲൛ݐ݊݅ܨ ൟ߲ሼݍሽ +

߲൛ݐ݊݅ܨ ൟ߲ሼݍሶ ሽ ߲ሼݍሶ ሽ߲ሼݍሽ + ሾܯሿ ߲ሼݍሷ ሽ߲ሼݍሽ    (A.13) 

 

Les différents termes de l’équation (A.13) s’interprètent comme suit : 

 ߲൛ݐ݊݅ܨ ൟ߲ሼݍሽ  est la variation des forces internes avec les déplacements, c’est la matrice de 

raideur tangente. 

 ߲൛ݐ݊݅ܨ ൟ߲ሼݍሶ ሽ  est la variation des forces internes avec les vitesses, c’est la matrice 

d’amortissements tangente. 

Avec les formules de Newmark, on a les relations suivantes : 

 ߲ሼݍሶ ሽ߲ሼݍሽ =
ݐοߚߛ ሷݍሼ߲ܫ ሽ߲ሼݍሽ =
2ݐοߚ1

ۖۘۙܫ
ۖۗ

    (A.14) 
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Ce qui donne la matrice finale de la matrice tangente : 

ሾܵܶሼݍሽሿ = ሾܶܭሿ +
ݐοߚߛ ሾܶܥሿ +

2ݐοߚ1
ሾܯሿ    (A.15) 

A.3.2. Algorithme 

L’équation résiduelle (A.10) peut être résolue de la manière suivante : soit 

(ሼqሺtሻሽn+1
k , ሼqሶ ሺtሻሽn+1

k  et ሼqሷ ሺtሻሽn+1
k ) l’approximation des déplacements, vitesses et 

accélérations obtenue à l’itération k du pas de temps n+1. elle peut alors être corrigée sous 

la forme (ሼqሽn+1
k + οሼqሽk , ሼqሶ ሽn+1

k + οሼqሶ ሽk  et ሼqሷ ሽn+1
k + οሼqሷ ሽk), ou la correction des 

déplacements est solution de l’équation linéarisée : ሾܵܶሼݍሽሿሼοݍሽk = െ൛ܴ(ሼqሽn+1
k )ൟ    (A.16) 

et les corrections de vitesses et accélérations y sont reliées par la loi d’intégration 

temporelle : 

 οሼqሶ ሽk =
ݐοߚߛ ሼοݍሽk

οሼqሷ ሽk =
2ݐοߚ1

ሼοݍሽkۙۘ
ۗ

    (A.14) 

L’algorithme obtenu comporte alors à l’intérieur de la boucle temporelle une boucle 

d’itération sur l’équilibre que l’on arrête lorsque le résidu d’équilibre est plus petit qu’un 

certain seuil de précision, l’organigramme suivant récapitule les points précédents. 

 

 1. Données initiales : ሾܯሿ, ൛ݐ݊݅ܨ ൟ, ሼݍሶ ሽ0 et ሼݍሽ0 

 2. Initialisation : ሼݍሷ ሽ0 = ሾܯሿെ1(ሼݐݔ݁ܨ ሽ0 െ ൛ݐ݊݅ܨ ሺሼݍሽ0, ሼݍሶ ሽ0ሻൟ 
 3. Incrémentation temporelle : 1+݊ݐ = ݊ݐ + οݐ 
 4. Prédiction : ሼݍሷ ሽ݊+1 = 0 ሼݍሶ ሽ݊+1 = ሼݍሶ ሽ݊ + (1 െ ሷݍሼݐο(ߛ ሽ݊  ሼݍሽ݊+1 = ሼݍሽ݊ + οݐሼݍሶ ሽ݊ + (

1

2
െ ሷݍ2ሼݐο(ߚ ሽ݊  

 5. Evaluation du résidu : ሼܴሽ݊+1 = ሾܯሿሼݍሷ ሽ݊+1 + ൛ݐ݊݅ܨ ሺሼݍሽ݊+1, ሼݍሶ ሽ݊+1ሻൟ െ ሼݐݔ݁ܨ ሽ݊+1 
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 6. Convergence des résultats : 押岶迎岼券+1押 判 香押岶繋結捲建 岼券+1押 

- Si oui, fin de la boucle temporelle, retour vers 3. 

- Sinon on continue vers l’étape 7. 

 7. Correction : 岷鯨劇岶圏岼券+1峅岶ッ圏岼 = 伐岶迎岼券+1 岶圏岼券+1 = 岶圏岼券 + 岶ッ圏岼 岶圏岌 岼券+1 = 岶圏岌 岼券 +
紘紅ッ建 岶ッ圏岼 

岶圏岑 岼券+1 = 岶圏岑 岼券 +
1紅ッ建2

岶ッ圏岼 
 8. Fin de la boucle de la convergence, retour vers l’étape 5. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Début du programme 

Lecture des données : 岷警峅, 版繋件券建 繁, 岶圏岌 岼0 et 岶圏岼0. 

岶圏岑 岼0                岷警峅伐1(岶繋結捲建 岼0 伐 版繋件券建 岫岶圏岼0, 岶圏岌 岼0岻繁 

岶圏岑 岼券+1                0  

Do 1 

I=1, nbr de chargement 
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岶圏岌 岼券+1              岶圏岌 岼券 + (1 伐 紘)ッ建岶圏岑 岼券  

岶圏岼券+1                  岶圏岼券 + ッ建岶圏岌 岼券 + (
1

2
伐 紅)ッ建2岶圏岑 岼券  

岶迎岼券+1               岷警峅岶圏岑 岼券+1 + 版繋件券建 岫岶圏岼券+1, 岶圏岌 岼券+1岻繁 伐 岶繋結捲建 岼券+1 

N
o
n
 岶ッ圏岼                伐 岷鯨劇岶圏岼券+1峅伐1岶迎岼券+1 

岶圏岌 岼券+1               岶圏岌 岼券 +
紘紅ッ建 岶ッ圏岼 

押岶迎岼券+1押 判 香押岶繋結捲建 岼券+1押 

Oui 

岶圏岼券+1                 岶圏岼券 + 岶ッ圏岼 

岶圏岑 岼券+1                  岶圏岑 岼券 +
1紅ッ建2

岶ッ圏岼 
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Fig. A.3.1. Organigramme du l’algorithme de Newmark pour le cas non 

linéaire. 

 

 

 

 

 

1 

Fin du programme 
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