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Introduction

Ce travail contient le programme de la matiére " Théorie des Opérateurs ", et
est destiné aux étudiants de la premiére année Master de Mathématiques. Il est
composé de cinq chapitres, dont chaquun comprend un rappel de cours et des
exercices recueillis de mes séries de travaux dirigés, pour bien apprendre les
notions données. Sont proposés a la fin de ce polycopié des sujets d’examens

avec solutions.



Chapitre 1

Espaces de Hilbert

1.1 Espaces pré-Hilbertiens

1.1.1 Produit scalaire

Définition 1.1. (Rappel) Soit E un espace vectoriel sur le corps C.
Une application f: E x E — C est dite bilinéaire si pour tous x,2',y,y € E, et tout
reC:

fQx+2' y) = M(z,y) + f(@',y)
et
flx, Ay +y) =M(x,y) + f(z,y)

Définition 1.2. Soit E un C-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E, est une ap-
plication bilinéaire (.,.) : E x E — C et vérifiant :

i. Yr € E: (x,z) > 0 (Positivité)

ii. Ve € E: (x,x) =0 < o = 0 (Séparation)

iii. Vr,y € E: (z,y) = (y,z) (Anti-symétrie)
iv. Yo,y € E,VA € C: (A\x,y) = X (x,y) (Homogénéité)

v. Vo,y,z € E: (x+y,2) = (z,2) + (y,2)

Définition 1.3. Un espace vectoriel muni d'un produit scalaire est dit espace pré-
Hilbertien.



Chapitre 1 : Préliminaires

Exemples 1. £ = C". L'application (z,y) — (z,y) = Zn: x;J; pour tous
=1
r = (x;)1,y = (v;)l~, € E, définit bien un produit scalaire sur E.

(E,(.,.)) est donc un espace pré-Hilbertien.

2. Considérons 'espace

+o0
ly = {x = (@)n CC: Y o) < —i—oo}

n=1

et 'application (., .) sur {5 x ¢, définie par

+o0o
=1

Cette application est bien définie sur (5. En effet, si v = (2;)7_1, y = (vi)i-; €
{5, alors

[(z,y)] =

+oo
Z ZiYi
i=1

+o0 1 +o0 +o0
— 2 2
<Y |wml < 5(2 zil” + D [uil”) < +oo
i=1 i=1 =1
car z,y € (5. Il est facile de montrer que (.,.) est un produit scalaire sur /5, et

(45, (.,.)) est donc un espace pré-Hilbertien.

3. De méme pour l'espace

E = Ly([a,b],C) = {f: [a,b] = C : /\f(t)|2dt<+oo}

a

muni de I'application (., .) ou
b
(fo9) = [ F0g(b)dt, f.g€ B

Exercice Montrer que dans un espace pré-Hilbertien (£, (., .)) :

(z, \y) = Xz, y)

pour tous z,y € E et tout A € C.
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1.1.2 Inégalité de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz
al

Théoreme 1.1. Soit (E, (.,.)) un espace pré-Hilbertien, et soient x,y € E. Alors,

(@, )| < (2, 2) 4/ (y,9) (1.1)

Preuve. Si (z,y) = 0, 'inégalité est triviale. On suppose que (z,y) # 0.
Soit A € C.Ona

Pour \ = gzg, on aura dans 1D
2
T, T
[(y, =)
Comme (z,z) > 0,
(z,x)
Ce qui acheve la démonstration. u

1.1.3 Norme associée a un produit scalaire

Proposition 1.1. Soit (E, (., .)) un espace pré-Hilbertien. L'application ||.| : E — Ry

||| = \/{(z,x), € E

définie par

est une norme sur E.

Preuve. En effet,
i.Siz € Eet|z]] =0, alors /(x,z) = 0. Donc (z,z) = 0. Par suite z = 0
(propriété du produit scalaie). De méme, ||0|| = 4/(0,0) = 0.

1. Augustin Cauchy :1789-1857, Mathématicien francais.
2. Viktor L. Bunyakovsky :1804-1889, Vice-président de l'académie des sciences de St-

Petersburg, connu par sa conjecture en théorie des nombres.
3. Hermann A. Schwarz : 1843-1921, Mathématicien allemand.

8



Chapitre 1 : Préliminaires

ii. Pour tous 2 € F ettout A € C:

|IAz]| = \/<)\x,)\x) = \/AX (x,x) = \/|)\|2 (x,x) = |\ \/(z, )

= [All]
iii. Soient z,y € E. Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura

lz+yl* = (v +y,z+y) = e’ +lyl” + 2Re (z,y)

<zl + Iyl + 2|(x, )|

< el + Iyl + 24/ (2, )4/, )

< el + gl + 2zl iyl = (lell + llyll)?
< (lell + lyly?

Définition 1.4. La norme ||.|| ainsi définie est dite norme associée au produit scalaire
(.,.) sur E. (Ou norme issue du produit scalaire)

Exemples Exprimer les normes associées aux produits scalaires sur les es-

paces définis dans les exemples 1,2 et 3 précédents.

Conséquences

1. Soient # = (1), vy = (1) € lo. Pour a = (|z)) 2,0 = (|y:) £ € Lo, on
aura par l'inégalité de Cauchy-Schwarz que

+oo +0o0 91 +oo 901
> eyl < (3 |al™)2 (3 il )2
=1 =1 =1
ie.
lablly < llally (161l

Autrement dit, I'inégalité de Cauchy-Schwarz coincide avec I'inégalité de Hol-
der.
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2.58i 2 = (zi)iL,y = (Wi)iny € C" Pour a = (|las])iy, b = (|uil)i; € C", on
pourra avoir toujours par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz que

n

3 ] < va(> )t

i=1 i=1

D’ou,
]l < v/l
1.2 Propriétés
Soit (E, (.,.)) un espace pré-Hilbertien, et soit ||.|| la norme associée a son

produit scalaie. Pour tous z,y € E, on a
1. Identité du parallélogramme
2 2 2 2
[z +ylI” + Iz = yl” = 2(l=l" + [ly[")

2. Identité de polarisation On suppose que le corps de E estR)

1
(@) = 7 (llz + yll* + lle = yl*)

Preuve. Calcul direct. [ |

1.2.1 Continuité du produit scalaire

Proposition 1.2. Soit (E, (., .)) un espace pré-Hilbertien. Le produit scalaire (., .) est

une fonction continue sur E x E.

Preuve. Soient (x,),, (y,), deux suites de E convergeant respectivement

vers x, y dans F. On a donc

|<xmyn> - (x,y)| < |<xnayn - y>| + |<xn - xay>|
Zall [y — yll + lzn — 2| lyll — O

n—-+o0o

IN

car ||z = [l ; (n = +00). u

10



Chapitre 1 : Préliminaires

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.5. Une suite (x,),, d’ un espace pré-Hilbertien E est dite de Cauchy dans
E si

Ve>0,dN e N/NnmeN:(n>NAm > N) = (\/<xn—xm,xn—xm> <€)
Définition 1.6. La suite (x,,),, est dite convergente vers un élément x € E, si

Jim_ e, =2 =0

ie., si
Ve>0,IN e N/VneN:(n>N) = (||lz, — z|| <e¢)

et l'on écrit

lim z, =«
n—-+o0o

Définition 1.7. Soit E un espace pré-Hilbertien. Si toute suite de Cauchy dans E est

convergente dans E, l'espace E est dit complet.

Définition 1.8. Un espace pré-Hilbertien complet est dit espace de Hilbert.[]

Exemples 1. Les espaces C", n > 1 et Ly([a,b],C) sont des espaces de Hil-
bert.

2. Montrons que l'espace /5 est de Hilbert. Soit donc

Tn = (€1H)7£§n)’ ign)7 757271), ) € 52
une suite de Cauchy. Pour £ fixé, on a

A e e N €Y

4. David Hilbert (1862-1943) est un grand mathématicien allemand, connu par ses 23 fameux

problemes en Analyse mathématique présentés en 1900, et dits Hilbert Open Problems.

11
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quand n, m — +oo. La suite ( ,(j‘)) ., est donc de Cauchy dans C. Elle est donc

convergente. Soit §;, = 1_1}111 g,(j‘), et posons © = (£1,&,, ...&,, ..). Montrons que
n o0

x € ly,etque lim z, = x.
n—-+o0o

Pour tout entier j, j > 1, on a

Sl = tim Sl @
=1 notee
et ;
S < el )
k=1
De plus, sgg |zn|| = M < +o0 car
ol = 2mlll < len = 2]l = 0,m,m — +o0

Il s’ensuit donc de (2) et (3) que
+o0o
> |e] < ar
k=1

,1.e., x € ly. D'autre part, pour € > 0, il existe N. € N tel que pour tous n,m,
n>Netm> N, ettoutp e N:

P n m 2
S le =& <llen—anl’ <e @)
k=1

Fixons n > N, et faisons tendre m vers +oco. De (1) et (4), on obtiendra pour

tout p
p p
Sle —a = tim Sl — g <
k=1

m—-+00 1

Par conséquent,

+oo n 9
ln — 2l? =" |6 — &| < e
k=1

12



Chapitre 1 : Préliminaires

1.4 Exercices

Exercice 1.1.

i. Soit £ = R[X], l'espace vectoriel des polyndmes de la variable réelle X
et a coefficients réels. Les appilcations suivantes définissent-elles des produits

scalaires sur E ?

1

(P.Q) = [P@Q)dz, P.QeRIX]

(P,Q) = P1Q(0)+ P (0)Q(1), P,QeR[X]
Exercice 1.2.
Soit (#, (., .)) un espace de Hilbert sur R.
a. Montrer I'identité de polarisation
1
() = J(le+yl” = llz —ull), »yeH

b. Une application linéaire u: H — H est dite une isométrie si u conserve la

norme, i.e.

Vo e M flu(z)]| = =]

oll ||.|| est la norme issue du produit scalaire sur 7. Montrer que u est une iso-

métrie si et seulement si u conserve le produit scalaire, c-a-d

Vr,y € H: (u(r),u(y)) = (z,y)

N.B. Pour (=), utiliser l'identité de polarisation ,et pour (<), le développement de

lu(z 4+ Ay) — u(z) — Mu(y)||” pour z,y € Het A € R.
Exercice 1.3.

Montrer que I'espace vectoriel £ = C° ([—1, 1], R) des fonctions réelles conti-
nues sur [—1, 1], muni du produit scalaire

1

()= [ Fgat, fge€

-1

13



14 A. Nasli Bakir

n’est pas de Hilbert. Utiliser la suite ( f,,),>1 ot

0, -1<t<-=t
fat) =9 nt+1, =L<t<0 , (n>1)
1 0<t<1

Exercice 1.4.

Dans l'espace M,,(R) des matrices carrées d’ordre n, (n > 1) et a coefficients
réels, on définit la trace d'une matrice A = (a;;)1<; j<n par tr(A4) = i i
1. Montrer que pour A, B € M, (R) -
i. tr(A+ B) =tr(A) +tr(B)
ii. tr(AB) = tr(BA)

2. Montrer que 'application
(A,B) =tr(A'B), A, B € M,(R)

définit un produit scalaire sur M, (R), ott A" est la matrice transposée de la
matrice A.

3. Montrer que la norme associée a ce produit scalaire vérifie
IAB]| < [|AIBI[; A, B € Mn(R)
4. En deduire que || A7) < [ AI”, A € M, (R), pe N,p> 1.

Exercice 1.5.

(Produit scalaire sur R [X] et R,, [ X])

a. Montrer que la relation

(P.Q) = [ P@)Q(x)dz, P,Q € R[X]

définit un produit scalaire sur R [X] et sur R,, [X] pour tout n € N.
b. Montrer que (R,, [X], (.,.)) est un espace de Hilbert.

c. 1. Soit P, (z) = %T, z € R. Montrer que la suite (F,),, converge unifor-

=0
mément sur [0, 1] vers la fonction x — exp(z).
2. En déduire que P, converge vers la fonction z — exp(z) pour la norme
associée au produit scalaire.

3. En déduire que (R[X], (.,.)) n’est pas un espace de Hilbert.

14



Chapitre 2

Systemes orthogonaux et

orthonormaux

Définition 2.1. Soit £ un espace pré-Hilbertien. Une famille de vecteurs non nuls

(€i);>, est dite orthogonale si
<ei76j> = 0>i7j Z 172 7&]

Si de plus (e;,e;) = 1,1 > 1, la famille (e;),, est dite systeme orthonormal dans
E.

. Tout systéme orthogonal est orthonormalisable. En effet, si (e;),~, est un
€;
lleill

systeme orthogonal dans E, le systéeme { },>1 est orthonormal dans E.

. La condition d’orthonormalisation est exprimée par le symbole de Krone-

cker
1, i=j

iy €9 :522
(ei, e5) j {07 i

Exemples 1.La famille (e;),5, ou
er = (1,0,0,..,0,..),es = (0,1,0,..,0,..), ..
est orthonormale dans l'espace ¢5.

15
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2. La famille (¢y),>, o @, (z) = %, forme un systeme orthonormal dans

I'espace de Hilbert H = Ly ([—m, 7]) muni du produit scalaire défini par

™

(f.9) = [ fg@at, fgen

—Tr

En effet, on a pour tous n,m > 1

/ 17,
<90n7 @m) = /§0n<t)g0m(t> dt = — / 61(nfm)7f dt
o 27r_7r
e“"(m*") _efiﬂ(m—n)

2mi(m—n) , mFEM

= 1 T
% _j;r dt7 n=1m

= 67’1/ m

Proposition 2.1. Tout systeme orthogonal dans un espace pré-Hilbertien E est libre
dans E.

Preuve. Soit (¢;);-, un systéme orthogonal dans F, et soit (););>1 une suite

400
dans C telle que >~ \;e; = 0. D’otr
i=1

+oo
Vk;k>1: <Z )\iei,ek> =0
i=1
ie.,
Vik;k>1: )X =0
[ |

Tout espace de Hilbert de dimension finie admet une base orthonormale.

Théoreme de Pythagore généralisé

Théoréme 2.1. Si {e;};5,,n > 1 est un systeme orthogonal dans un espace pré-

Hilbertien, alors )

n
>
=1

=S el

16



Chapitre 2 : Systemes orthogonaux-orthonormaux

Preuve. Par récurrence sur n.
i. Pourn =2:e; L ey alors

H€1+€2HQ = (e1+e,e1+€e9)
= JealP + lleal + er,ea) + e, )
2 2
= |les]]” + [leal

ii. On suppose que (x) est vraie pourlerangp —1,p > 2,i.e,

2

p—1 p—1

2
Z Ci|| = Z [le:ll
i=1 i=1

p—1
Soientz = Y. e; ety =¢€,.Ona (z,y) = 0. D'ou
=1

2
2 2 2
=z +yl™ = ll«”+ llyl

p
> e
i=1

2

2
+ el

p—1
> e
i=1

= 2 2
= D _lleill” + lles
i=1

z 2
= D _lleill
i=1

Dong, I’égalité (x) est vraie pour p, p > 2. De (i) et (i), (%) est vraie pour tout n,
n > 2. [ |

2.0.1 Procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt
B

Théoreme 2.2. Etant donnée une suite (y,), de vecteurs linéairement indépendants
dans un espace pré-Hilbertien E. Alors (y,,), engendre un systéme orthonormal (x,,),
dans E.

1. Jorgen Pedersen Gram, 1850-1916, est un mathématicien danois.
2. Erhard Schmidt, 1876-1959, est un mathématicien allemand.

17
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Preuve. Posons

wy
w = Yy etz =
[[w ]
w
Wy = yz—<y2,x1)x1 et xy9 = 2
[[wa|
Wa
Wz = y3—<y37$1>x1—<y3,x2>x2 et xy =
[[ws ||
n—1 w
n
Wy = Yo— > (Wnxi)x; et x, = . n>2
i=1 [[wn|

La suite (w,,), est orthogonale dans E. En effet, par récurrence sur n :

i.Pourn=2:

(wo, w1) = (Y2 — (Y2, 71) T1,91) = (Y2, 91) — (Y2, ¥1) (T1, Y1)
(Y2, y1) (Y1, 1)
[l

= (y2,01) —
-0

ii. On suppose maintenant que les vecteurs wy, 1 < k < p — 1 sont deux a deux

orthogonaux pour certain rang p, p > 2. Pour tout m, m < k :

k—1
> <yk7 wp> <wp> wm>
p=1

<wk‘7 wm) = <yk‘7 wm> - 2
[[wn]|
y W) \W,, W
(o) — A o) (s )
[[wm]|
= 0

D’ou, les vecteurs wy, 1 < k < p sont deux a deux orthogonaux. De (i) et (ii), la
suite (wy, ), est orthogonale dans £, et {z}} r>1 est donc un systéme orthonormal
dans F. [ |

Remarque Il est clair que {zx},_;, = {vr}r;-

18



Chapitre 2 : Systemes orthogonaux-orthonormaux

+00
Définition 2.2. Une série de la forme Y x), dans un espace de Hilbert H est dite
k=1

. oo . . N
convergente vers un vecteur x € H, et l'on écrit x = 3 xy, si la suite (Sp)n ol
k=1
n

Sn = > xp, n > 1 est convergente vers x.
k=1

Exemple z = ()‘i>i21 € (5. Soit (ex)r>1 la base standard de /5. Alors

n 2 —+00 9
X — Z ekl = Z |>\k| _>—>+ 0
k=1 k=n+1 oo

L. T 2 ;o 1
car x € l5.(le reste de la série Y |Ax|”). Doy, x = 3 Ageg.
k=1 k=1

2.0.2 Inégalité de Bessel
Bl

Théoreme 2.3. Soit ‘H un espace de Hilbert, et soit (p;);>1 un systeme orthonormal
dans H. Alors, pour tout x, x € H :

+o0
1. > [z, )| < ||z (Inégalité de Bessel)
k=1
“+oo
2. Lasérie Y (x, k) @i converge.
k=1

+oo
3. X Ay converge dans H si et seulement si (\y,),~, € Ca.
k=1 =

+oo
4, Sly = Z /\k(pk, alors >\k = <y, g0k> , k > 1.
k=1

Preuve 1. Comme le systéme (¢;);>; est orthonormal dans

0 < <w— Enj (T, %) 1, T — Zn: <w,sok>sok>

k=1 k=1

2 = 2w 2
= llel® =22 Ka, )" + D [z, on)
k=1

k=1

ER 2
= =" = > [z, on)l
k=1

3. Friedrich Wilhelm Bessel, 1784-1846, Astronome, mathématicien et physicien allemand.
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Sl ol <lalf, nz1 @

La série a termes positifs Z |(z,¢r)| est donc convergente, car sa suite des
k=1

sommes partielles définie par U,, = i [z, ¢r)|” est majorée d’apres (). D’oi
k=1
Z\ z,ou)| < |z

n
2.50it S, = X (x, k) ¢k, n > 1. Pour tous n, m avec n > m on aura d’apres

1)

I5.-5al = (3" (oodon 3 (o)

k=m+1 k=m+1
- 2
B k:%zﬂ @ o ”’mjﬁo !

D’ou, la suite (S5,,),, est de Cauchy dans #. Comme H est complet, (S,,), est

+oo
convergente. Dong, la série ) (xz, i) i, converge également.
k=1
n n
3.50it V,, = > Mg, n > 1, etsoit W,, = Y \)\k|2, n > 1. Alors pour tous
k=1 k=1
n,m tels que n > m :

1V, = V> = < S ek, Y, )\kSDk>_ >IN

k=m+1 k=m+1 k=m-+1

= W,—-W,

D’ot, (V},),, est de Cauchy dans # si et seulement si (W,,),, 'est. Donc (V},),

converge si et seulement si (17/,,),, converge également dans .

4. Soity = Z Akr. Comme le systeme {gpk}k>1 est orthonormal dans #, et

par la contmulte du produit scalaire, on aura pour tout j, j > 1:

+00 n
(y,0;) = <Z>\k§0k7§pj>: lim <Z>\k§0k>(ﬁj>
k=1

—1 n—-+o0o

=\

20



Chapitre 2 : Systemes orthogonaux-orthonormaux

Définition 2.3. Soit H un espace de Hilbert. Un systeme orthonormal {¢y.},, est dit
base orthonormale de H si :

+0o0
VCBGHZZ’ZZ)\kgﬁk, A € C, (k‘Zl)

k=1

Par le Théoreme précédent, \, = (z, pi) , k > 1.

Définition 2.4. Les scalaires (x,¢y), k > 1 sont dits coefficients de Fourier du

vecteur x.

Exemples. 1. La base standard (e;);>1 de /5 est orthonormale.

ikx

2. Le systeme {¢i};>; ot ¢y = 7=,k € Z est une base orthonormale de
Ly ([=m, 7).

1 cosnz sinnz

3. Le systeme { T o S } ,n > 1 estunebase orthonormale de L, ([—, 7])

également.

4. On suppose que dimH = n < +oo. Soit {¢}}, ., un systeme orthonor-
mal dans H. Comme {¢y }, ., est linéairement indépendant, {4y}, est une

base de H si et seulement si n = p.

2.0.3 Egalité de Parseval
i

Définition 2.5. Une suite d’éléments (e;);>1 d'un espace de Hilbert ‘H est dite totale
(complete) si
Viyi>1:(z,e) =0=2=0

Autrement dit, le vecteur unique orthogonal au systeme (e;);>; est le vecteur

nul.

On donnera par la suite, un résultat présentant des conditions nécesssaires et
suffisantes pour qu'un systéme orthonormal dans H soit une base orthonormale
de H.

4. Marc-Antoine Parseval des Chénes : 1755-1836, mathématicien francais.
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Théoréme 2.4. (Egalité de Parseval) Soit {y },~, un systeme orthonormal dans un
espace de Hilbert H. Les assertions suivantes sont équivalentes :
i. {¢k}~, est une base orthonormale de H.
ii. {gpk}k;l est une suite totale dans H.
iii. Vect{pr};, est densedans H,i.e.,

Vo € H,3(xn)n C {prtys, 2= lim z,

n——+oo

+00
iv. Ve e H: Y |(z,01)|° = ||z||* (Egalité de Parseval)
k=1

+oo
v. Va,y e H: (x,y) = k; (z, o1) (Y, or)

n n

Preuve. (i) = (v) Soientu, = Y (z,¢r) ¥k, vn = > (Y, ¢k) Pk, n > 1. Alors
k=1

n

(w,y) = N (un,vn) = ngrfm]; (@, 00) (Y, Pr) (Pr, Pr)
+oo .
k=1

(v) = (v) Onposex =y dans (v).

(iv) = (i) Soit z € H.

_ki@

—HOEH —Z! 0

—>+c>o

(uii (i) Si(x,px) =0,k > 1,alorsz L {¢}};>, - Parconséquent, v L{¢y},, =

) =
H (Exercice de TD). Donc z Lz. D’ou, x = 0.

+oo
(11) = (i) Pour tout z, z € H, la série w = Y (z, k) ¢r converge par le
k=1
Théoreme précédent. D’ot1

Vii > 1:(z—w,g;) =(2,¢;) — lim <Z 2, P 90k790]>

= (- f (2 00) (s 05)
= <Z790j>_<2750j>

= 0
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Chapitre 2 : Systemes orthogonaux-orthonormaux

+o0
Par (ii),onaura z —w = 0. D'ow, z = w = Y (2, ¥k) ¥k u
k=1

Autrement dit, une base orthonormale de H est un systéme orthonormal

total dans H, ou bien, un systéeme qui vérifie I'égalité de Parseval.

Exemple On verra plus tard que le systeme {y }, -, ol ¢}, = f/—:—;, k € Z est
total dans 'espace de Hilbert L, ([—, 7]) . Il forme donc une base orthonormale
de Ly ([—m, 7).

Par conséquent, tout élément f € L, ([—m, 7|) s’écrit sous la forme

+00
- Z <f7 on> Pk
k=—o00

soit donc

f(z) = +Zoo /f(t)e_ikteikmdt, x € [—7, 7]

k=—o00_",

2.1 Espaces de Hilbert séparables
2.1.1 Définitions et propriétés

Définition 2.6. Un espace de Hilbert est dit séparable s'il contient une suite orthonor-
male totale.

On a donc le résultat suivant

Théoréme 2.5. Un espace de Hilbert est séparable si et seulement sil admet une base
orthonormale.

Preuve. Conséquence directe du Théoreme précédent. M
Exemples. 1. Un espace de Hilbert de dimension finie est séparable.

2. Les espaces /5 et Ls ([a, b]) sont séparables.
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Théoréme 2.6. Soit H un espace de Hilbert séparable. Alors, H admet un sous-ensemble
dénombrable et dense.

Preuve. Soit (z,), une suite orthonormale totale dans #, et soit

S= {Z(O‘kj%ﬁk)xka o, e Q1 <k<n, n> 1}

k1l

S est dénombrable. De plus

Ve eH: ’§1<x,xk)xk—x njmo
car (z,), est totale dans H. Ce qui montre que S est dense dans H. |

2.1.2 Espaces isomorphes

Définition Deux espaces de Hilbert H, et H, sont dits isomorphes s’il existe

une bijection T': H; — H, vérifiant
<T$,Ty> = <$>y> y LY S Hl

L'application T’ est linéaire et est dite isomorphisme de H; dans Hs.

Remarque ||T]| = 1.

Théoreme 2.7. Soit H un espace de Hilbert séparable.

i. Sidim’H < +o0, alors H est isomorphe a C" ou R", (selon le corps de H)

ii. Si dim H = +o0, alors H est isomorphe a (5.

Preuve. i. On suppose que dimH = n,n > 1. Soit (ej)i<k<, une base de H.
L’application 7: H — C" ou

Tx = T(Z )\kek) = ()\1,)\1, ...,)\n), reH
k=1

est un isomorphisme.
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ii. Soit (ey)r>1 une base orthonormale de 7. On définit 'application 7': H —
{5 par
Tx = ((z,ex) e )k>1

On montre facilement que 7" est un isomorphisme de H dans /5, et que
2 = 2 2
Tl = > Kz, ex” = lll”, z €M
k=1

par I'égalité de Parseval car (e)x>1 est une base orthonormale de . [ |

Remarque Du Théoreme précédent, découle que les espaces de Hilbert sé-
parables de dimension finie ( resp. dimension infinie) sont isomorphes. Cela
veut dire qu’en réalité, il n’existe qu'un seul espace de Hilbert séparable de di-

mension finie ( resp. dimension infinie) qui est C". ( resp. ¢5)

2.1.3 L'espace Ly([a,b])

L’espace des fonctions Lebesgue mesurables a carré intégrable sur [a, b] , i.e.,

b
Ls([a,b]) = {f : [a,b] = C, f mesurable et /\f]2 < —|—oo}

et 'espace
Lo([a,0]) = {{f}, f & Le([a,8])}
formé des classes d’équivalences pour la relation d’égalité p.p. sur [a, b] .

. Ly([—m, 7]) muni du produit scalaire

(.90 = [ F@9) dt. f.g € Lol 7))

est un espace de Hilbert séparable, admettant le systeme {¢y}, ., ou
oikt

pi(t) = Vo

comme une base orthonormale [1] (TD)

t € [—m,

Théoreme 2.8. [6] L'espace de Hilbert Ly([a, b)) est séparable.
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2.2 Orthogonalité et projection orthogonale

2.21 Orthogonalié et complément orthogonal

Définition 2.7. Deux vecteurs x,y d'un espace pré-Hilbertien H sont dits orthogo-
naux, et 'on écrit v Ly, si (x,y) = 0.

Définition 2.8. Si Re (z,y) = 0, les vecteurs x,y sont dits perpendiculaires.

Remarque Il est clair que ces deux notions sont équivalentes si H est réel, i.e.
K = R. Dans le cas ou H est complexe, les vecteurs z et iz sont perpendiculaires
car Re(z,iz) = Re(—i||z||?) = 0.

Définition 2.9. Soit M C H, M # (), et soit x € H. Alors
I M & (z,y) =0,Vy € M
Définition 2.10. Soient M, N C H. Alors

MLIN & (x,y) =0,V e M,Vy e N

Définition 2.11. Soit ‘H un espace de Hilbert, et soit M C H. Le complément ortho-
gonal de M dans H est I'ensemble noté M- et défini par

Mt = {zeH:zlM}
= {xeH:(x,y)=0,Vy e M}

Proposition 2.2. M- est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Preuve. i. Soient z1, 5 € M*, etsoit A € C. On a pour touty € M :
(Ar1 4+ x2,y) = MNx1,y) + (22,y) = A0+ 0=10

car 1 Ly et 2o Ly. D’ott (Az1 + 22) Ly. Par suite, (\z1 + 22) € M*. L'espace M+
est donc un sous-espace vectoriel de H.
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ii. Montrons que M+ est fermé de H. Soit (z,), une suite dans M+ qui
converge vers z, + € H. Pour tout y € M, on a par la continuité du produit
scalaire,

carz, € M- neN.Douize M. R

Propriétés. Soit H un espace de Hilbert, et soit M C H. Alors

1. M C (M*)+ = M*+. On montrera plus tard que si M est un sous-espace
vectoriel fermé de H, alors M = M*1)

2. Mt = M" (TD)
3. H- = {0} et {0} = .
Preuve. 1. Soit x € M. Alors z L M=. Donc
(z,y) = 0,Vy € M+
D’otl z € M*+ par définition du complément orthogonal.

4.0na
HY = {zeH:(z,y)=0,VycH}
= {0}
et comme H est un espace vectoriel, on aura par (2) que
{0}y =HH =H

Définition 2.12. Soit H un espace de Hilbert, et soit M C ‘H. La distance d'un point
a € Ha M est le nombre réel positif

d(a, M) = inf fla —y]|
Exercice Montrer que
dla,M)=0ae M

On a donc le résultat important suivant
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2.2.2 Théoreme de la projection orthogonale

Théoreme 2.9. Soit H un espace de Hilbert, et soit M C H un sous-ensemble convexe

et fermé. Pour tout x € H, il existe w € M unique tel que

d(z, M) = |z — w]|
Définition 2.13. Le vecteur w est dit projection orthogonale de x sur M.

Preuve du Théoréme Soit
d=d(zx,M) = inf ||z — z|
zeEM
Il existe donc une suite (z,), C M telle que
|z — zn]| = d, (n — +00)

On doit montrer quenl_igloozn = w. Appliquons l'identité du parallélogramme

sur les vecteurs v — z,,, 2 — z,, n,m € N :
2 2 2 2
2|z = zall” + llz — 2ull”) = 22 = (20 + 2 [I” + 20 — 2| 1)
M étant convexe, 3(z, + z,) € M et

20— (a2l = 20 = St 2m)| 220 @

Combinant les relations (1) et (2), on obtient

20 — zml]> < 20|z = 2a]® + ||z — 2m]|?) — 4> —  4d* —4d® =0

n,m—-+oo

La suite (z,), est donc de Cauchy dans M. Comme # est complet, et M est
fermé, M est aussi complet. Il existe donc w € M tel que lim z, = w. D’ou, et
n—4o0o

par la continuité du produit scalaire
d= lim [~z =z~ v]

Montrons maintenant 1"unicité de w. Supposons qu'il existe y € M tel que
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d =z -yl

On aura donc

1 2

r— —(y+w)

d? <
= 2

=+ 5w

D’ou, et par 'identité du parallélogramme sur les vecteurs 3 (z — y) et 5(z — w),
on obtiendra

2

d2

IN

§($—y)+§($—w)
1

5(95—’60)

Hl 1

2
+

2

D[k w)

— 2([3-v)

1
= &= ly-wl’

Doty = w. |

Du Théoreme 2.9] découle le résultat important suivant

2.2.3 Théoreme de la décomposition orthogonale

Théoreme 2.10. Soit H un espace de Hilbert, et soit M C H un sous-espace vectoriel
fermé. Alors, tout vecteur v € H admet une décomposition unique x = x1 + 5 0il
T GMet.CUQ GML.

Autrement dit, H = M & M* (somme directe orthogonale)
x, est la projection orthogonale de z sur M et x, est la projection orthogonale
de z sur M*.

Preuve. i.Siz € M, alorsz =z + 0.

ii. Siz ¢ M. Soit y le point unique de M vérifiant
lz =yl = d(z, M) = inf |z —w]
y existe d’apres le théoreme de la projection orthogonale. Montrons que
r=y+ (@ —y)
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est la décomposition demandée. On a
YVwe MVAeC:y+IweM

car M est un sous-espace vectoriel de H. De plus

lz —ylI* < llz =y — ol

= |lz —yl” = 2Re(A (w,z — ) + A" |lw]|”

D’ou
—2Re(A (w,z — y)) + A lw[|* > 0

Si A > 0, on divise par A et on fait tendre A vers 0, on aura
Re(AM(w,z —y)) <0 (1)

De méme, en remplagant A par —i\, (A > 0), et on divise par A, puis on fait

tendre A vers 0, on obtiendra
Im(Mw,z—y) <0 @
comme y € M, —y € M. Alors, (1) et (2) demeurent vraies pour —w, i.e. :
(w,x —y)) =0,Yw € M

Donc (z —y) € M*.

L’'unicité. posons
=y + 21,00 E M,z € Mt

Alors (y —y1) € Met (2 —2z) € M+. Comme y —y; = 2; — 2, on aura forcément
y—yp=zn—-2=0car MNM*+={0}. B
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2.3 Exercices

Exercice 2.1.

Soit H un espace de Hilbert et soit VV un sous-espace vectoriel de H.
1. Montrer que V- = V™.
2. On suppose que V est fermé (Uniquement dans cette question). Montrer
1
que (VL) =V.
Lo
3. En déduire que (VL) =V.
4. En déduire que V est dense dans H si et seulement si V* = {0}.

Exercice 2.2.

a. 1. Montrer que

4

(P,Q)=>_ P(k)Q(k), P,Q€Ry[X]

k=0

définit bien un produit scalaire sur R, [ X].

2. Trouver une base orthonormale de R, [ X| pour ce produit scalaire.

b. On cherche a calculer

“+oo

I = inf (2% + az® + br + ¢)’e “dw
a,b,ceR 5

1. Montrer que

“+oo

(P.Q)= [ P@)Q@)e™ dr, P.Q€Ry[X]

0

définit un produit scalaire sur R [X] .
2. Trouver une relation entre I et la distance de X® a R, [X] pour la norme
induite par ce produit scalaire.

3. Trouver I.

Exercice 2.3.
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Soit (e;),.y une suite orthonormale dans un espace de Hilbert . Soient

F, = Vect{e;} (n €N) et F'=Vect{e};cy

1=0,n?

On considere la projection orthogonale P, de H sur F,,, (n € N). Montrer que

P,(z) = i (x,e;)e;, v €H, (neN)

2

2. Montrer que pour tout x € H :

2 2 2
[(z, en)|” + [z = ma (@) = [|=|

n
1=0

3. En déduire 'inégalité de Bessel
400
Sl e < lz))*, z e H
i=0

4. On définit d(z, F') = 11611fw |z — y|| - Montrer l'identité de Parseval
Yy

+oo
> e + (d(x, 1) = ||zl*, = €H
1=0

Exercice 2.4.

Pour tout entier naturel N, N > 1, on note My le sous-espace vectoriel de /5

N
formé des suites (z,,), telles que > z; = 0.
i=0

1.i. Montrer que l'application (z,),, + g: x; est linéaire et continue de ¢/, dans
C. =

L.ii. Que peut-on déduire de l'espace My?

1.iii. Conclure une décomposition orthogonale de /5.

2. Soit

E,={(yn)n:yi=y;pour0<i<j< Nety,=0pourn > N}

a. Montrer que E C M.
b. Montrer que E = Mj;. ( Remarquer que pour 0 < i < j < N, la suite (z,,) ou
ri=1,12; = —letx, =0sin #ietn # jappartienta My.)
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Exercice 2.5.

Soit a un vecteur non nul dans . Posons F = {a} . Montrer que pour tout
rEeH:
o - L)

el
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Chapitre 3

Opérateurs linéaires bornés sur un

espace de Hilbert

3.1 Opérateurs linéaires bornés

3.1.1 Définitions - continuité

Dans ce chapitre, H; et H, désignent deux espaces de Hilbert séparables

complexes .

Définition 3.1. Une fonction A: H, — H, est dite opérateur linéaire si pour tous
x,y € Hyiettout A\ € C:

A(dz +y) = M(x) + A(y)

On écrit souvent Az au lieu de A(z) pour I'image d’un vecteur = de H; par
A.

Définition 3.2. Un opérateur linéaire A: Hy — H, est dit borné si

sup [|Az] < +oo
llz)| <1

On a donc le résultat suivant
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Théoréme 3.1. Soit A: Hy — Ho un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont
équivalentes

i. A est continu.

ii. A est continu en un point quelconque de H,.
iii. A est borné.

iv. 3¢ > 0/Vx € Hy : || Az|| < cl|z||

Preuve. (iv) = (i) = (ii) est évident.

(i1) = (1v) Supposons que A est continu en un point zg, zo € H;. On a donc
Ve > 0,30 > 0/Ve € Hy : ||z — zol| <0 = ||Az — Azg| <€

Onapourtoutz € Hi,z #0:

jzll 0z =l 0

_ | _
Av =SS AGD) = T3 (AC

o + ) )

Soity = Hi—”‘“” + 9. Donc ||y — || = . D'oux

T €
Iy — Axol) < e = fAzf < 1= €y

D’ot, A est borné. [ |

Si A est borné, la norme de A notée || A|| est donnée par

|All = sup ||Az||
el <1
Exercice Montrer que
Ax
1Al = sup lAz] = supd 220 = up (A, y))
lzl|=1 w0 [T Jep=yi=
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On note par L(#,, H2) al’espace des opérateurs linéaires bornés de 7, dans
Ho.

Proposition 3.1. £(H;,H2) est un espace vectoriel sur C.

Preuve. Calcul direct. |
Proposition 3.2. L(H1, H2) est un espace de Banach.

Preuve. Comme H; est complet, £L(H;, H2) est complet. W
.SiHy = Hs, onnote L(H;) a l'espace L(H1, H1).

. Si Hy = C, L(H1,C) est le dual topologique de #;, et est noté H;. On
montrera plus tard que H} » H,; ou bien H} = H;.

Exemples 1. Soit A: H; — H, un opérateur linéaire avec dimH; < +oo.

Alors, A est borné. En effet, soit (e;);<;<, une base orthonormale de ;. Alors

n n

VeeHi:x=) (z,en)ep et Av=>Y (z,ep) Aex

k=1 k=1
1Az < 3 [, el lAerll < (3 e en))2 (3 | Aex]”)
k=1 k=1 =

= Z | Aex*)? 1

D’oti, A est borné et ||A]| < (Z | Aex||?)2. Si de plus, H1 = H,, A est donc une
matrice carrée. On suppose qu 11 existe A\, € C,1 < k < n tels que
Aek:)\kek,l S k Sn

Alors

1Az|* =

—

Z T, ep) Aeg, Z (x,ex) Aek>
k=1 k=1

= > e en)” |Muf® < M2 Jz]

=1

o
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ol
M = max |\
1<k<n
Donc
A<M (1)
D’autre part, soit M = |\;|, 1 < jo < n. Comme ||e;, || = 1, on obtiendra par
définition de || A|| que
IA[] = 1| Aejo l

Donc

A= ol =M (2)
De (1) et (2), [|A|| = M = max |Ax] (maximum des valeurs propres de A en
dimension finie)

2. Soit H un espace de Hilbert, et soit (¢;)x>1 une base orthonormale de H.
Soit (Ax);>, une suite dans C. On définit 'opérateur A: H — H par

“+o00

Az = Mo (@, 01) o, z €H

k=1

Alors, A est linéaire. De plus, par I'inégalité de Bessel,
2 = 2 2 2 2
[AZ]]" = > [Ael” [z, ) |” < m® ||
k=1

oum =sup |\;|. D'olt, A estborné et || Al <m (1)
E>1

De plus, par la définition de la borne supérieure

Ve>0,3j>1:|\|>m—c¢
D’ou

[A[F = ([ Agsll = [Aj] > m — e
comme € > 0 est arbitraire, || Al > m (2)

De (1) et (2) on obtient que

| A[| = m = sup |Ax]
k>1
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3. Sur I'espace
D(D)={f€ Ly|—m,7|: f € Ly|[—7,7|}

muni de son produit scalaire usuel

™

(f.9)= [ F()gW dt, f.g € D(D)

—T

on définit I'opérateur différentiel D par

Df(e) = @) = '

Alors D n’est pas borné. En effet, pour la suite (f,,), ou
fu(z) =sinnz, (n > 1)

on a
[full = V& et [Dfll=nvA = +oo
[

Proposition 3.3. Soient A, B € L(H1,H2). On montre facilement que

i [|eAl = [al [[A]l, (e € C)
i. |A+ Bl <|A]l+ B
iii. Si ‘Hg un espace de Hilbert, et si C' € L(Ha, H3), alors

CA € L(Hy, M) et |[CA] < [|C][ ]| Al

3.2 Fonctionnelles linéaires bornées

Définition 3.3. Soit H un espace de Hilbert. Une fonctionnelle (forme) linéaire sur H

est un opérateur linéaire de H dans C.

Une fonctionnelle linéaire bornée sur H est un élément de 'espace dual

L(H,C).

On a donc le résultat important suivant
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Chapitre 3 : Opérateurs linéaires bornés

3.2.1 Théoreme de représentation de Riesz

[

Théoréme 3.2. Pour toute forme linéaire continue f sur un espace de Hilbert H, il
existe un élément unique a € ‘H tel que
1. VeeH: f(x)=(x,a) (%)

2. £l = el
Inversement, tout élément a € H définit une forme linéaire continue f, sur H par la

formule (x)

Preuve. =)Si f =0, on prend a = 0.
Soit f # 0. Il existe donc z # 0 tel que f(zo) # 0. D’ow, x¢ ¢ ker f.

ker f étant un sous-espace fermé de H car f est linéaire continue. De plus

Ve € H: f(zof(z) —xf(z0)) =0

D’ou,
Ve € H: (zof(x) — xf(xg)) € ker f

Comme z € (ker f)*,

((wof(w) — 2 f(0),70) = 0
Donc
f (@) (o, z0) — f(x0) (2, 20) = 0

ce qui implique que

5

240
ol

F#) = {,00) = <

f(zo)

Il suffit donc de prendre a = -*ts2,. On aura donc :

1.

l[zoll

Ve e H: f(z) = (z,a)

1. Frigyes Riesz, 1880-1956, est un mathématicien hongrois. Il est 1'un des fondateurs de
I'analyse fonctionnelle.
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2. Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Ve et |f(z)] = [{z,a)] < |laf| [[z]]

D’ou,
1AM < llall (1)
D’autre part
f(a) = (a,a) = |a||*
et
171 = supI L5 Ty o)
w0 ||| lal

De (1) et (2), on obtient que || f|| = ||« -
<) Evident. |

Définition 3.4. L'espace L(H,C) des formes linéaires continues sur H est dit espace

dual de I'espace H, et est noté H*. (Pour le distinguer de I'espace de Banach)

Remarque 1 Le Théoréme de représentation de Riesz affirme l'existence

d’un isomorphisme isométrique

InH — H
o= 1) = a4
Ce qui nous permet d’identifier isométriquement les espaces H et H*,i.e., H =
H*.
Exemple (C")* =C", 05 =1{y et (L2 ([a,b]))* = L ([a,b]).

Remarque 2 Si {p;},-, est une base orthonormale de H, alors I'élément a

correspondant a la forme linéaire dans le Théoréme 3.2 est défini par

+oo
a= f(ee)en
k=1

En effet, comme f (i) = (¢px,a), k> 1:

—+00 “+o0 “+o00

a=2 (a,or)or =" (pra

k=1 k=1 k=1

<
ES

I
-
s
N
AS)
ES
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Chapitre 3 : Opérateurs linéaires bornés

Exemples 1. H = L ([a,b]) : Une forme linéaire 7' sur #H est continue si et
seulement s’il existe g € H telle que
b

VfEHT() = (f.9) = [ F()g0)

De plus
171 = llgll

et dans ce cas

= — > T(em)e™, ¢ b
27T = (e )6 ? E [a7 ]

2. H = /5. Une forme linéaire T sur /¢, est continue si et seulement s’il existe

a = (ak)k21 € ly tel que
+0o0
Vo = (xg)g>1 € lo: To = (x,a) = Z TLar%
k=1

De plus
171 = lal

et si (ex)r>1 est la base standard de /5, on aura dans ce cas

oo
a = Z T(ex)ex
k=1

3.2.2 Théoréme de Hahn-Banach

Dans la suite, on donne une version du Théoreme de Hahn-Banach sur un

espace de Hilbert

Théoréme 3.3. Soit H un espace de Hilbert, et soit F' C H un sous-espace vectoriel
non dense dans H. Pour tout xo ¢ F, il existe une forme linéaire continue f sur H telle
que f(zo) =1let f =0surF.
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Preuve Posons G = F- = F. Donc,
IQZPG(I0>+(ZE0—Pg<J]0)) S ]{:CJG%C:L

Comme 7y € F, Pg(xg) # 0. Soit a = % € F*. Par le Théoreme de

représentation de Riesz, il existe une forme linéaire continue f sur H vérifiant
f(@) = (z,a), ve H

D'ot, f(x) = let f(F) =0. |

3.3 Théoreme de Lax-Milgram

3.3.1 Forme coercive

Définition 3.5. Une forme bilinéaire f sur un espace vectoriel normé E est dite coercive

(elliptique) s’il existe K > 0 vérifiant
f(z,2) = K|’ z € E

Exemple 3.1. Soit ¢ une fonction réelle continue sur [0, 1] telle que Ognglg;(x) > 0.

Alors, la forme bilinéaire v définie sur l'espace Lo([0,1]) par

v(fg) = [ F09@e(t)dt. fg € Lo((0,1)

vérifie pour tout f € Ly([0,1])

1 1

U = [1FOPed = min o) [1F@OFd > min o)1

0 0

Par I'hypothese sur ¢, la forme 1) est coercive.

Exercice Montrer que si dim I/ < 400, alors f est coercive sur F si et seule-

ment si f est définie positive sur £, ie., f(z,z) >0, x € E, x # 0.
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Chapitre 3 : Opérateurs linéaires bornés

3.3.2 Théoreme de Lax-Milgram
PRI

Théoreme 3.4. Soit H un espace de Hilbert, et soit 1) une forme bilnéaire continue et

coercive sur H x H telle que
3o, € > 02 [yp(u,v)| < Cllullfloll et P(u,w) = aflull®, u,v e H
et soit { une forme linéaire continue sur H. Alors, il existe un unique u € H tel que
u,v) = L), v e H
Si de plus, 1 est symétrique, alors u est I'unique minimum de la forme linéaire
1
J:iv— §¢(u,v) —{(v)

Remarque Le Théoreme de Lax-Milgram constitue une généralisation du

Théoreme de représentation de Riesz.

Preuve Comme / est une forme linéaire continue sur H, il existe par le Théo-
reme de représentation de Riesz, un unique a € H tel que ¢(v) = (a,v), v € H.
De méme, comme ¢ est continue, pour tout u € H, l'application v — 1 (u,v)
est une forme linéaire continue sur H. Il existe donc un unique a, € H tel que
Y(u,v) = (ay,v), ve H Posons A: H— H, u — a,. On doit donc montrer que

due H: Au=a

Pour cela, il suffit de montrer que A est bijective.

Pour tous u,v € H ettout A € R
(AAu+v),w) =M+ v,w) = Mp(u,w) + (v, w) = (Nu + Av,w), w € H
Ce qui montre la linéarité de A. De plus,

[ Aul* = (Au, Au) = 9 (u, Au) < Cllull]| Aull

2. P. Lax : Mathématicien hongrois de nationalité américaine, Prix Abel en 2005.
3. A. Milgram : Mathématicien américain, 1912-1961.
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A est donc continue.

Comme 1) est coercive,
(Au,u) = (u,u) > allul®, ue H

. D’oti, ker A = {0}, et A est donc injective. D’autre part, pour toute suite (v, =
Auy,), dans ImA qui converge vers v € H,on a

allur = w* < (g, wm) = (Alur = ), ur = i) < [Jox = vl [, — |

Comme (v,,),, est de Cauchy car convergente, (u,), 1'est également dans H. Elle
est donc convergente vers u € H car H est de Hilbert. Comme A est borné,
Au = A( lim u,) = lim Au, =v
n—-4o00 n—-4o0

Ce qui montre que v € ImA. L'espace ImA est donc fermé de H.

Pour montrer que A est surjectif, il suffit donc de prouver que (ImA)* = {0}.
Soit v € (ImA)+. Donc,

0 = (Au,v) = ¥(u,v) > ofv]”
Par suite, v = 0. Par conséquent, A est bijectif. Il existe donc © € H unique tel
que Y(u,v) = L(v), v € H.
Si ¢ est symétrique, alors pour tout u € H,

J(u+v) = J(u) + P (u,v) = €(v) + ;w(uw) = J(u) + ;w(u,v) > J(u) + %HUW

D’ou, J(u)(v) pour tous v € H, v # u. Ce qui prouve que u est le minimum
uniquede Jsur H. W

3.4 Opérateurs inversibles

Définition 3.6. Un opérateur A € L(H1, H2) est dit inversible s'il existe un opérateur
noté A=t € L(Ha, H1) tel que

A_lA = I’Hz et AA_I = IHl

ot Iy, est l'opérateur identité sur H;, (1 < i < 2).
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Chapitre 3 : Opérateurs linéaires bornés

Définition 3.7. L'opérateur A" est dit opérateur inverse de A.

Définition 3.8. Soit A € L(H1,Hsz). Le noyau de A est I'ensemble

ker A = {z € H, : Ax =0}
. A est injectif si et seulement si ker A = {0} .

Définition 3.9. L'image de A est I'ensemble
ImA ={Azx, v € H,}

. A est surjectif si et seulement si ImA = Hs.

. A est inversible si et seulement si A est injectif et surjectif a la fois.

.Sil existe B € L(H2, H1) tel que BA = I3, on dit que A admet un inverse
a gauche. L'opérateur B est dit inverse gauche de A.

Il est clair que dans ce cas, A est injectif.

. De méme, s'il existe C' € L(Hy, H1) tel que AC' = I4,, on dit que A admet

un inverse a droite, et que C' est 'inverse droit de A.

Dans ce cas, 'opérateur A est surjectif.

.Si H; = H, et est de dimension finie, alors A est inversible si et seulement
si A admet soit un inverse a gauche, soit un inverse a droite, car dans ce cas on
a

dim H; = dim H,; = dimker A + dim ImA

. En dimension infinie, la remarque précédente n’est pas vraie en général. En

effet, 'opérateur shift (de décalage) droit S, défini sur ¢, par
S,x = ST(I‘l,IQ, ) = (]32,1’3, ), xr = (IEi)iZl € ly

est I'inverse droit du shift gauche S; ot S;z = S)(z1, %2, ...) = (0,71, 2, T3, ....).
Or, S; n’est pas inversible car e; = (1,0,0,...) € kerS;. De méme, S, n’est pas
inversible car e; ¢ ImS,.
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Théoreme 3.5. Soit H un espace de Hilbert, et soit A € L(H) tel que || A|| < 1. Alors
U'opérateur I — A est inversible, et I'on a

“+o00
(I—A) "= A A"=1
k=0

De plus
et .
=27 <

+o0
Preuve. Soit y € H. La série 3. A*y est convergente dans . En effet, si on
k=0

n
pose S, = > AFy, on aura pour tous n,m, n > m :
k=0

TN ES ol VO RS S VT’

k=m+1 k=m+1 nheo
car ||Al| < 1. Lasuite (S,), est donc de Cauchy dans #. Par suite, elle est conver-

+oo
gente (H est complet). La série 3. A*y converge également. Soit B € L(H) tel
k=
que ’
+o0
By =73 Ay
k=0

B est linéaire, et

+o0 1
1Byl < Iyl Y- NANF = —— Il
21417 = T

D’ou B est borné et

1
B| <
1B T
De plus, on a pour touty € H :
+oo +o0o
(I-A)By = (I-A)Y Ay=> (I—-A)A"y

k=0 k=0

+oo

= > A —Ay=BI-A)y
k=0

+o0o +o0
= Y Ay Ay =y
k=0 k=0
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Chapitre 3 : Opérateurs linéaires bornés

Ce qui montre que (I — A) est inversible et (I — A)~' = B. Finalement

n —+o0
H(I — AP =N AR = sup || YD Aty
k=0 ll=1 || k=n+1
+f K
< [Al" — 0
ket 1 n—-+oo

3.5 Adjoint d’un opérateur linéaire

Théoreme 3.6. Soit A € L(H1,Hs). 1l existe un opérateur unique A* € L(Hz, H1)
tel que
Vo € Hi,Vy € Ha : (Ax,y) = (x, A%y)

De plus, on a || A|| = [|A*|| .
Définition 3.10. L'opérateur A* est dit opérateur adjoint de I'opérateur A.

Preuve. Pour tout y € H,, 'application
o: x— (Ax,y)

est linéaire et continue sur H; par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, et est de
norme |[¢|| < ||A|||ly||. Par le Théoreme de représentation de Riesz, il existe

un unique élément noté A*y € H; tel que
Vo € Hy:p(x) = (x, A%y)

On vient donc de définir un opérateur A*: Hy — Hi, y — A*y. On vérifie faci-

lement que A* est linéaire. En effet, pour tous = € Hy, v,y € Hoettout A € C

(Az, \y+y) = (2, A"y + ) = (Az, Ay) + (Az,y/)

= MAz,y) + (z, A%Y) = Xz, A%Y) + (z, A*Y)
(x, NA*y) + (z, A*Y')
(x, \A*y + A™y)
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Par unicité,
Ay +y) = Ny + Ay

On a de méme

IA] = sup [(Az,y)|= sup [(z, A"y
llzll=lyll=1 lz||=]lyll=1
= sup |[(A*y,x)| = [|A"|
llz[=[lyll=1

Exemples 1./* =1 et(0* = 0.

2.8 = S et S =5, ouls, et S sont respectivement les opérateurs shift
droit et shift gauche sur /5.

3. Considérons l'opérateur de multiplication M sur L ([a,b]) défini comme
suit
(M[)(t) = u(t)f(), f € L2 ([a,b])
ol i est une fonction complexe continue et Lebesgue mesurable sur [a,b]. On a

pour tous f, g € Ly ([a,b]) :

Mfg) = [ MO dt = [ p(e)f(t) 90 b

D’ou

On a donc les propriétés suivantes

Théoreme 3.7. Soient A, B € L(H1, Hz). Alors
1. (A+ B)*= A"+ B*
2. (@A) =aA* (a € C)
3. (A=A
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4. Si D € L(Ha, Hs) oit Hs est un espace de Hilbert, alors (DA)* = A*D*

Preuve. Soientz € Hy ety € Hy. Ona

1.
(A+ B)r,y) = (z,(A+ B)"y) = (Az + Bz,y) = (Az,y) + (Bz,y)
= (z, A%) + (z, B*y) = (v, A"y + B*y)
= (z,(A"+ B")y)
2.
((ad)z,y) = (z, (e A)"y) = (aAz,y) = (Az,qy) = (v, A™(ay)) = (z,aA"y)
3.
(A'y, ) = (y, (A")"z) = (z, A*y) = (Az,y) = (y, Ax)
4. Soit z € Hs :
(DAz, z) = (x, (DA)*z) = (D(Ax), z) = (Az, D*z) = (x, A*D*z)
u

Théoreme 3.8. Soit A € L(H1,Hs). Alors
1. ker A = (ImA*)*
2. ker A* = (ImA)
3. TmA = (ker A*)"
4. TmA* = (ker A)*

€

Preuve. 1. Soit x € ker A et soit y € Hs.
0= (Az,y) = (z,A"y)

D’ou
1l ImA*

ie.,
€ (ImA*)™*

49



50 A. Nasli Bakir

D'ott ker A C (ImA*)* .

De méme, siu € (ImA*)", alors pour touty € Hs :
0= (u, A*y) = (Au, y)

Pour y = Au € H,, on aura
0 = (Au, Au)
D’ott Au = 0. Donc u € ker A, et par suite, (ImA*)" C ker A.

2. On prend A* au lieu de A dans (1), et on utilise le fait que A*™ = A.

3. ImA = (ImA)Ll = (ImA)™" = (ker A*)" par (2) et les propriétés du

complément orthogonal.

4. On applique (3) sur A*, et on utilise le fait que A*™ = A. |

Comme conséquence directe du Théoreme précédent, on présente un résul-
tat important relatif a la décomposition en somme directe orthogonale d"un es-
pace de Hilbert.

On a donc
Corollaire 3.1. (Important) Soit A € L(H1,H>). Alors

Hi=ker A (]mA*) et Hy =ker A* @ ImA

3.5.1 Opérateurs auto-adjoints

Définition 3.11. Un opérateur A € L(H) est dit auto-adjoint si A* = A.

Théoréme 3.9. Soit A € L(H) un opérateur auto-adjoint. Alors (ker A)" = TmA.
De plus

H =ker AD (m)
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Preuve. Conséquence directe du Théoréme précédent. |

Exemples 1. Soit M 'opérateur de multiplication sur L, ([a, b]) défini par

Mf=pf, fe L:(la,b])

On a alors
M*f =Tf

Donc M est auto-adjoint si et seulement si 7i(t) = p(t) p-p. sur [a, b].

2.Soit A € L(H). L'opérateur A* A est auto-adjoint. En effet
(AA*)* = A™A* = AA*
Théoréeme 3.10. L'opérateur A € L(H) est auto-adjoint si et seulement si
(Az,z) e R, z € H
Preuve. =) Si A = A*, alors pour tout z € H :

(Az,x) = (x, Ax) = (Ax, x)

Donc (Az, z) € R.

<) Si (Az,z) € R,z € H, alors pour tous z,y € Hettout A € C:
(Al + Ay), (z + Ay)) = (= + Ay), A(z + Ay))
Par unicité, et I'hypothese que (Ax,x) € R, z € H, il s’ensuit que
Im (A{Ay, ) = Im (X (y, Az)) (1)
En prenant A = 1 et A =i dans (1), on aura

Ve, y € H: (Ay,z) = (y, Ax)

51



52 A. Nasli Bakir

3.6 Orthoprojecteur sur un espace de Hilbert

Définition 3.12. Soit H un espace de Hilbert, et soit M un sous-espace vectoriel de H.
Un opérateur P € L(H) est dit orthoprojecteur (Opérateur de projection orthogonale )
sur M si

Ve e M,Yye M+ : Pz +y) ==

. Il est clair que P est linéaire sur H. De plus
ImP = M et ker P = M~

et que
Pr=x, e M

. I — P est un orthoprojecteur sur M* de noyau ker(/ — P) = M.
.Si M # {0}, alors || P|| = 1. En effet

Ve=u+veHueMuve M ||Pz)* = ||ul]® < ||ul®*+ ||v]* = |||

par le théoreme de Pythagore. D'out ||P|| <1 (1)
D’autre part, siu € M, u #0:
P P
IS 1
w0 el =l ]

caru € M.Donc |P||>1 (2)
De (1) et (2), découle que | P|| = 1.

On a donc le résultat important suivant

Théoreme 3.11. Un opérateur P € L(H) est un orthoprojecteur si et seulement si
P?=p =P~

Preuve. (=) Supposons que P est un orthoprojecteur de H sur un sous-
espace vectoriel fermé M de H. Soitz = u+v,u € Metv € M*. Ona
P?’z = P(Pz) = P(u) =u = Px
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Donc P? = P, (P est dit idempotent). De plus, on a pour tous = = u + v,
y=u'+v € Havecu,u' € Metv,v' € M+

(Pz,y) = (u,u' + ') = (u,u') = (u+v,u) = (x, Py)

Dou P*=P.

(«<) Posons M = ImP. Alors, M = ker(I — P) car P? = P. Le sous-espace
M est donc fermé dans H. De plus,

M+ = (ImP)*" = ker P* = ker P
D’ot, pour tous u € M,v € M*:
P(u+wv)=Pu+ Pv=Pu

car u € M = ImP. Par suite, P est un orthoprojecteur sur M. [
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3.7 Exercices

Exercice 3.1.

Déterminer les opérateurs adjoints des opérateurs linéaires suivants

Ki: D¥([—m, 7)) — LA([—m7)), i =1,2 ou (Kub)(t) = / eit=9)3)(s) ds

—T

et Ky(t) = /Cos(t—s)w(s) ds, ¥ € L¥([—m,7)),t € [—m, 7]

K:L*([0,1]) — L*([0,1]), (Kv)(t) = /w(S)ds, v e L*([0,1]), t € [0,1]

Exercice 3.2.

H et K sont deux espaces de Hilbert, et (¢x)r>1 et (¢x)r>1 sont des suites
orthonormales dans H et K respectivement. Soit (),),>1 une suite complexe

bornée. Considérons 1'application 7: ‘H — K définie par

+o0
Tx= Z/\n<x7§0n>¢m reEH
n=1

i. Montrer que 7 définit un opérateur linéaire de H dans K.
ii. Montrer que 7 est borné, et en déduire une estimation de sa norme.
iii. Calculer || 7| .

vi. Déterminer 1’opérateur adjoint 7* de 7.

Exercice 3.3.

Soit H un espace de Hilbert muni d"une base orthonormale (¢y),;, , et soit
A un opérateur linéaire borné sur H. Montrer .A admet une représentation ma-
tricielle A = (a;;) correspondante a la base (¢),~, olt a;; = (Ap;, i), i,j > 1.

Application. H = L*([—7, 7]) muni de la base orthonormale on(t) = ﬁe"”t,

(neZ),et Ae L(H) est'opérateur de multiplication défini par
(Af)E) =a®)f(t), feH

avec a(t) une fonction complexe Lebesgue mesurable sur [—m, 7|. La matrice

obtenue est dite matrice de Toeplitz.
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Exercice 3.4.

a. Soit k£ une fonction complexe Lebesgue mesurable sur [a, b] X [a, b] et telle

que
b b
//\k:(t,s)]2 dt ds < +oo

On définit 'opérateur K : L*([a, b]) — L*([a, b]) par

(K)(0) = [ Kt 9)f(5) ds. f € 12(fa,b)
- Montrer que K f existe pour tout f € L?([a, b]).
Kl <[} e P at s,

a

- Déterminer 1'opérateur adjoint K* de I'opérateur K.

- Vérifier que K est linéaire et montrer que

Exercice 3.5.
(%) On définit sur ¢, I'opérateur
U(x) =U(x1, 29,23, ....) = (T, X1, T2y ooy 1, Ty 1y Tty Tngdy o), T E Lo

Prouver que
a. ||[Uz|| = ||z|| pour tout z € ls.
bU=U"=U"tet U*=T.
c.Sia € C,a # +£1, alors I'opérateur 7 — alf est inversible et

1

-1
(Z — ald) =1

(Z+ ald)

ou Z est I'identité sur /5.

d. Donner une représentation matricielle de ¢/ dans la base standard de /5.
Exercice 3.6.

Soit (wj);rj une suite de nombres complexes, et soit D, 'opérateur sur /5

défini par
le' = Dw<$1,$2,$37 ) = (wlxl,ngQ,w3x3, ), (.17 c 62)
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a. Prouver que D, est borné si et seulement si la suite (w])j:of est bornée, et que
dans ce cas, on a ||D,|| = sup |wj] .
j>1

b. Montrer que 1§£ lw;| ||z]] < || Doz, z € L.
JZ

c. Calculer D¥z, pour tout k, k > 1.

d. Montrer que D,, est inversible si et seulement si 11>1§ lwj| > 0. Donner 1’ex-
JZ

pression de D'
e. Trouver une condition suffisante et nécessaire pour que D, soit auto-
adjoint.
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Chapitre 4

Opérateurs compacts

4.1 Définitions et propriétés

Définition 4.1. Un opérateur A € L(Hi,Hs) est dit compact (ou completement
continu), si pour toute suite bornée (x,),, de H, la suite (Ax,,), admet une sous-suite
convergente dans Ho.

Exemples 1.Si A € L(H;,H2) est de rang fini (dim /mA < +00), alors A est

compact.

En effet, soit (z,), C Hi, ||x.]| = 1. Alors, la suite (Az,), est bornée dans
I'espace ImA de dimension finie dim /mA = rg(A). Comme ImA est isomorphe

a C la suite (Az,), admet donc une sous-suite convergente dans .

2.Soit A € L(H1,Hz) avec dim H; < +00. Alors A est borné. Comme

n

VeeH:x=> (z,ep) e

k=1

ona
n

Az =Y (z,ex) Aey,

k=1
ou (ex)}_, est une base orthonormale de H; (dim H; = n, n > 1). Alors, ImA
est de dimension finie. L'opérateur A est donc compact d’apres (1).

57



58 A. Nasli Bakir

3. L'opérateur identité I, sur un espace de Hilbert # de dimension infinie

n’est pas compact. En effet, si (z,,),, est une suite orthonormale dans #, alors
[T — x| = [|vn — Tl = V2

La suite (/x,), n"admet doc aucune sous-suite convergente.

41.1 Théoréeme de Bolzano-Weierstrass
WY

Théoreme 4.1. [2] Un espace métrique (X, d) est compact si et seulement si de toute

suite d’éléments de X, on peut en extraire une sous-suite convergente dans X'.

Remarque Compte-tenu de la linéarité de A4, il est équivalent de dire que A
est compact si pour toute suite (z,,),, d’éléments de la boule unité fermée B(0, 1),

la suite (Aa:n)n admet une sous-suite convergente.

Soit encore

Définition 4.2. A € L(H1, H2) est compact si 'image par A, de la boule unité fermée

est relativement compacte dans Ho, i.e., A(B(0, 1)) est compacte dans H.s.

Exemples 1. Dans I’exemple 3 précédent, ot dim H = 400, on a

n’est pas compacte dans H d’apres le Théoréme de Riesz relatif a la compacité

de la boule unité fermée. Par conséquent, I, n’est pas compact.

On a donc les propriétés suivantes

Théoréme 4.2. Soient A, B € L(H1, Hs) deux opérateurs compacts. Alors :
i. A+ B est compact.

1. Bernard Bolzano, 1781-1848, est un mathématicien bohémien germanophone.
2. Karl Weierstrass, 1815-1897, est un grand mathématicien allemand, nommé " Pére de

l'analyse".
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ii. AA est compact, (A € C)

Preuve i. Soit (z,), C Hi, ||z,|| = 1. Il existe une sous-suite (z/,), de (z,),
telle que (Az),),, converge, car A est compact.

De méme, comme B est compact, la suite (Bz],),, admet une sous-suite conver-
gente (Bz!),. La sous-suite (A+B)x])),, est donc convergente, et par suite, A+B
est compact.

ii. Méthode analogue a celle de (1).
Théoréme 4.3. Tout opérateur compact est borné.

Preuve. Par 'absurde, si Ae £(H;, H2) est compact et n’est pas borné, alors
il existe une suite (x,,),, dans H, ||z, || = 1 telle que

i A = o

Dong, la suite (Az,), n"admet pas une sous-suite convergente. Contradiction

car A est compact. n

Ce résultat montre que K (Hq, Ha) C L(H1,H2) ol
K(Hi, Ha) = {A € L(H1,Hs), Acompact}
De plus, on a
Corollaire 4.1. L'ensemble IC(H1, H2) est un sous-espace vectoriel de L(H1, Hs).

Théoreme 4.4. Soient A, B: 'H — H deux opérateurs linéaires tels que A est compact
et B est borné. Alors les opérateurs AB et BA sont compacts.

Preuve. Soit (z,), C H,||z,|| = 1. Comme B est borné, la suite (Bz,), est
bornée. A étant compact, la suite (ABxz,,), admet donc une sous-suite conver-

gente. D’ot1, AB est compact.

De méme, comme A est compact, la suite (Az,,),, admet une sous-suite conver-
gente (Az))),. Comme B est continu car borné, la suite (BAx], ), converge éga-

lement, et BA est compact. n
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Corollaire 4.2. L'espace IC(H1, Ho) est un idéal bilatere de L(Hy, Hs).
Théoreme 4.5. A € L(H1, Hz) est compact si et seulement si A* est compact.

Preuve. (=) Soit A compact sur H;, et soit (z,,), C Ha, ||z,|| = 1. Soit y, =
A*z,, n > 1. Comme A est borné, (y,), est bornée dans #;. Elle admet donc
une sous-suite convergente (y,, ), telle que (Ay,, ), converge dans H, car A est

compact.

Comme AA* est compact, on aura pour tous n,m € N, (n # m)

n,M——+00

D’oty, la suite (y,, ), est de Cauchy dans H;. Elle est donc convergente par la
complétion de H,;. D’ot1, A* est compact.

<) Si A* est compact, A = A** est aussi compact par (=). |

4.2 Convergence d’une suite d’opérateurs compacts

4.2.1 Types de convergence et propriétés

Soit (z,) une suite dans un espace de Hilbert #, et soit = € H.

Définition 4.3. Convergence faible : (z,,), est dite faiblement convergente vers x, et
U'on écrit x,, = x, si

Yy e H: nl_l&loo (Tn,y) = (2,y)
Définition 4.4. Convergence forte : (x,,),, est dite fortement convergente vers x, et I'on

écrit x, > x, si

i, — 2| =0
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Définition 4.5. Convergence en norme : (x,,),, est dite convergente en norme vers x si
lim |z, = |]

n—-+0o

Proposition 4.1. Soit (x,,) une suite dans un espace de Hilbert H, et soit x € H. Alors,
1. (v, > 2)= (v, 2 1)
2. Siz, X xet lim |x,| = ||,alorsx, > x
n—-+o0o
Preuve. 1. Soity € H.On a
{(zn,y) = (&) = [{2n — 2, 9)| < llzn = 2[llly] = 0, (n = +o0)

D'ou, (z, = z).

2.0na
2n — ]| = (2 — 2,20 — 2) = [|2n]] + [|J2]° = (20, 2) — (2, 22)
D’ou
. 2 2 _
il =l = 2ol = 2z, 2) = 0
[ |

Proposition 4.2. Toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert est
bornée.

Preuve. Soit (z,,) une suite dans un espace de Hilbert #, et soit x € H. Consi-

dérons la suite de fonctions
fn(m) = <SCn,SC>,SC eEH,n>1

Il est clair que f,,,n > 1 sont des formes linéaires continues sur H par la Propo-
sition 4.1. Comme (z,,) converge faiblement, la suite ((x,, z)), converge égale-
ment dans C. Elle est donc bornée. Il existe donc M, > 0 tel que

Vn,n > 1,Vo € H : |fo(x)] < M|z
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Autrement dit, la suite (f,,), est simplement bornée. Comme H et C sont com-
plets, le Théoreme de Banach-Steinhaus nous confirme que la suite (f,), est

uniformément bornée. i.e., il existe M > 0 tel que

sup|| fnl < M (4.1)
n>1

fn(mn) - ”il?n”z,n >1
D’ou,

Le résultat s’atteint donc par (4.1)et (4.2) u

4.2.2 Autre définition d’un opérateur compact

On a donc le résultat important suivant

Théoreme 4.6. Soit A € L(Hy,Hs). Alors, A est compact si et seulement si A trans-
forme toute suite faiblement convergente dans H, en une suite fortement convergente
dans Hy. Autrement dit, si (x,,),, est une suite faiblement convergente dans H, , alors
(Az,,),, est une suite fortement convergente dans H..

Preuve. (=) Soit (x,), une suite faiblement convergente vers un élément x

dans #;. Alors (z,,), est bornée par la Proposition 4.2. Donc,
Ir>0,Vn:z, € B(O,r)
D’ou,
Vn : A(x,) € A(B(O,r)) C A(B(O,r))

Comme A est compact, I'ensemble A(B(O,r)) est compact dans #,. La suite
A(z,), admet au moins une sous-suite convergente fortement vers un élément
y dans H, par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass. On doit donc montrer que

toute autre sous-suite de A(z,), converge vers y aussi. On a donc
Vz € Hy: (xn, 2) = (z,2),(n = +00)
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D’ou,

V' e Hy (Azy, ') = lim (x,, A*2") = (x, A*2') = (Az, 2')

lim
n—-+00 n—-+o0o

Ce qui montre que
Az, 2y, ety= Az

car A est borné.
Soit (Az,, ), une sous-suite de (Az,,) telle que Az,, — y;. Alors, Az, = vy, Par
conséquent, y; = Az = y.

(<) Ondoit montrer que A(B(O, 1)) est compact dans H,. Soit (y,,) une suite
dans A(B(O,1)). Donc,

1
Vi€ Non 2 1,30, € H, fleall S 1y — Azl < -

D’autre part, (z,), est bornée dans #;. Dongc, la suite ((z,, a)) est aussi bornée
dans C, pour tout a € H;. Il existe donc une sous-suite (z,, ), de (z,), telle que

((@n,, a)), est convergente pour tout a € H;. Dong, il existe x € H; tel que

w,

Axy =y,

Par hypothese,
Az, 5 Ax
Par ailleurs,
1
0 < e = Azl < llymy = Azn[| + | Az, = Az} < -7 + ||z, — Az

D’ou,

Yn, — Ax
Autrement dit, la suite (y,) admet une sous-suite fortement convergente dans

Ho, i-e., A(B(O,1)) est compacte dans H,. Par suite, l'opérateur A est compact.
[ |

Remarque Ce résultat montre que la propriété de compacité d'un opérateur
linéaire est plus forte que la propriété de continuité, et donc donne raison a I’ap-
pellation d’opérateur completement continu pour un opérateur compact dans

certaines littératures.
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Exemples 1. Le shift right S, sur ¢, n’est pas compact. En effet, soit (e;,),>1
la suite de la base standard orthonormale de /5. Comme

—+00

V$€£21$:Z<x,€k>€k

k=1

et par 1’égalité de Parseval
R 2
Il = > Iz, ex)]
k=1

+
La série numérique réelle Zojo [(z, ex,)|* est donc convergente. Par conséquent
k=1
Vo € ly: nl_l)gloo |(z,ex)| = nl_l}_{loo (x,er) =0=(z,0)

ce qui montre que e, —~'0.0r,
Jim (1S (e)ll = lim_ el = lim 1= 170
i.e., la suite (S, (e,)), ne converge pas fortement vers 0. Par le Théoreme précé-

dent, S, n’est pas compact.

2. L'opérateur identité I;; sur H avec dim H = +oo n’est pas compact.

4.2.3 Convergence d'une suite d’opérateurs compacts

Théoreme 4.7. Soit (A,,)n>1 une suite d’opérateurs compacts dans L(H, Ha) conver-

geant vers un opérateur A € L(Hy, Hs), ie.,
i 4, - Al =0 ()
Alors, A est compact.

Preuve. Soit (z,), une suite faiblement convergente dans #; vers z. On a

pour toutp € N, p > 1 et tousn,m,n # m :

|Az, — Az |

IN

At — Al + 1 Apn = gl + | Ay — Aty
A = Apll (llzall + lzml]) + [[Apzn — ApTm|
< 20||A— Ap” + ||Apxn - Apxm”

IA
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Soit € > 0. Pour p assez grand, on a
€
A=Al <—
14— 4] < 1
par (x). A, étant compact, p > 1. Dong, il existe N, € N tel que

n,m > N, = [|Apz, — Apnl| < -

2
D’ot,
2Ce €
> N, Axp — Ay < — + = =
n,m > N, = ||Ax xH_40+2 €

Ce qui montre que la suite (Az,), est fortement convergente dans #,, et A est

donc compact. |

Exemple Soit (),),, une suite complexe convergente vers 0. On considére

'opérateur diagonal

KI€2 — 62

r = (xi>i21 — K = ()\kxk)k21
Pour tout n,n > 1, on définit I'opérateur

Kni 62 — 62

r = (xi)zZl — Kn[E = ()\15E1,)\2$2, ...,)\nﬂfn, 0,0, )

Les opérateurs K,,, (n > 1) sont de rang fini. IIs sont donc compacts sur ¢;. De

plus, on a

n—-4o0o

|K, — K| <csup X — 0
k>n

car lim )\, = 0. D’ou, K est compact par le Théoréme précédent.

n—-4o00

4.3 Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert séparable, et soit A € L(H). Soit (ex),, une base

orthonormale de #. On considére la quantité
+o0 9
Z | Aex]]
k=1
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Proposition 4.3. Ona
+oo +o0o
2 * 2
> [HAex]” = > | Aex|
k=1 k=1

Preuve. Pour tout &, £ > 1:

+o00
Aep, = Z (Aeg, e;) e;
j=1
D’ou
|Aek|| Z| Aek,e]
Par suite
+oo 5 +00 +00 9 +00o +o0 9
YollAer]® = D03 KAer,en)l” =D [{ex, A%ej)|
k=1 k=1 j=1 k=1 j=1
400 400 9 —+o00 400 9 —+o00 9
= > > A%, er)” =23 A% en)|” =D [[ A%l
k=1j=1 j=1k=1 j=1
+oo 9
= > A%l
k=1
[ |

Proposition 4.4. Si (e},)x>1 est une autre base orthonormale de H, alors

+o0 9 —+o0 9
D [l Aer]” = [l Aeil
k=1 k=1

Preuve. Pour tout k&, £ > 1:

+o0

Aep, = <Aek, e;-> e
j=1
Dongc, par la Proposition 4.3,
+00 400 +00 400 +00
> e = 323 [(Aene)" = 3 S| (A e
k=1 k=1 j=1 k=1j=1

= S |avey
j=1

|
j=1
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Définition 4.6. Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’une base orthonormale
(en)n>1, et soit A € L(H). Posons

+oo )
N(A) = (3 [[Ae])2
k=1
Si N(A) est finie, on dit que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Définition 4.7. Si la quantité N (A) est finie, elle est dite norme de Hilbert-Schmidt de
A.

Propriétés (TD) Soient A, B € L(H). Alors

L Al < N(A)

2. N(A) > ||Aekl, (en)n>1 est une base orthonormale de H.
3. N(AB) < ||B|| N(4)

4. N(A+ B) < N(A)+ N(B)

Théoreme 4.8. Soit A € L(H) un opérateur de Hilbert-Schmidt. Alors A est compact.

Preuve. Soit (e,),>1 une base orthonormale de #. Comme N(A4) < +o0, la

o guSS 2 /BN
série Y ||A%ex||” converge. D'out
k=1

400 1
VpeN,p>1,IN,eN: > |A*ex|” < -
k=Np+1 p
Pour tout p,p > 1, on pose
Ay H — H
Np
r o= A=) (Az,ep) ey
k=1

On a donc pour tout z, z € H et toutp, p > 1:

Ny N,
1Ap® = > Az e = 3 (o, Aep)[?
k=1 k=1

NF

20 4%, 112 2

< Yl [ A%er]® < (N(A)) ||z
k=1
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Donc A, est borné, p > 1. De plus, A, est de rang fini, p > 1. Donc A, est
compact, p > 1. Il suffit pour montrer que A est compact de vérifier que la suite

(Ap),>, converge vers A, et puis appliquer le Théoréme précédent.

On a donc pour tout z, v € H :

+oo Np
Ax —Ayr = D (Az,ep) e — > (Az,ep) ey,
k=1 k=1
“+oo
= ). (Az,ep) ey
k=Np+1
D’ou
2 = 2 = 2
[Az — Apz||” = > [Azep) = ) [{z, A%er)
k=Np+1 k=Np+1
2 N e 2 o L7l
< ol Y el <14
k=Np+1 p
Donc
1
sup || Az — Ayal| < -
lzll<1 p

Par conséquent

1
A=Al <~ — 0

p p——+o00

4.3.1 Application sur l’opérateur intégral

Exercice (L'opérateur intégral est compact) Soit 1’opérateur

K: Ly([a,b]) — Ls([a,b])
f = Kf

défini par
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avec

//k(m,t)d:cdt < 400

K est appelé I'opérateur intégral, et la fonction & est dite noyau de 'opérateur
K.

1. Montrer que K est bien défini, i.e., K f € Ly ([a,b]) pourtout f € Ly ([a,b]).
2. En déduire que K est borné, et estimer sa norme.

3. Montrer que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

4. Que peut-on déduire ?

5. Montrer que 'opérateur de Volterra V: L? ([0, 1]) — L*([0,1]), f — Vf ot

1
/f (s)ds, t € [0,1]

est compact.

1

ds)( /| (t, )| ds)dt

1

Solution 1. Soit f € L?([0,1]). Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on aura
1
16715 = [ p)@rPd= [
0

0 R
_ /lf(s) ds/l/l'|k(t,s)|2ds=/lfllk(t,s)Istllflli

11
Comme [ [ |k(t,s)|” dsdt < +o0, K f € L*([0,1]), et donc K est bien défini.
00

1

/f() (t,s)ds

0

11
2. De (1) découle que K est borné, et que || K| < \/ff \k(t, s)|* dsdt.
00
3.0On a pour toutn,n > 1:

1
Ke,(t) = /en(s)k:(t,s)ds = <en,k:7>
0
ou k(s) = k(t,s), t,s € [0,1] . D’o1,
+oo +oo L
ZHK@nHQ:Z/ Ken(t)[2dt = Z/! e Fr)| dt = /Z\ e Fr)| dt
n=1 n=17
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—\ (2
car la série Z ’<en, kt>‘ est convergente par 1'égalité de Parseval et le systeme
=1

(€n)n est une base orthonormale de L?([0, 1]). On aura donc

11
ZHKenH —/Z\ e k)| dt = /HktH dt = [, = [ [ k(e 9) dsdt < +o0
0 0

Par conséquent, K est de Hilbert-Schmidt.
4. On déduit de (3) que K est compact.
5.Ona pour tout f € L?([0,1]) :

1

VN = [ f(s)ds = [ Fls)kt, $)ds, ¢ € [0,1]

Comme

1 1 ) 1 1 1 t21 X
0/0/|k(t,s)|dsdt 0// :0/ /1_W lt_2122<+°°

0

Alors, V est un opérateur de Hilbert-Schmidt. Il est donc compact.

4.4 Alternative de Fredholm

Théoreme 4.9. Soit A € L(H un opérateur compact. Alors
1. dimker(l — A) < 4o0.
2. Im(I — A) est fermé de H.

Preuve 1. Par I'absurde, on suppose que dimker(/ — A) = oo. L'espace
ker(I — A) est fermé car I — A est borné, et est donc complet dans H. Soit donc

B = {e;, i > 1} une base orthonormale de ker(/ — A). Comme
1 A4e; — Aejllllei — ;] = V2,

la suite (Ae;);>1) n"admet aucune sous-suite convergente. Contradiction car A

est compact.
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2. Soit (y,), une suite dans Im(I — A) qui converge vers un vecteur y € H.

Donc, y, = (I — A)z,, ©, € H, n > 1. D’autre part, comme
H = ker(I — A) @ ker(I — A)*,

Ty = U, + vy, n > 1avecu, € ker(I — A) et v, € ker(I — A)*. On peut sup-
poser que la suite (v,),, est bornée. donc, la suite (Av, ), admet une sous-suite
convergente (Av,, ),,. De plus,

U, = (L — A)vy, + Avp, = Y, + Avy,

Ce qui montre que (v, ) est convergente vers une limite v. Do,

y= lim (I =Ay, = lim ([ =A)yn, = lim (I — Ao,
= (= A) o,
= (I-Ap
ie,ye Im(— A). m

4.4.1 Alternative de Fredholm
Théoréeme 4.10. Soit A € L(H) un opérateur compact. Alors,
(I — A) est injectif si et seulement si (I — A) est surjectif
Preuve (=) Soit B =1 — Aet E, = ImB", n € N. Il est clair que
w.CE,CE,,C.CE,CEy=H (4.3)

On suppose que E,, # E,_1, n > 1. Il existe donc une suite (z,),, dans H véri-
fiant .
lxal| = 1 et ||Az, — Az, || > 3 n#m (4.4)

La suite Az,), ne contient donc aucune suite extraite convergente. Ceci contre-
dit le fait que A est compact. Par suite, il existe ny € N tel que E,,, = E,,,+1 = H.

Soit k le plus petit entier naturel vérifiant Ej,_, # Ej, = Ej1;. Donc,
ye b, 10k, =Tye€ by =Ep
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Ilexistedoncz € By, : z #yetTy =Tz. ie,
({—-Ay=(I—-A)zety#=z

Contradiction car I — A est injectif. Par suite, £, = H, pour tout n € N. Ceci

prouve que (I — A)H = H. L'opérateur I — A est donc surjectif.

(<) SiI — A est surjectif, alors ker(I — A*) = {0}. Donc, I — A* est injectif.
Par I'implication précédente, I — A* est surjectif car A* est aussi compact. Do,
ker(I — A) = {0} et ({ — A) est injectif. |

4.4.2 Application sur les équations intégrales

Soient I un espace vectoriel normé, et A : £ — E un opérateur compact.
Soit A € C, X # 0. Alors,
1. Soit I'équation (A — \) f = 0 admet une solution non nulle f.
2. Soit I’équation (A — \) f = g admet une solution f pour tout g € E.
Autrement dit, tout scalaire non nul A est soit une valeur propre de A, ou soit

un point de la résolvante de A, i.e., (A — X\)~! est continu.
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4,5 Exercices

Exercice 4.1.

Soit H un espace de Hilbert, et soit A € L(H).
i. Montrer que si A est compact, alors 'image par A de toute suite orthonor-
male dans #, est une suite fortement convergente vers 0.

ii. Montrer que A est de rang fini si et seulement si .A* I’est aussi. Dans ce

cas, A et A* ont le méme rang.

Exercice 4.2.

Soit 'espace H = L?([a, b]) et soit {,}, -, une base orthonormale de . Soit
A € L(H) I'opérateur de multiplication défini par

(Af)t) = a@)f(1), f€H, t€a,b]

a(t) étant une fonction complexe continue Lebesgue mesurable sur [a,b]. On
suppose qu'il existe ¢, € [a, b] tel que a(ty) # 0.
- Montrer que A n’est pas compact.

Exercice 4.3.

Considérons 'opérateur S: L*([0, 1] — L*([0, 1] ou

(Su) (t) = / u(s)ds, u € L([0,1])

ii. Montrer que S est un opérateur de Hilbert-Schmidt. (Donc compact)
Autre démonstration (%) :
- Montrer que (®;), ;», ot ®;;(t, s) = ¢i(t)p;(s) est une base orthonormale
de L*([a, b] X [a, b]).
+oo

ii. Pour k = Y} (k, ®;;) ®;;, on pose

ij=1

n

/{Zn(t, S) = Z <]€,(I)i’j(t, S)> (I)Z'J‘(t, 8), n>1

ij=1
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a. Montrer que ||k — k,|| — 0 quand n — +o0.

iii. On définit les opérateurs intégraux

()W) = [ kalt,5)f(s)ds, (n=1)

1. Montrer que KC,,, (n > 1) est linéaire et de rang fini.
2. Monter que 1_1£1 I — K] = 0.

iv. En déduire que K est compact.
Exercice 4.4.

Montrer que toute suite faiblement convergente dans un espace de Hilbert
est bornée. (Utiliser le Théoreme de Banach-Steinhaus)
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Chapitre 5

Opérateurs non-bornés

5.1 Définitions et propriétés

Définition 5.1. Soient H, et H, des espaces de Hilbert. Un opérateur linéaire non-

borné est une application linéaire
A: D(A) CHi— Ha

définie sur un sous-espace vectoriel D(A) de H, et a valeurs dans Hs.

L’ensemble D(A) est dit domaine de A.
On note un tel opérateur par (A4, D(A)) ou simplement A s'ilny a pas d’am-
biguité.
Exemple
A: 62 — 62

= Az = A((zn)n) = (nTn)n>1

A est linéaire, mais A n’est pas borné sur /. Le domaine de A est I'ensemble

D(A) = {(wn)n €ly: an |z, < +oo}

n=1

A est donc un opérateur non-borné de domaine D(A).
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Définition 5.2. Un opérateur non-borné est borné sur D(A) s’il existe C' > 0 tel que
vz € D(A) : [|Az]| < Clz|

Il peut donc arriver qu’un opérateur non-borné soit borné sur son domaine.

Définition 5.3. Soit A: D(A) C Hi — Ho un opérateur non-borné. Le graphe de A
est I'ensemble

G(A) ={(z,Az), x € D(A)} C H1 X Ha
Définition 5.4. L'image de A est I'ensemble
ImA ={Azx, v € D(A)} C Ha
De méme,
Définition 5.5. Le noyau de A est I’ensemble
ker A={x € D(A): Az =0} C H,

Définition 5.6. Un opérateur non-borné (A, D(A)): D(A) — Hs est fermé si son
graphe G(A) est fermé, i.e.,

(V(zn)n € D(A)/ lim z, =y) = (y = Az et x € D(A))

n—+00
. Il est clair que A est fermé si et seulement si son graphe est fermé.

Exemples 1. Tout opérateur borné A: H; — H, est fermé. (Par application

du Théoreme du graphe fermé)
2. Soit H = Ls ([a, b)) , et soit A 'opérateur différentiel défini sur I’ensemble

D(A) = {f € H : f absolument continue, f' € H et f(0) =0}

par
Af =1, | €D(4)

On adonc:
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i. A n’est pas borné sur H. En effet, la suite (f,,), ou f,(x)

vérifie )
eD(A nzz/ﬂ%ﬁ: <l,n>1
b€ DAL IRI = <z
et
1 n2
An2: /2:/ 2t2n—2dt:
41 =121 = [ S
D’ot,

. Af . 2n + 1
lim = lim n = 400

ker A = {0} et ImA="H

ii.

En effet, soit g € H tel que
10 = [ atoyis
Comme Ls ([a,b]) C Ly ([a,b]) 0
FED(A) et Af =g

D’ot, A est inversible. Soit
ATlg=fgeH
L'opérateur A~! est borné sur H et ImA™" = D(A) car

1

(a729) 0] < [lg(s)1ds < ([ lg(s)P ds)> = gl

0

par l'inégalité de Cauchy-Schwarz. D’ot

1 1
Jaglf = [ ) as < [ gl ds = lgl?
0 0

Donc [|A7Y| < 1.

iii. A est fermé. Soit ( f,,),, une suite dans D(A) telle que

(fn)n n—>—>+oo f7 et Afn n—>_>+oo h, h 6 H
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Alors
fo=AT1Af, — A7'h

n—-+o0o
car A~! est continu. D’ot1,
f=A"heDA)

etdonc Af = h. [ |

Proposition 5.1. Soit (A, D(A)) un opérateur fermé. Alors A est borné sur H si et
seulement si D(A) = H.

Preuve. Application directe du Théoréeme du graphe fermé. n
Théoreme 5.1. Soit A: Hi — Ho un opérateur inversible. Alors A est fermé.

Preuve. Soit (z,), une suite dans D(A) telle que Az, T Y€ Hs.
Comme A~! est borné sur Ho,

r= lim z, = lim A 'Az, = A7!( lim Az,) =AYy

n—-400 n—400 n—-4o00
D’ou,
z= A"y € D(A)
et
Az = A(A™ly) =y
n

5.2 Extension d’un opérateur non-borné

Définition 5.7. Soit (A,D(A)): D(A) — Ha un opérateur non-borné. On dit que
(S, D(S)) est une extension de (A, D(A)), et 'on écrit A C S, si

D(A) C D(S) et Ax = Sz, v € D(A)
Autrement dit, G(A) C G(S9).
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5.2.1 Opérateurs fermables

Définition 5.8. Un opérateur non-borné (A, D(A)) est dit fermable si A admet une

extension fermée.

Proposition 5.2. Soit (A, D(A)) un opérateur non-borné de graphe G(A). On suppose
que A est fermable. Alors, il existe une extension A de A telle que A C Ay pour toute

autre extension fermée Ay de A. De plus, G(A) = G(A).

Preuve. Soit A; une extension fermée de A. Alors, G(A) C G(A;). Donc,

G(A) C G(A,). Par suite, G(A) ne contient pas d’éléments de la forme (0, z)

avec z # 0. Définissons l’opérateur B sur le domaine
D(B)={z € H:3f € Htel que (z, f) € G(A)}

par Bx = f, ou f est 'unique vecteur vérifiant la condition de D(B). Evidem-
ment, G(B) = G(A) et G(B) C G(A,). Par conséquent, B = A. |

5.3 Adjoint d’un opérateur non-borné

Introduction Rappelons quesi A € L(H1,H,), alors pour tout y € Ho, il existe
un unique A*y € H, tel que

Vo € Hi,Vy € Ha : (Ax,y) = (x, A'y)
Cependant, si A est non-borné, on pose
Vo € D(A),Vy € D(A") : (Az,y) = (z, A"y) (*)

Toutefois, si D(A) est quelconque dans H;, alors A*y n’est pas défini de fagon

unique. En effet, soit 2y € H; avec 2y L D(A). On a donc
Vo € D(A),Vy € D(AY) : (x,z0 + A™y) = (x, A™y)

Pour cela, et afin d’éviter cet inconvénient, il faut que tout vecteur orthogonal a
D(A) soit 0, i.e., D(A) soit dense dans #,.
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5.3.1 Définitions

Définition 5.9. Un opérateur non-borné (A, D(A)) est dit a domaine dense si D(A) =
H.

On aboutit donc a la définition suivante

Définition 5.10. Soit A: D(A) C Hy — Hy un opérateur non-borné a domaine dense.
L'adjoint A* de A est I'unique opérateur ayant pour domaine

D(A*) ={y € Ho : l'application x — (Ax,y) est continue }
et vérifiant I'égalité (x)

Théoreme 5.2. Soit A: D(A) C Hi — Ho un opérateur non-borné a domaine dense.

Alors, A* est fermé.

Preuve. Soit (y,), € D(A*) telle que

Yo — yetA'y, — =z

n—-4o00 n——4o0o

Ona

par la continuité du produit scalaire, on aura

Ve e D(A): lim (Az,y,) = (Az,y) = lim (z, A'y,) = (z,2)

n—-4o00 n—-4o0o
D’ou,
Wr € D(A) : (Az,y) = (z,2) = (z, A"y)

Finalement, et comme D(A) = H,,
yeDA")etz= A"y

Théoreme 5.3. Soit A: D(A) C Hi — Ho un opérateur non-borné a domaine dense.
Si A C B, alors B* C A*.
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Preuve. Si B est une extension de A, alors D(A) C D(B). Donc D(B) = H,.
I'opérateur B est donc de domaine dense. B* existe et est unique. De plus, par

définition, on a

Vo € D(B),Vy € D(B") : (Bx,y) = (z, B"y)
D’ou,

Vo € D(A),Vy € D(B") : (Az,y) = (z, B™y)

Par conséquent,
Yy € D(B*) : y € D(A")

ie.,
D(B*) C D(AY)
En outre,
Ve € D(A),Yy € D(AY) : (Azx,y) = (x, A%y)
Donc
Yy € D(B*) C D(A") : Ay = B™y
D’ot, A* est une extension de B*. [

Théoreme 5.4. Soit A: D(A) C H — H un non-borné possédant un adjoint A* tel

que D(A*) = H. Alors A** est une extension de A.

Preuve On a

Va € D(A),Vy € D(A*) : (Az,y) = (z, A*y) (1)

et A* est unique car D(A) = H. Donc, A** existe et est unique car D(A*) = H, et
vérifie
Vy € D(AY), Ve € D(A™) : (A'ya) = (y, A7) (2)
D’ou,
(x, A%y) = (A" x,y) ,x € D(A™),y € D(A")
Par conséquent,
r € D(A) =z € DA™) (3)
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De (1) et (2), et comme D(A*) = H,
Yy € D(A") : (Az,y) = (A% x,y)

et donc
A"r = Az, x € D(A) (4)

Par (3) et (4), A** est une extension de A. |

82



Chapitre 5 : Opérateurs non-bornés

5.4 Exercices

Exercice 5.1. Soit E = C([0, 1],R), et considérons l'opérateur A : E — E défini par
Af =, f € D(A) = C([0, 1], R).
Montrer que A est non-borné et fermé.

Exercice 5.2. Soit E = C([0, 1], R), et considérons l'opérateur T' : E — E défini par
Teo=¢', o€ D(T)={¢peC0,1],R), ¢ est a support compact dans |0, 1]}.
Montrer que T est non-borné et non fermé.

Exercice 5.3. Soit S : D(S) C E — F un opérateur linéaire. Posons ||z||s = ||z|| g +
|Sz||F, x € D(S).
Montrer que S est fermé si et seulement si l'espace (E, ||.||s) est complet.
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Chapitre 6

Sujets d’examens

6.1 EMD 2016/2017

Exercice 6.1.

Soit H un espace de Hilbert, et soit (¢,,),,-, une suite orthonormale dans #.

- Montrer que (¢,,),,5, converge faiblement vers 0 dans 7.

2. Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. Soient x € H ety € M. On
note Py la projection orthogonale de = sur M.

- Montrer que y_L Py,z si et seulement si y_Lx.

Exercice 6.2.

Considérons l'espace de Hilbert L? ([0, 1]) muni de la base orthonormale
(©n)nen OU @, (t) = e*™_ Soit 'opérateur T : L* ([0,1]) — L*([0,1]), f+— T f ou

(TH@) = [ f@dr = e0.1]

1. Montrer que (¢, )nen est une base orthonormale de L? ([0, 1]) .
2. Calculer (7 ¢, )(x) pour tous n € Netz € [0, 1], et en déduire la valeur de
1T nll” N
2. Montrer que 7 est un opérateur de Hilbert-Schmidt, i.e., 3 ||T¢.|” <
n=0
+00.
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3. Que peut-on déduire ?

Exercice 6.3.

Soita € C, |a| = 1. On définit 'opérateur A: L*([0,1]) — L*([0,1]), f — Af

ou
1

Af(x) =af(x) — 2aem/e’tf(t)dt , feL*([0,1])
1. Montrer que A est linéaire.
2. Déterminer 1'opérateur adjoint .A* de I'opérateur A.
3. Montrer que pour tout f € L*([0,1]) : (Z — A*A)f)(z) = 2(f,g) g(x) ou
g(x) =e".
4. Calculer ((Z — A*A)f, f) pour tout f € L*([0,1]).

5. En déduire que A est borné, et estimer sa norme.
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6.1.1 Corrigé de ’'EMD 2016/2017

Exercice 1 1. Soit + € H. Comme (¢,),-, une suite orthonormale dans H,

on aura
+oo

T = Z (T, 0n) @n

n=1

et de plus, on a par l'inégalité de Bessel
Z [z, n)]” < [l

+oo
N o L. 2
D’ot, la série numérique Y- [(x,,)|” est convergente pour tout x € H. Par
n=1

conséquent,

lim [(z,0,)|=0= lim (z,0,) = lim (p,,z)

n—-+00 n—-+o00 n—+00
ie.,
lim (p,,x) =0=(0,z)

n—+o00
pour tout z € H. Ce qui montre que (¢,),,-, converge faiblement vers 0 dans H.
2. Comme M est un s.e.v fermé de H, H = M & M= par le théoreme de la

décomposition orthogonale. D’ott
reH=2=Puyr+2a, e Mt
On aura donc
(y,2) = (y, Pmz + 2') = (y, Prua) + (y, 2) = (y, Pma)
cary € Metax' € Mt. Dot (y,z) = 0 si et seulement si (y, Pyz) = 0.

Exercice 2 1. Pour tous m,n € N,ona:

1 1
<§0n7 §0m> = (;On — /627rint€—27rimtdt — /627ri(n—m)tdt
0 0

dt, n=m

O%H

7

— O
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D’oll, (¢, )nen est une base orthonormale de L? ([0, 1]).

2.0napour tout z, z € [0,1] :

T

2mint 2mint 2mine
D) = dt = —— - ~1) = o), n>1
(7—@ )(:c) 0/6 2min € }0 2min (6 ) 2min ((p SOO) "
et (Tpo)(z) = / dt =
0
D’ou
1 1
ITéal? = s lon = 0l = 550 021
1 1
1
ITal? = [ T de = [atde =
0 0

Par conséquent

SITelr=tey L ot Loy
n = — _— - _— _ xXO
= 14 3 ‘2mn? 30 2m% fon?

L’opérateur 7 est donc de Hilbert-Schmidt.
3. On déduit que 7 est compact.

Exercice 3 1.Ona pour tous f,g € L*([0,1]) ettous A € R,z € [0, 1] :

1

AN +9)(@) = a(Af +g)(@) —2ae” [(Af + g) (D)t

T
1

1
= a\f(x) — 2ae” / e Pf(t)dt + ag(z) — 2ae$/6_tg(t)dt

1

= Maf(z) — 2aem/e*tf(t)dt) + ag(z) — 2aex/e*tg(t)dt

= Mf(x)+ Ag(x;
= (Mf + Ag)(z)

D’ou,
ANf+9) = Af + Ag
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Par une intégration de parties, on aura

1

/el’g(x)/letf(t) dt de = [/xet g(t)dt/letf(t) dt

0

D’ou
(Af,g) = /1f(x) ag(z) de — Qa/lf(a:)e /et g(t)dt dx
= /1f(x) ag(z) do — /1f(x)2ae— /et g(t)dt dx
- /lf(x) [ag(m) — 2ae /zetg(t)dt] dx
— /1f(ac) [ag(:v) — 2ae~ iet g(t)dt}dx
= (<)f, A’g)
Donc
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3.Soit f € L?(]0,1]), etsoitz € [0,1].On a
(Z-AA)f)(x) = [flx) = (AA)f(2) = fz) - A(Af)(2)

T

= f(@) = alAf) (@) + 280" [ (At

0
T 1
+2ae™" [ €' |af(t) — 2ae’ e_sf(s)ds] a
[ 2]

T

= 26$/16_tf(t)dt + 2e” / e f(t) /et/le s)dsdt

0

1

= f(x)—a [af(x) — 2aem/e_tf(t)dt

T

O\H
®
&
w\’i

1
1
e *f(s)dsdt = [262t/6
12
2

t o
1 1 T
= e /e ;0/ f(s)ds—l—;o e*f(s)
D’ou
1 T 1
(ZT—-AA)f)(x) = 2" [ e " f(t)dt +2e [ ' f(t)dt — 2" [ e *f(s)ds +
/ / /

(T- AN f) = / (Z - A ) f)a) F@)de = [ 2(f.9) g(x) Fw)da
= 2(f,9) (g, ) =2|(f, )" > 0

D’ou,
= ([,./)—(Af,Af) 20
=

LA < I1f
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Ce qui montre que A est borné, et || A|| < 1. (A est une contraction ).

90



Chapitre 6 : Sujets d’examens

6.2 Rattrapage 2016/2017

Exercice 6.4.

a. Montrer que I’application

1

(P.Q) = [ P@)Q(w)da

-1
définit un produit scalaire sur R, [X] .

b. Trouver une base orthonormale de R, [ X ] pour ce produit scalaire.

Exercice 6.5.

Soient H et K deux espaces de Hilbert, et soient (¢ )x>1 et (¢x)r>1 des suites
orthonormales dans H et K respectivement. ()\n)nzl est une suite complexe
bornée.

Considérons l'application 7 : H — K définie par

+o00
n=1

i. Montrer que 7 définit un opérateur linéaire de H dans K.

ii. Montrer que 7 est borné, et en déduire une majoration de || 7| .
iii. Calculer || 7.

vi. Déterminer 1'opérateur adjoint 7* de 7.

Exercice 6.6.

a. Trouver 'opérateur adjoint S* de 'opérateur S: £2 ([0, 1],C) — £*([0,1],C)

défini par
(SH@) = f@)+i [ f@)dt, € L(0,1],C)

b. Soient #; et 1, des espaces de Hilbert, et soit A € L(H1, Hs).
1. Montrer que si H; est de dimension finie, alors A est compact.

2. On suppose que H; et H, sont de dimensions infinies. Montrer que si A

est compact et inversible, alors son inverse A~ n’est pas borné.
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6.2.1 Corrigé du rattrapage 2016/2017

Exercice 1 a.i. Soit P € R, [X]. Comme la fonction P? est continue et posi-

tive sur [—1,1], on aura

(P,P) = mi/P%MMZOép%w:QxEPLHiP@%ﬂJGP&H
= P=0
car P € Ry [X] et admet une infinité de racines.
De méme, si P = 0 alors (P, P) = 0.
1
ii. On a également (P, P) = [ P?(x)dx > 0 pour tout P € Ry [X].
]
iii. Soient P, € Ry [X].Ona

1 1

(P.Q) = [ P@)Q)dr = [ Q)P(x)dz = (Q. P)

-1 -1

vi. Soient P, ), S € Ry [X] et soita € R.On a

(@P+5,Q) = [(@P+8)(@)Q@)dz = [((aP)()+ S()Qx)dr =

(MM@Q m+/s (a)da

= /P d:zz—i—/S
= a(PQ)+(S,Q)

b. Soit {Py = 1, P, = X, P, = X?} la base standard de R, [X]. On utilise le
procédé de Gram-Schmidt pour trouver la base {Qy, @1, @2} recherchée. On a

donc
So= P =1t O So 1 1 1
0 — 0 — = = = =
-1
1 1 1
Sl <P1,Q0>Q0 X—§/$d$:X—§[fE2}_1:X

-1
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et

Q= 5]~ " wésp -3

_fl x2dx 3Ll

De méme

Sy = Py—(P,Q0) Qo — (P2, Q1) Q1 =

1 1
= X2—2X/1x3da:—;/m2dx:X2—;
et donc
1
st {fi= o= b33 -

S, 45 \F
— — 2 x2_ /2
Q=151 Vs 3

D’ot, la base recherchée est {Qo =55, Q1= %xj Qy = \/%)@ _ \/g} .

Exercice 2 i. Soient u,v € H etsoita € C.Ona

+o00o
Tlau+v) = D A ((au+v), @) 1, = Z A ({0 ) + (v, )00
n=1

400 “+o00 +oo
= Z An <au> 90n> wn + Z An <U> 90n> wn = Z a, <u7 (Pn> % + Z An <U7 (Pn> %
n=1 n=1 n=1 n=1

+o0 I

= aZAn (U, n) Uy + Z/\n (v, on) Pn
n=1 n=1

= aTu+Tv

Dongc, T est linéaire.

ii. Comme (\,,),>1 est bornée, on aura pour tout x € H :

+oo +oo +00
[Tl = <;An<x,mwn,zAn<x,%>wn>:zwux,mr?

+00

2 (sup A %) [z, pa) | < (SuplA %) Z| z,¢n)|”

n=1 "= n=1

(sup [An ) [l]|*
n>1

IN

IN
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par l'inégalité de Bessel. D’ou1, T est borné et || 7] <sup|\,| (1).
n>1
ii. Soit Ny > 1 tel que |\, | = sup [A\,|. Dot
n>1

—+00

1
17N = sup [Tzl 2 [Tenll = 3 Pal® {eno: 0a) )2 = [Ano] {omo: o3| = Ay

|x\:1 n=1

e |7 Zswlh (@)
De (1) et (2), on obtient que || 7| = sup |A,|.
n>1
iii. Soient x € Hety € K.OnaT*: K — H etde plus

+o0 +00
(Tz,y) = <Zl An (25 n) wn,y> = 2 {z,0n) An (¥, )
- i <x7 An (Yn, y>§0n> = <x, i An (¥, y>90n>
= <x,T*y)

D’ou .
Ty =2 (Un,y)on, y €K
n=1
Exercice 3  a.Soient f,g € £2([0,1],C).On a

1

(Sf.9) = f(t)dt)g(z)dx

19)
=
8
S~—
K
—
\a¥
U
8
I
O\H
—~
=
8
S~—
+
~.

= [ f(2)g(x)dx + /f(t)dt/g(t)z dt +/f(a:)da: g(t)idt
= [ f@yg@)de+ [ f@yde [ g@=idt = [ f@)gle)de+ [ f(2) [ gOD)dtda
=:=/ﬂ@<m@—i/mwﬁ)dx
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D’ou

xT

(S*9)(@) = g(x) i [ g(t)dt, g€ £2([0,1],C)

0
b. 1. S5i H,; est de dimension finie n, n > 1, alors pour tout x = > xier € Hy
k=1

avecx, € C,1<k<n:Azr= an rrAep.
D’ou, ImAestde dimensior’i:filnie, i.e., Aest derang fini. A est donc compact.
2. On suppose que A ~" est borné. Donc l'opérateur A ~' A = Z,,, est com-
pact. De méme pour l'opérateur A A ! = 7, . Contradiction avec le théoréme
de Riesz relatif a la compacité de la boule unité, car H; et H, sont de dimensions

infinies. Par conséquent, A ™! n’est pas borné.
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6.3 EMD 2017/2018

Exercice 1 L'espace H = L*([—,7|) est muni de sa base hilbertienne (¢,,),,
ot o(t) = = ety (t) = S=,n > 1t € [—m, 7).
1. Montrer que f € H,ou f(t) =t € [-m, 7.
2. Ecrire f dans la base (¢,,),,.
“+oo
3. Utiliser I'égalité de Parseval pour trouver la somme de la série ) % (Jus-
n=1
tifier votre réponse)
Exercice 2 Sur I'espace de Hilbert /o muni de sa base standard (e, ),>1, on définit

I'opérateur linéaire S par

1 1
Sx = (1'1, 5%2, ey ﬁxn, ), T = (xi)izl S £2

a. Calculer ||Se, ||* pour tout n, n > 1.
b. Montrer que S est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
¢. Que peut-on déduire ?

Exercice 3 Considérons dans l'espace de Hilbert K = L?([0,1]), I'opérateur li-

néaire A: f— Af o
1
(ARE) = F0) + ¢ [ e f(s)ds, 1€ 0.1]
p
1. Montrer que A = A; + A0 Agou A;: K — K,1 <¢<3avec

1
(A1f>(t) - f(t), (AQf)(t) - etf(t)v et (A3f)(t) - /e_sf<3>d37 te [07 1]

2. Montrer que les opérateurs A;,1 < i < 3 sont bien définis et bornés.
3. En déduire que A est bien défini et borné, puis estimer sa norme.

4. Déterminer A*, 'opérateur adjoint de A.
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6.3.1 Corrigé de 'EMD 2017/2018

Exercicel 1.On a

1 m 2
1715 = / oPa= [ a1 <2 <

-7
D’ot, f € H.
2.0napourtoutn € Nyn>1

™

(Fotom) = / F(O )t =

-

3

1
I

‘ —1)"
/tze*mt dt = 4\/7?( 2)
n

et pour n = 0,

) 3
2dt = =~

1 s
(f,¢0>:\/ﬂ_l = 3von

D’oty, pour tout t, t € [—7, 7] :

) +00 1 1) )
t) =1t = : et
2 I (_1)n
t - 4 int
3. Comme le systéeme donné est une base orthonormale de H, par 1'égalité de Parseval,
on aura
TL
- Y + Y - +
171 = 145, vo)l® g ()l = (Go=r® z
Do,
275 0 =
2 ey
) 9 Pt
Soit finalement,
—io L m
===
—n 90
2
Exercice 2 a. Pour tout n,n > 1: ||Se,|* = H(0,0, e L )H =1,

b. On a d’apres (1),

1
Z |Sen|? = Z 3 < oo

n=1

car la série Z 5 est convergente. D’ot1, S est de Hilbert-Schmidkt.

c. On dedult de (2) que S est compact.
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Exercice 3. 1. On a pour tout f € H :

(A1 4+ Az 0 A3)(f)(t) = (A1f)(t) + A2(Asf)(t) =
1

1
= IO+ Aol [ €S (5)ds) = S0 + ¢ [ f(5)ds = (AN
t t
Donc, A = Ay + Ay As.

2.Soit f € H.On a \|A1f||§ = Hf||§ < +o0. Dong, A; est bien défini et borné. De
plus, ||A1]| = 1. De méme,

1 1 1
142f13 = [1aen) @ de = [ |5 de < [1702de =715 < +o0
0 0 0

D’ot, A; est est bien défini et borné, et || Az|| < e. De plus, et par 1'inégalité de Cauchy-

Schwarz,
2
Mﬁ@aﬁMﬁwszjjav@@(ﬁgﬂﬁﬁu@mﬁﬁ
0 0 It 0 0
1 1
go// |ds2dt</(/|f \ds) (O/Ids)dt

1

< [ ae= 11713 < +oc

0
Donc, A3 est bien défini et borné, et ||As|| < 1. D’oti, A est aussi bien défini et comme

|A]] < [|A1]] + [|A2|| || As]|, A est donc borné, et ||Al| <1 +e.
3. Par la question précédente, on aura A* = A7 + A3A5. On a donc A] = A;. De
plus, pour tous f,g € H :

1 1 1 1
(Aaf.9) = [(Aan) 5@t = [ (050t = [ gt = [ FOFDdt = (1. Azg)
0 0 0 0

Dot (A3g)(t) = elg(t) = (Aag)(t),t € [0,1]. De méme,

(Asf,g) = /1 (Asf)(t = /1 /1 e f(s)dsg(t)dt = /1 ( / g(t)dt e f(s)ds
0 0t 0 0

:/1f(s)(e‘9/sg(t)dt / / t)dt ds = (f, Azg)
0 0 0
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t
Dong, (A%9) (t) = et [ g(s)ds, t € [0,1]. Finalement,
0

t
(A"f)(t) = f(t) + A5(e"F(8)) = f(t) + e_t/esf(S)dS’ te[0,1]
0
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6.4 Rattrapage 2017/2018

Exerc1ce 1 Dans l’espace H = L?*([—n,7]) muni de sa base hilbertienne (,,),, out
wo(t) = \/ﬂ et o (t) = f,n > 1,t € [-m, 7|, on considere la fonction f ot f(t) = t,

pour tout ¢, t € [—m, 7).
1. Calculer (f, ¢,) ,n € N.

2. Ecrire I'expression de f dans la base (¢y,),,.
3. Utiliser 1’égalité de Parseval pour trouver la somme de la série Z 5. (Sol. %

n= 1

Exercice 2 Soit 'espace de Hilbert L? ([0, 1]), et soit I'opérateur A: L* ([0, 1]
L%([0,1]), f+ Af défini par

t
(Af)(t :z/f ds, tel0,1]
0

1. Montrer que A est linéaire.
2. Montrer que A est borné, et estimer sa norme.

3. Déterminer 1'opérateur adjoint A* de A.

Exercice 3 L'espace de Hilbert L? ([0, 1]) est muni d’une base orthonormale (e;,),>1-
On défint I'opérateur liné¢aire K : L% ([0,1]) — L*([0,1]), f+— Kf par

1
(KA = [ Fs)htt,s)ds, ¢ € (0.1
0

11
ot k est une fonction complexe Lebesgue mesurable sur [0, 1] et vérifiant [ [ |k(t, s)|* dsdt <
00

—+00.
1. Montrer que K est borné, et estimer sa norme.

2. Montrer que K est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
3. En déduire que 'opérateur V: L? ([0,1]) — L?([0,1]), f — Vf ou

1
/f )ds, t € [0,1]
t

est de Hilbert-Schmidt.

4. Que peut-on déduire ?
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6.4.1 Corrigé du Rattrapage 2017/2018

Exercicel 1.On a

onh = [ 15 it = (- 2z )

—T

et

fa(p(] /7tdt—0

2. La fonction z + f(z) = z est un élément de L?([—n, ]). Donc, f s’écrit sous la forme

+oo
f= Z (fyon) @
n=0
Dong, pour tout ¢, ¢t € [—m, 7] :

f(t) -t = f(_l)n+1@eint

n=1

3. Comme le systeme (¢,),, est une base hilbertienne de H, on aura par l'identité de

Parseval
+o0 +o0 +00
24/ 71 4
12 =S 1)l = 3 |1yt 2V f -3
n=0 n=1 n=1
Comme
s
1712 = [ 2t = =
Dong,
Jio 47 _ 2 4
— n2 3
Soit finalement
= n2 6

Exercice 2 1. On a pour tous f,g € L?([0,1]) et tout A € C :

AN +9)(0) =i [ +9)(s)ds =1 [(A)(s) +g(s))ds
0 0

t

:i(/(Af)(s)ds—i—/tg(s))ds - /\i/tf(s)ds—i—i/tg(s)ds
0 0 0

0
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= M(f)(t) + A(g)(t)
= (AA(f) + A(9))(t)

pour toutt, ¢t € [0,1]. D'oty, A\ f + g) = MA(f) + A(g), et A est donc linéaire.
2.0n a pour tout f € L?([0,1]) :

1

HAfH§=/1|(Af)(t)|2dt:/
0
< | o

D’ou, A estbornéet ||A| < 1.
3.On a pour tous f,g € L? ([0,1]) :

1 1 t
(Af,g :/Af /z/f
0 0 O
1

:/li/l(f(s)g(t)dt)ds:/l(f(S)/(—ig(t))dt)ds
0 S 0

s

1 T
- / (f(s)/(ig(t)dt) ds = (f, A%g)
0 s

D'ou, A*g(s) = fl(—i g(t)) dt,s € ([0,1]).
Exercice 3. 1S Soit f € L% ([0, 1]). Par l'inégalité de Cauchy-Scwarz, on aura
1 2 1
15713 = [ 1@ = |
0

1

828
/ dt < 0/ /(t, )2 ds)dt
1 2 11 11
[ 1) ds [ [k sPds = [ [kt )P as |13
0 00 0 0

11 11
Comme [ [ |k(t, s)|* dsdt < +oo, K estborné et ||K|| < (/[ [ |k(t, s)|* dsdt.
00 00

t t

2
/ s)ds j/f(s)ds
0 10

it - /wmw wu/ﬁ 1713

dt

2

1)1

/f k(t,s)ds

0

1

o s

0

2.0napour toutn,n > 1:
1
Key(t) = /en(s)k(t, s)ds = <en,E>
0
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ou ki(s) = k(t,s), t,s € [0,1]. Dot

+00 1
ZHKen|]2: /Ken () dt = Z/] en Tt )| ? dt = /Z’ en )|
n=1 0

400 2

car la série > <€n, kt>‘ est convergente par 1'égalité de Parseval (Le systeme (ey,),, est
n=1

une base orthonormale de I'espace). On aura donc

11
ZIIKenH _/Z’ en )| dt = /HktH dt = | :// (t, 5)[? dsdt < +o0
00

Par conséquent, K est de Hilbert-Schmidt.

3.0na . .
VN = [ £6)ds = [ 1kt )ds, ¢ e 0,1]
ou t 0
bt ) = { (1) zi {07, t}
Comme

11 1 1 1 t21 1
//|kts|d5dt //dsdt:/[s] /[1—t]d [t—21 :§<+oo
0 0 t 0 0 0

Alors, V est un opérateur de Hilbert-Schmidt.
4. On déduit de (3) que V est compact.
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6.5 EMD 2018/2019

Exercice 6.7.

Soient E, F' des espaces de Hilbert, et soit T € L(E, F').

1. Montrer que si T est inversible, alors son adjoint 7™ est aussi inversible, et que
(T*)—l — (T—l)*

ot T~ est l'inverse de 7.

2. Soit a un vecteur non nul dans E. Posons M = {a}, le sous-espace vectoriel de F¥
engendré par a.
a. Montrer que F = M ® M. (Somme directe orthogonale)
b. Soit z € E. Calculer (d(x, M))? + (d(x, M*))2.
c. Exprimer d = d(z, M) en fonction du vecteur a.

Exercice 6.8.

Soit H un espace de Hilbert, et soient P, () les opérateurs de la projection ortho-
gonale de H sur ImP, Im(Q respectivement, (P vérifie P> = P et P = P*). Montrer que

les assertions suivantes sont équivalentes

1. PQ=0.
2. QP =0.
3. ImP 1 ImQ.

Exercice 6.9.

Soit A : LQ([—l, 1]) — LQ([—l, 1]),f — Af ou

1
(AD@) = # [ sf()ds, § € La(=1,1), t€ [1,1]
-1

1. Montrer que A est bien défini, et que A est linéaire.
2. Montrer que A est borné, et estimer sa norme.
3. Déterminer A*, 'opérateur adjoint de A.
4. Montrer que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

5. Conclure.
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6.5.1 Corrigé de ’EMD 2018/2019
Exercice11. OnaTT ! = Iy, et T~'T = Iy,. En passant aux adjoints,
(T7')Y1T* =1y, = In,

et
T = Iy, = In,

Ce qui montre que T* est inversible et (T*)~! = (T~1)*.

2. a. M est un sous-espace vectoriel fermé de F, car dim M = 1 < ooc. Par le Théo-

réme de la décomposition orthogonale, E = M @& M*.

b. Par (a),
Jlzy € M,3wg € ML iz =21+ 29 et {z,20) =0
De plus, et en appliquant le Théoréme de la projection orthogonale,
(d(w, M) + (d(w, MY))? = o = 21 |* + ||z — w2|* = [|za]|* + [|aa]|* = |||

par le Théoreme de Pythagore.

c. On a par le Théoreme de la projection orthogonale,
d=d(z, M*) = ||z — a2 = [|lz1]| = [A]la]
ouuxzy = Aa,\ € Ccarz1 € M.
Exercice 2 ((1) = (2)).On a
QP =Q'P* = (PQ)*=0"=0

((2) = (3)). Soient y € ImP, z € ImQ. Il existe donc u,v € H tels que y = Pu, z = Qu.
D’ou,
(y, 2) = (Pu, Qu) = (Q" Pu,v) = (QPu,v) = (0,v) =0
Donc, ImP 1 ImQ.
((3) = (1)). Soient z,2' € H.On a
(PQz,2") = (Qz, P*2') = (Qz, PZ') = 0,

car Pz’ € ImP, Qz € ImQ.D’ou, PQz =0, z € H. Par suite, PQ = 0.
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Exercice 3 1.i. Soit f € Ly([—1,1]). Comme s,t € [0,1],

1 1 1 1 1
14s13 = [1an@pa= [ [speasta < [1 [ sedsbar
—1 —1 —1 -1 -1

1 1
< [at [15)Pas
[*]
< 21 < +oo

D'ot, Af € La([—1,1]), pour tout f € La([—1,1]). Ce qui montre que A est bien défini.

1.ii. Soient f, g € La([—1,1]), et soit A € R. Pour toutt € [-1,1] :

(AAS +9))( s(Af+g)(s)ds = £ [ s((Af)(s) +g(s))ds

1
s( ds+t2/

1

1
= )\t2/ ds+t2/
—1

1
= MAS(®) + (Ag)(1)
— (Mf+ Ag)(t)

»—A\,_.

= 2

D'ot, A(Af +g) = MAf + Ag, et A est donc linéaire.
2. De la question (1.i.), A est borné, et || A|| < V2.

3. Soient f,g € La([—1, 1]).
! R

<Af79>=/Af(t)g(t)dt -

-1

(s)

|
—

I
C: 'I—‘\)—' ’I—‘\'—- L‘\»—t
-

S

*
Q

=
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D'oit, A* : Lo([~1,1]) — La([~1,1]), g — A*g ot

A*g(s) = s /tzg(t)dt, g€ Lo([=1,1]), s € [-1,1]

4. Soit ( fi)r>1 une base orthonormale de Ly([—1, 1]), et soit I 'identité sur Lo ([—1, 1]).
Ona

+00 oo 1 +o0 L 1
S AR =3 [1an@Pa = 3 [+ / sfels)ds[dt
k=1 k=14 k=14
+o0 1
< Z/ t|/5fk (s)ds|?
k=174
+oo
< 2y / sfils)dsf?
k=1
too
< 23 I fu)l?
k=1
< 213
< %<—|—oo
-3

par l’égalité de Parseval. Par conséquent, A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

5. Comme conclusion de la question (4), A est compact.

6.6 EMD de remplacement 2018/2019

Exercice 6.10.

Soient E, F' des espaces de Hilbert, et soit I' € L(E, F'). Montrer que
1. Si T est de rang fini, alors 1" est compact.
2.Sidim E < +o0, alors 7" est compact.

3.Sidim F' < +o0, alors T" est compact.

Exercice 6.11.
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Soit H un espace de Hilbert, et soit P I'opérateur de la projection orthogonale de

H sur un sous-espace vectoriel fermé M C H,
V2e H:P(z)=Plz+y) ==z, xe€MyecM"

1. Montrer que P est linéaire.

2. Montrer que P est borné, et estimer sa norme.
3. Calculer || P||.

4. Montrer que P est auto-adjoint, et que pP2="P

Exercice 6.12.

Soit A : LQ([O, 1]) — LQ([O, 1]), f— Afou

1
(Af)(s) = s/th(t)dt, f e Ls([0,1]), s € [0,1]
0

1. Montrer que A est un opérateur linéaire.
2. Montrer que A est borné, et estimer sa norme.
3. Déterminer A*, I'opérateur adjoint de A.
4. Montrer que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

5. Que peut-on déduire ?
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6.6.1 Corrigé de ’'EMD de remplacement 2018/2019

Exercice 11. Soit (z,,),, une suite bornée dans E. Comme T est borné, la suite (T'x,,),,
est aussi bornée dans I'mT, car ||Tx,| < ||T||||zn| < +oc. De plus, T' est de rang fini.
Donc dim ImT = n < +o00. D’ot, ImT estisomorphe & C". Par le Théoreme de Bolzano-

Weierstrass, (T'z,, ), admet une sous-suite convergente. 7" est donc compact.

P
2.S5idim E = p < oo, alors pour toutz € E: = ) (x,ex)ei, on aura
k=1

P
Ty = Z(x, er)Tey,
k=1
otl (ex)1<k<p est une base orthonormale de E. Ce qui montre que 7" est de rang fini. T’
est compact par (1).
3.5idim F' < oo, alors dim ImT' < oo, car ImT" C F. Par (1), T est compact.
Exercice 2 1.Soient z = x +y,2' =2’ +y' € H =M @& M=, et soit A € C.
P(Az+2) =P((Mz+y)+ (@' +y) = P(Ow+2)+ Oy +y))
= M +4a
= APz+ P
et P est donc linéaire.

2.Sitz=a+yc H=Mo® M.
1P2]1% = llz)|* < |l=[* + [lyl1* = Il + ylI* = |2

par le Théoreme de Pythagore car z L y. D’ot1, P estborné, et || P|| < 1. (1)

3.Soitu € M, ||u| = 1.Ona |Pul|| = ||ul]| = 1.
D’ou,

1P| = HshlngPZH 2 [|[Pull =1 (2)

Par (1) et (2), ||P]| = 1.

4.Soit z =z +y € H.Comme z € M,
P?z = P(Pz)=Px=x= Pz
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D’ot, P? = P. De plus, pour tous z =z +y,2' =2’ +y' € H,

<szz/> = (:c,x’ +y,> = <a:,:c’) + <$7y/> =

D'ou, P*2' =2’ = P2/, 2/ € H,i.e.,, P = P*.
Exercice 3

1
(Af)(s) =s [ £f0)dt, f € La(0.1]). 5 € 0,1
0

1. Soient f, g € L2([0,1]), et soit A € R. Pour tout s € [0,1] :

(AN +9)) =5 [0S +g)dt = s

0

= S

— . O

1
2O (0)dt + s/

0 0

2((A)() + g(t))dt

t2g(t)dt

1 1
= s [ 2f()dt + s [ t2g(t)dt
[

— MAS)(s) + (Ag)(s)
— (Mf+ Ag)(s)

Do, A(Af + g) = MAf + Ag, et A est donc linéaire.

2. Soit f € Ly([0,1]). Comme s,t € [0, 1],

1 1 1 1
14713 = [1an@)Pas= [ ] [ erwapas < [
0 0 0 0
1
<
/
< I3

D’ou, A estborné, et || Al < 1.
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3. Soient f,g € L2([0, 1]).

1

(Af,9) z/Af(s)@ds -

0

Dol A* : Ly([0,1]) —> La([0,1]), g — A*g o,

1
A*g(t) = t2/sg(s)d5, g € Lo([0,1]), t € [0, 1]
0

4. Soit (f1.)k>1 une base orthonormale de Ls([0, 1]). Posons h(t) = t?, t € [0,1]. Ona
donc

S | Af? = Z/\Afk(s)\st _ /|s /t2fk(t)dt\2ds
k=1 k=11 k=13
+oo 1 1
< /s2ds |/t2fk(t)dt|2
k=17

2 fr(t)dt]? car 0 < s < 1

IA
]
o _

IN
]
5
=
=

(AN
=
oo

< - <+oo

par l’égalité de Parseval. Par conséquent, A est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

5. On déduit de la question (4) que A est compact.
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6.7 Rattrapage 2018/2019

Exercice 6.13.

Soit H un espace de Hilbert séparable, et soient A, B € L(H) avec A compact.

1. Montrer que les opérateurs AB et BA sont compacts.

2. Soit (py, ), une base orthonormale de H.

i. Montrer que (¢y,), converge faiblement vers 0.

ii. Que peut-on déduire pour la suite (Apy,), ? Justifier.

Exercice 6.14.

Soit K un espace de Hilbert muni d"une base orthonormale (e,,),, et soit S € L(K)
l'opérateur défini par Se,, = ep11, n > 1.
a. Montrer que S est une isométrie. (i.e., ||Sz| = ||z||,z € K)

b. Montrer que ||S + I|| = 2, ol1 ] est l'identité sur K.

— Utiliser le vecteur g = (1,1,..., 1 ,0,0,0,0,..) € K
~—~
n
c. Montrer que S n’est pas compact.

Exercice 6.15.

Considérons l'opérateur 1" : Lo([—m, 7|) — Lo([—m,w|), f — Tf défini par
(T1)(E) = [ cos(t = 5)f(s)ds, f € La(l=m. 7)), t € [, 7]

1. Montrer que T est un opérateur linéaire.
2. Montrer que 7' est borné, et estimer sa norme.
3. Déterminer 7™, I'opérateur adjoint de 7.

4. Conclure.
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6.7.1 Corrigé du rattrapage 2018/2019

Exercice 1 1. Soit (zy,), C H, ||z,|| = 1. Comme B est borné, la suite (Bz,), est

bornée. En effet,

|Bznll < [[Bll|lznll < [|1B]]

De plus, comme A est compact, la suite (ABz,), admet une sous-suite convergente.

L'opérateur AB est donc compact.

De méme, comme A est compact, la suite (Azy,), admet une sous-suite convergente
(Azy)pn. Comme B est continu car borné, la suite (BAz,,),, converge également, et BA

est donc compact.

2. i.0na
—+oco

VxEH:a::Z(x,wk>g0k
k=1

Comme la suite (¢ );>1 est une base orthonormale de H,
s X 2
l2)l® =" [z, @)
k=1

+oo
par l'égalité de Parseval. Donc, la série numérique réelle Y. |(z, ¢1)|” est convergente.
k=1

Par conséquent,

lim [(x,pr)] :ngrfoo (x,pr) =0=(x,0), z € H

n—-+o0o

w
Ce qui montre que ¢, — 0.

ii. Comme A est compact, I'image par A de toute suite faiblement convergente est
une suite fortement convergente. Par suite, la suite (Ag,), converge fortement vers
A(0) =0.

+o00
Exercice 2 a.Soitx € K. Doncz = Y (z,eg) ex. Par la linéarité de S,
k=1
+o0 +o0
Sz = Z (z,ex) Ser, = Z (z,er) ext1
k=1 k=1
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Ainsi,
400 —+o0
152 = (Sz,Sx) = (D (v,ex) enrr, D (v,en) enya)
k=1 n=1
+00 +00
- Z Z <£U, €k> <Jf, en> <ek+17 en+1>
k=1n=1
+oo
= D l{z,en) P
k=1
2
= =l
D'ot, ||Sz|| = ||z||,z € K. Par conséquent, S est une isométrie.

b. Par la question (a), ||S|| = 1 = ||{||. Donc,
1S+ 11| < [[S]| + [[1]] < 2 (1)
D’autre part, pour zp = (1,1,...,1,0,0,0,0,..) € K,

(S +Iao = (0,1,...,1,0,0,0,0,..) + (L, 1,...,1,0,0,0,0,..) = (1,2,2,..,2, 1 ,0,0,0,..)
n+1

D’ou,

I I 4n — 2
15+ 1) = sup Dl S WS+ Daofl - fan

> 2 2
S el ol noniw? @

De (1) et (2), ||S + I]| = 2.
c.Onae, =0 par la question (2.i.) de I'exercice 1. De plus,

i [Sen — S(0)] = lim_Jlesal = Tim 1=1£0

Dong, la suite (Sey,), ne converge pas fortement vers 0. Par conséquent, 1’opérateur S

n’est pas compact.
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Exercice 3 1. On a pour tous f, g € La([—

m,m]), ettous A € C,t € [—7, 7]

TS +9)(0) = [ cos(t =)\ +g)(s)ds = [ cost = )(AF)(s) +g(s))ds
= /cos(t— s)(Af)(s)ds + /cos t—s)g(s)ds
= A / cos(t — s)f(s)ds + / cos(t — s)g(s)ds
= ()\Tf)( )+ (Tg)(t)
— OTf+To)()

Par suite, T'(\f + g) = A\T'f 4+ Tg, et T est donc linéaire.

2.5S0it f € Lo([-m, 7). Ona

113 = [ (Tner

IN

IN

IN

dt =

2

cos(t —s)f(s)ds| dt

lcos(t — ) f(s)|* dsdt

IN

Ay Ay
R

()2 dsdt

ﬁ\:\

™
- —
sy

[ usiar

2
2m || £112

Do, | Tf]ly < V27 || f|l5 . Ceci montre que 1" est borné, et que ||T'|| < /2.
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3. Soient f,g € La([—m,7]). On a

(T, g) = / TH(HgDdt — / [ / cos(t—s)f(s)ds] g(ydt

= /ﬂf(s) [/ﬂ cos(t — s)g(t)dt] ds
= /7r]"(,s)/7r cos(t — s)g(t)dt ds
= 27} T*g;ﬂ

Dong,

(T*f)(s) = /cos(t—s)f(t)dt, f e Lo(—mn,s € [-m7]

Par suite, T' = T*.

4. On conclut de (3) que T est auto-adjoint.

6.8 EMD 2019/2020

Exercice 1 Sur l'espace E = R3[X]| des polynomes de degré inférieur ou égal a 3, et

a coefficients réels, on définit ’application

1
(P,Q) = /P(t)Q(t)dt, PQcE
0

1. Montrer que 'application (., .) définit un produit scalaire sur E.

2. Posons P = X3 + X2, Montrer que la distance d = d(P, Ry[X]) existe, ot d est la
distance induite de la norme associée au produit scalaire (., .).
3. Trouver le projeté orthogonal P de P sur Ry[X]. (P = 1X? - 8X + 15
_ /162485
4. Calculerd. (d= 120y/7 )
Exercice 2 On considere 'opérateur 7" : L5([0, 1], R) — L2(][0, 1], R) défini par

1
(TH@) = [ r@dt, f e ba(0,1)R), v € [0,1]
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1. Montrer que T est bien défini, i.e., T'f € L2([0,1],R) pour tout f € L5([0, 1], R).
2. Montrer que T est linéaire et borné, et estimer sa norme.
3. Trouver l'opérateur adjoint 7* de 7.

Exercice 3 On définit ’opérateur de Volterra sur I'espace L2([0, 1], R) comme suit

V6)(t) = [ ¢ls)ds, ¢ € La((0,1,R), 1€ [0,1)
0

1. Trouver une fonction k = k(t, s) € Ly([0, 1] telle que V s’écrit sous la forme de 1'opé-
rateur intégral défini sur L»([0, 1], R) par

1
(Ke)(t) = [ kt.9)p(s)ds, o € Lal(0,1),R), t € [0,1
0

11
2. Calculer [ [ |k(t,s)|?dsdt pour le noyau k de V trouvé.
00

3. Que peut-on déduire pour I'opérateur V' ?
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6.8.1 Corrigé de 'EMD 2019/2020

Exercice1 1.ia. Soit Pe R[X].P=0= (P,P) =0.

i.b. Comme la fonction P? est continue et positive,
(P,P) =0 = /Pz(x)dac =0= P*x)=0,z€[0,1]= P(z) =0, z €[0,1]

D’ou, P(x) = 0, € R, car le polyndme P admet un ensemble non dénombrable de
racines dans l'intervalle [0, 1]. Par suite, P = 0.

ii. Soit P € R[X]. (P, P) = fP2 Ydz >0

iii. Soient P,Q € E. (P,Q) = OfP(a;)Q(:c)dx = Ole(az)P(x)d:v =(Q,P)

vi. Soient P, ) € F, etsoit A € R.On a

1

1
(P, Q) :/ (AP)( /\/P(x)Q(a:)da: —\(P,Q)
0

0

v. Soient P,(),S € E.

1
(P+Q,5) = /P+Q (2)dz —
0

= (P.5S)+(Q,5)
L'application (., .) définit donc un produit scalaire sur E.

2. L'espace £ = R3[X] est de Hilbert car de dimension finie. De plus, I'espace Ry [ X]
est un sous-espace vectoriel fermé de E car c’est un espace de dimension finie, il est
donc complet. Par le Théoréme de la progjection orthogonale, P admet un projeté or-
thogonal unique Fy sur Ry[X]. De plus, d = d(P,R2[X]) = d(P, Py). La distance d existe
et est finie.

3.d=d(P, Py) = ||P — B||. Cherchons F.

Comme Py € Ry[X], Py = aX?+bX +¢, a,b,c € R. De plus, le vecteur (P — Fy) €
Ro[X]*. D’oty,

(P— Py, 1) = (P~ Py, X) = (P~ Py, X*) =0
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ie.,

1
J(X3+ (a+1)X? +bX +c)dz =0
0

1
J(X3+ (a+1)X%2+bX +¢)Xdz =0

0
1
J(X34+(a+1)X2+bX +¢)X%dr =0
0

On obtiendra aprés calcul que Py = %X 2 X + 120
4.0na

1

@ =P~ RII* = [(P - P)(a))da =

0

162485
100800

__ /162485
Dong, d = 12077

Exercice 2.

1. Soit f € L2([0, 1], R). Par I'inégalité de Cauchy-Bunyakowski-Schwarz,

1 1 1 11 1
1711 = [1Ts@Pde= [| [ e f@atae < [ [1ePar [ 170)Pdeds
0 0 =z 0

x x

1
[—e_Qt](l) / f (1) Pdtda
0

1—e2

(VAN
DN |

IN

I£113 < +o0

carz > 0, et f € Ey([0,1],R). Donc, T'f € £2([0,1],R). L'opérateur T" est donc bien
défini.

2. Soient f, g € E2([0,1],R), et soit @ € R. Pour tout z € [0,1], on a

1 1
(T(af+g))(x):/e’t(af-i-g)(t)dt = /e (af)(t dt—l—/e gt

< o [esas [t

= (T + (To)(a)
— (aTf +Tg)(a)

D'ot, T'(af 4+ g) = oI f + T'g. L'opérateur T est donc linéaire.
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1—e—2

De plus, et par la question (1), 7" est borné et ||T'|| < s

3. Soient f, g € L2([0, 1], R). Par le Théoreme de Fubini, on aura

/16 (t)dt g(x
£(0) ( /g )daz)dt

= (f,T"g)

1
0

8

/
[0

t
Par conséquent, (T*g)(t) = et [ g(x)dz, t € [0,1].
0

Méthode 2 : Intégration par parties : On pose F(z f e tf(t)dt et W(z) = g(z).

Dong,

(Tf.9) = / (TH@g@)dr = / / (Ot gl
0 0 =
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D’ou,
xX

(T*g)(x) = ~* / g(t)dt, t € [0,1]

[e=]

Exercice3 1.0Ona (Vy)(t) = Oftgo(s)ds = [k(t, s)p(s)ds out

2.0na

11
//|kts|dsdt //\kts\dsdt—l—//\kts\dsdt:
00

11

3. Comme [ [ |k(t,s)|?dsdt < +oo, 'opérateur V est bien défini, et est borné. De plus,
00

Vi< .

121



122 A. Nasli Bakir

6.9 Rattrapage 2019/2020

Exercice 1 L'espace H = /3(N) est muni de sa base standard (e;),>1, et de son
produit scalaire usuel. Soit (a;,),>1 une suite complexe bornée. On définit I'opérateur
S:H — Hpar

Sx = S(x1, 29, .., Tn, ...) = (01X2, 02X, .., VTt 1, --.)

1. Montrer que S est linéaire.
2. Montrer que S est borné, et estimer sa norme.
3. Déterminer 'opérateur adjoint S* de l'opérateur S.

4. I'opérateur S est-il normal ? (i.e., S§* = §*S)

Exercice 2 Soit £ = R3, et soit M = Vect{v; = (1,—1,0),v2 = (0,1,1)} le sous-

espace vectoriel de E engendré par les vecteurs vy, vo.
1. Caractériser un vecteur v(x, y, z) dans M.
2. Posons u = (1,0, 2). Montrer que la distance d(u, M) existe.
3. Soit ug le projeté orthogonal de u sur M.
3.1. Trouver ug. (Remarquer aussi que uy € M)

3.2. En déduire la valeur de d(u, M).
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6.9.1 Corrigé du Rattrapage 2019/2020

Exercice 1
St =8(x1, 29, .., Tn, ...) = (1 T2, Q2X3, .., W Tpt1, --.)
1. Soient x = (73 )n>1,y = (Yn)n>1 € H, et soit A € C. On a
SAz+y) = SAx1+y1, \xa + Y2, .., ATy + Yn, -o)
= (a(Az2 +y2), aa(Az3 + 3), s (ATt 1 + Yny1)s o) =
= (a1Az2 + aqy2, @a\T3 + A1Y3, -, O ATpt1 + A1Ynt1,-..) +

= Ma1z2, 023, ..o, ATt ...) + (Q1Y2, 02Y3, ooy A Ynt1, --.)

= ASx+ Sy

L'opérateur S est linéaire.

2. Soit x = (x)n>1 € H. Comme la suite (a,, ), est bornée,

+oo —+00 “+o00
||SxH% = Z |O‘n5ﬂn+1|2 = Z |O‘n|2‘$n+1’2 < Z SUP(‘an|2)|xn+1|2
n=1 n=1 n=1n=1
+oo
< SUP(‘O‘n’Q) Z |$n+1‘2
= n=1
< (suplan|)?||=[l3
n>1
D’ot, 'opérateur S est borné, et ||S|| < sup|ay,|.
n>1
3. Pour tous = (%y)n>1,¥ = (Yn)n>1 € H,0on a
+oo +o0 +oo
(Sz,y) = Z AnTnt1Yn = Z Tnt10nYn = Z TpOn—1Yn—1
n=1 n=1 n=2

= ((.Th 2,3,y ..cy Ty ..), (0,0713/1,0723/2, ey O —1Yn—1, )>

= (x, S*y>

Par conséquent, S*y = (0, a1y1, 02Y2, ..., On—1Yn—1, ---), Y € H.

4. Pour tout x = (z;);>1 € H,ona

* - - - - -
S§S8*r = S8(0,a0x1,05x2, ..., Op—1Tpn—1,...) = (Q1Q121, AQ2T2, ..., UnlnTyp, ...)

= (|oz1\2x1, ]a2|2x2, . |an]2xn, )
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et

* * — — —
S Sz = S* (a2, v2x3, ooy ATy, ..) = (0,000072, Baoxs, ..., WnQpTpil, ...

= (0, ]onPzy, |azz3, ..., lom 1P, |an*Tnga, ...
Pour x = ey, on obtiendra,
SS*e1; = (|a1]%,0,0,...,0,...) # §*Se; = (0,0,0,...,0, ...)
D’ou, 'opérateur S n’est pas normal sur H.
Exercice 2 1.Soit V = (z,y,2) € M. Il existe donc «, € R tels que V = awv; + Bus.
D’ou,
=,y = _a+/8722/8
Donc, V = (a, —a + 3, ).

2. L'espace I est de Hilbert, et M est un sous-espace vectoriel fermé de F car de
dimension finie, il est donc complet. Par le Théoreme de la projection orthogonale, u
admet un projeté orthogonal unique ug sur M, et d(u, M) = ||ju — uo||. Donc la distance
d(u, M) existe.

3.1. Comme uy € M, ug = (o, —a + 3,[). De plus, par le Théoreme de la dé-
composition orthogonale, £ = M & M L. Donc, u = ug + uy, ol uy € M L. Dong,

up = (u—1ug) L M, ie., (u—up,v1) = (u—up,v2) = 0. Doy,
l-a—a+pB=0eta—-—F+2-58=0
ie.,
204 fB=-1eta—28=—2

Dongc, o = % et g = % Par suite, ug = (%, %,

).

wlot

3.2.0na Do 1
. M) = = wlle = (5. =5- )l = 7
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