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Introduction

Je mets a la disposition de nos chérs enseignants et étudiants ce travail qui
correspond au programme de 1’Analyse fonctionnelle, et destiné au niveau de
la premiére année Master de Mathématiques. Il est composé de cinq chapitres,
dont chaque chapitre contient un rappel de cours et des exercices recueillis de
mes séries de travaux dirigés, pour bien apprendre les notions du contenu. Des
problémes et des sujets d’examens avec solutions sont proposés a la fin de cet
ouvrage.

L’auteur

" La pensée n’est qu'un éclair au milieu d"une longue nuit
Mais c’est cet éclair qui est tout. "

Henri POINCARE



Chapitre 1

Espaces de Banach

1.1 Rappel sur les espaces vectoriels normés

1.1.1 Norme sur un espace vectoriel

Définition 1.1. (Rappel) Soit X un espace vectoriel sur C.
Une application ||.|| : X — Ry est dite norme sur X si :
1. Ve e X : ||z|| =0 < x =0 (Séparation)
2. Vx € X,V € C: || Az|| = |\ ||z]] (Homogénéité)
3. Va,y € X : ||z +y|| < ||| + ||ly|| (Inégalité triangulaire )

Définition 1.2. Un espace vectoriel muni d'une norme est dit espace vectoriel normé.

Exemples 1. Les applications |||, , (1 < p < c0) et |||, sont des normes sur
C" ou

1
lzll, = QO [zal’)? et |zl = max |2, @ = (2k)5= € C
n=1

2. L'application ||.||, sur l'espace vectoriel X = C([a,b],R) des fonctions

continues sur un segment compact [a, b] de R et définie par

1 lloo = max [f(z)], fe€X



Chapitre 1 : Espaces de Banach

est une norme sur X.

1.2 Espaces de Banach

Définition 1.3. Une suite (x,,),, d’ un espace vectoriel normé (X, ||.||) est dite de Cau-

chy dans X si
Ve >0,IN e N/Vnym e N:(n>Netm>N)= (||x, — x| <¢)
Définition 1.4. La suite (x,,),, est dite convergente vers un élément x € X, si

Jim e, — o] =0

ie.,
Ve>0,IN eN/VneN: (n>N) = (||lz, — z|| < ¢)
et l'on écrit

lim z, = x
n—-+oo

Définition 1.5. Soit X un espace vectoriel normé. Si toute suite de Cauchy dans X est

convergente dans X, I'espace X est dit complet.
Définition 1.6. Un espace vectoriel normé complet est appelé espace de Banach. ]

Exemples 1. Les espaces C", n > 1 et Ly([a,b],C) sont des espaces de Ba-

nach.

1. Stefan Banach (1892-1945) est un grand mathématicien polonais. Il est I'un des fondateurs

de I'analyse fonctionnelle.
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2. Les espaces
“+oo
by = {xz(xn)nc(c:Z|$n|p<—|—oo},1§p<00
n=1
et

Uy = {a: = (Tp)n>1 C C:suplz,| < —1—00}

n>1
munis de normes
+oo 1
[z, = > [zal’)? et [lz]|,, = sup |z,
n>1

n=1

respectivement ol = (z,,),>1, sont des espaces de Banach.
Proposition 1.1. L'espace {5 est complet.

Preuve. Soit donc

Ty = (gln)’gén), én)a 75'7(171)7 ) € EQ

une suite de Cauchy. Pour £ fixé, on a
& = &™) < fln — 2wl =0 (1)

quand n, m — 4o00. La suite (5 ,i")) ., est donc de Cauchy dans C. Elle est donc
convergente. Soit §; = EEP 5,&”), et posons = = (&,&2,,...&,, ..). Montrons que

x € 0y, etque lim z, = x.
2 q n—-+o0o "

Pour tout entier j, 5 > 1,ona

J

Ylal = tim Yl @
k=1

_)
n——+o00 1

et

S < el )
k=1
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De plus, sup ||z,|| = M < 400 car
n>1
Hznll = lzmll] < lzn = 2mll = 0,7,m = +oo

Il s’ensuit donc de (2) et (3) que
+o0 2
S lef < M2
k=1

,1.e., x € ly. D’autre part, pour € > 0, il existe N. € N tel que pour tous n,m,

n>Netm> N, ettoutp e N:
P n m 2 2
Sle? =& <llam—aml®<e (@)
k=1

Fixons n > N, et faisons tendre m vers +oco. De (1) et (4), on obtiendra pour

tout p

_)
m——+00 el

p p
Z ’&(cn) _ &’2 = lim Z ’5}53”) _ ](vm)f <e
k=1

Par conséquent,

+o0 N 92
Hxn—x‘|222’§£)—§k’ <e
k=1

Remarque On verra plus tard que les espaces ¢, (1 < p < 4o00) sont tous

complets.

1.2.1 Normes équivalentes

Définition 1.7. Deux normes ||.||, et ||.||, sur un espace vectoriel normé X sont dites

équivalentes sur X s’il existe des constantes cy, cy > 0 telles que
2l < exllzlly < ez ll]l,

pour tout x, v € X.
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Remarque I est clair quesi |||, et ||.||, sont des normes équivalentes sur X,
alors toute suite de Cauchy (z,), qui converge dans (X, ||.||;), converge égale-

ment dans (X, ||.||,) et 'inverse. De méme, toute suite de Cauchy dans (X, ||.||,)
est une suite de Cauchy dans (X, ||.|,).

On a donc le résultat important suivant

Théoreme 1.1. [9] Deux normes sur un espace vectoriel de dimension finie sont équi-

valentes.

Remarque Ce résultat est généralement faux si le corps de I’'espace X n’est
pas complet. En effet, soit X = Q[v/2] = {a + bv/2,a,b € Q}.
On vérifie aisément que X est un Q-sous-espace vectoriel de R?. De plus, X est
isomorphe a Q% D’ou, dim X = 2.
On définit les applications  ||.|[1, ||.]]2: X — R par

la+bv2|1 = |a| + |b] et |la+bv2|s = |a+ bv2|

On vérifie facilement que ces applications sont des normes sur X.

Considérons les suites (u,), et (v,), ol
U, = (1—+v2)"et v, =(1++v2)", neN
Les termes u,, et v,, peuvent étre écrits sous la forme
Up = Ay — Dp/2 et v, = ay, + by V/2

ou a,, b, € N,n € N. Par conéquent,

Un+Un

Ay = 2

Comme lim w, =0et lim v, = 400, la suite (a,), est divergente et
n—-+0o00 n—-+o0o

lim a, = +00
n—-4o00

10
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D’ou,
il = o0
et
i [ l2 =0
La suite (HZnH;)n n’est donc pas bornée, et par suite, les normes ||.||; et ||.||2 ne

sont pas équivalentes sur X.

1.3 [Espaces de Banach séparables

Définition 1.8. Un espace vectoriel normé X est dit séparable si X contient un en-

semble dénombrable et dense dans X.

Exemple L’espace (R, |.|) est séparable. L'ensemble Q des nombres ration-

nels est dénombrable et dense dans R.

Proposition 1.2. Les espaces (,, (1 < p < o0) cités ci-dessus, sont séparables. Toute-

fois, I'espace {, ne I'est pas.
Preuve. 1. En effet, ’ensemble
H= {(ak);‘:"{ C Q / o, = 0 pour certain n assez grand }

est dense dans /,,.

2. Pour tout ensemble dénombrable (z,,), dans /,,, on peut toujours trouver
x € U tel que

Soit donc z,, = (oz%"), o oz;”), ) € /o, et soit
0, si ‘aﬁ[‘)‘ > 1
ay =
1+ ‘ag") , sinon

11



12 A. Nasli Bakir

Alors, . = (ayg, aq, ..., y, ..) € Ly et

|20 — @[l = o = al| > 1

Remarque Si X est de Hilbert séparable, alors X admet une base orthonor-

male dénombrable {¢,}, -, , et tout élément x de X s’écrit
+o0
r = Z AnPn
n=1
ou A, € C,n > 1. Or, pour un espace de Banach, on a la définition suivante

Définition 1.9. Une suite (x,,),, dans un epace de Banach X est dite base de Schauder

pour X si pour tout x € X, il existe une suite unique (o), dans C, telle que
—+o00
T=) T,
n=1

Exemple La base standard (e,),>; otte, = (0,0,...,1,0,0,..) est une base de

Schauder de I'espace ¢, 1 < p < oco.

Remarque On verra plus tard qu’il existe des espaces de Hilbert non sépa-

rables.

12



Chapitre 1 : Espaces de Banach

1.4 Exercices
Exercice 1.4.1.

a. Montrer que les applications suivantes de C" dans R, sont des normes
sur C" :
n

1 .
]xH E lze[")? (1 <p<o0); |zl = sup |zg| olta = (zy);_, €C"
1<k<n

N.B. Utiliser I'inégalité de Minkowski
Z (ar + bp)?)> < (Zaﬁ)%—l—(Zb@%; ag, by >0, p € [1,+o0]
k=1 k=1 k=1

b. Montrer que ces normes sont équivalentes dans C”.

Exercice 1.4.2.

Soit £ = C([a, b] ,R) I’espace des fonctions continues sur un intervalle com-
pact [a, b], (a < b) et a valeurs dans R. On le munit des applications suivantes
b

1l = [1F@ldE 1l = ([ FOF d* et [1f] = max [F@)], (f € B)

a<t<b
a

- Montrer que ces applications définissent des normes sur E.

- Montrer qu’il existe des constantes C;, C, > 0 telles que pour tout f € E :

11l < Cullflly < Cofl fll

- Ces normes sont-elles équivalentes sur £ ? ( Utiliser la suite ( f,,),>1 oit f,,(t) =

tn te0,1]).

Exercice 1.4.3.

13
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Considérons 1'espace vectoriel B(R,R) des fonctions bornées de R dans R.

On le munit de la norme ||.||  définie par

[flloe = sup [ ()]
r€R

- Montrer que (B(R,R), ||.||,) est un espace de Banach.
Soit F le sous-espace de B(R, R) formé des fonctions continues f telles que

lim f(z) = 0. Montrer que F est fermé dans B(R, R).

T—r+00
Exercice 1.4.4.

1. Soient (&, ||.||¢), (F, ||-|l ) deux espaces vectoriels normés. On suppose que
& est de dimension finie.

- Montrer que toute application linéaire de £ dans F est continue.

2. Soit K une fonction continue sur [0, 1] x [0, 1] . Considérons l'application

A:C([0,1],R) — C([0,1],R)

u — Au

ou

Au(r) = /K(x,y)u(y)dy, z € [0,1]

Montrer que A définit une application linéaire continue sur C([0, 1], R) muni de

la norme ||.||oc, et que [|A]| < || K], .

14



Chapitre 2

Espaces des applications linéaires

continues

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1. Une application linéaire T' : X — Y est continue en un point xy € X
si

Ve > 0,30 > 0/Ve € X : (||l — xolx <) = (||[Tx — Txolly < ¢)

.T : X — Y est dite continue si elle est continue en tout point z, € X.

Définition 2.2. Une application linéaire T : X — Y est dite bornée si
sup|[T|| < +o0
veX
Proposition 2.1. [2] Soit T' : X — Y une application linéaire. Les assertions suivantes
sont équivalentes
1. T est continu.
2. T est continu en un point quelconque de X.

3. T est borné.

15



16 A. Nasli Bakir

4. Jdc>0/Vx € X : [|[Tz| < c||z|

Définition 2.3. Soient X etY des espace vectoriels normés. On note L(X,Y') a l'espace

des applications linéaires continues de X dans'Y.

Théoreme 2.1. L'ensemble L(X,Y") est un espace vectoriel normé, avec la norme

ful = supl WO — e @)
w20 2l =
pour tout u € L(X,Y"), et I'on a dans ce cas
[u(@)I| < [l (2.2)

Preuve. Montrons d’abord que £(X,Y") est un espace vectoriel sur K.

i. Soient uy,us € L(X,Y).On a
(u1 + u2) () = wi () +ug(z), v € X

On vérifie facilement que u; + u; est linéaire, et de plus, on a pour tout z,z € X,

et en utilisant (2.2)

(w1 +uz) (@) = llua(z) +ua(2)| < [l (@)]] + [lua(2)]]

< [luallllz([[Juzlllz]

< (lwall + flualD [l
Ce qui montre que u; + uy est continue. D’ot1, (u1 + ug) € L(X,Y) et
Jur + ua| < [Jul + [Juz]| (2.3)

. L’élément neutre dans £(X,Y) est 'application nulle f = 0.
.Pour tous A € K, etu € L(X,Y), on pose

(Au)(x) = Au(z),x € X

16



Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

Alors, I'application Au est linéaire et continue, car pour tout z,z € X
1) (@)l = [Alllu(@)]| < [Alull]
D'ot, Au € L(X,Y), etde plus,ona:

[Aulf = sup [|(Au)(@)]| = [A] sup [[u(z)]]

llzll=1 lzll=1
Donc,

[[Aull = [Al[fu] (2.4)

on a donc défini une opération interne (+) et une autre externe (.) sur 'espace
L(X,Y). 1l est facile de montrer que (L(X,Y),+,.) est espace vectoriel sur K.
De plus, comme

lul| =0 u=0

est évidente, et en vertu des relations (2.3) et (2.4), il s’ensuit que 1’application
||.|| définie par (2.1) est une norme sur £L(X,Y), et que (£(X,Y),||.||) est donc un

espace vectoriel normé. <

De plus, siu € L(X,Y)etv € L(Y,Z) olt Z est un espace vectoriel normé,

alors pour tout z,z € X :
[(vou)(@)[| = [lv(u(@))]] < [lollllu(@)]] < [lvll|ull]l=|
car u et v sont continues. Par suite,

(v o w)l] < flvll{lul] (2.5)

Soit (A, ), une suite d’éléments de L(X,Y), etsoit A € L(X,Y).

Définition 2.4. La suite (A,), est dite simplement convergente vers A, si

Vere X: lim A,x = Ax

n—-+o00

17
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Définition 2.5. (A,,), est dite uniformément convergente vers A si :
lim [|A, —A| =0
n—+oo
La norme étant définie au sens de celle de £(X,Y).

Proposition 2.2. Si (A,),, converge uniformément vers A dans L(X,Y), alors (Ay)y

converge simplement vers A.
Preuve. Pour tout z,z € X :
1A — Az = [[(An = Az < A = Affflz]| = 0, (n = +o0)
<

Proposition 2.3. Soient (X, ||.||1) et (Y,||.||2) des espaces vectoriels normés. Si 'Y est

de Banach, alors L(X,Y') I'est également.

Preuve. Soit (A,,),, une suite de Cauchy dans £(X,Y). Alors,
Ve >0,3N, e N/Vnom e N:n> NgAm > Ny = [|A, — A < e
Soit z € X fixé. On a pour tous n,m € N;n > Ny Am > Ny :
[An(2) = Am(2)[| < [[An — Amll[[z]| = 0, (n — +00)

Ce qui montre que la suite A, (z) est de Cauchy dans Y pour tout = dans X.

Comme Y est complet, A, (z) converge dans Y pour tout 2 € X. Soit donc

Az = lim A,(z),z € X

n——+o0o

Soient maintenant z,y € X etsoit A € K. On a
AQz +y) = lim A,(Ar+y) = lim Az + Any)

= Alim A,z + lim A,y
n—-+00

n——+o0o

= Mz + Ay

18



Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

et A est donc linéaire. De plus, par le critére de Cauchy;, il existe N, tel que :
n>NoAm>Ny= ||A, — A, <e
D’ou, pour tous n,m € N/n > Ny Am > N,
[4n(2) = Am ()] < || (2.6)
et donc pour tout z € X :
[Am (@) < [An(@) | +ellzll < ([ Anll + ) lz]] (27)
Fixons n et faisons tendre m vers +oo dans , on obtiendra

[Az] < (| Anz + &) ]

et A est donc continue car A,, est bornée, n > 1. Par conséquent, A € L(X,Y).

Montrons maintenant que lim A, = A. Soit n > Nj fixé, et soit x € X fixé. On

n——+oo

fait tendre m vers +o0o dans (2.6)), on aura
|Az — Apz|| < el|x

Donc,

A=Al <e

(c.q.f.d) «

2.2 Suite bornée d’applications linéaires continues

Rappel. Soit X un espace vectoriel normé. Une partie A de X est dite bornée

si A est contenue dans une boule, i.e., ’ensemble
=],z € X}
est majoré. On a donc le résultat suivant

19
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Théoreme 2.2. Soit (X, ||.||1) un espace vectoriel normé, et soit E une partie dense
dans X. Soit (Y, ||.||2) un espace de Banach. Si (A,,), est une suite bornée dans L(X,Y'),
convergeant simplement sur E, alors (A,,),, converge simplement sur X vers un unique

opérateur A € L(X,Y).

Preuve. Soit M > 0 tel que ||A,| < M,n € N. Soit ¢ > 0. L'ensemble E étant

dense dans X. Alors,

£
X, 3 E:|r—vy| <— 2.
Vee X,y e E: o -yl < 557 (2.8)
De plus, la suite (A,,(x)),, converge pour tout x € E. D’ou,
IN, € N/Vn,m > Ny : || Ay — Ayl < % (2.9)

Des inégalités (2.8)et (2.9), on obtiendra pour tous € X, n,m > Ny que

HAnx - Amx” S HAW'E - AnyH + HAny - AmyH + ||Amy - Amx”

IA

€
HAalllle =yl + 3 + [ Amlllle —yll =<

La suite (A,z), est alors de Cauchy dans Y, pour tout z € X. Elle est donc

convergente dans 1’'espace complet Y. Soit donc

Az = lim A,(z),z € X

n——+oo

Montrons que A € L(X,Y).
i. Soient z,y € X etsoit A € K. On a

AAz +y) = nl_i}rilooAn()\x +y) = lim (M,z+ A,y)

n—+oo

= A lim A,z + lim A,y
n—-+o0o

n—-4o0o

= Mz + Ay
A est donc linéaire. De plus, pour tout v € X :
[Anz| < Mllz]l,n € N

20



Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

D’ou, et en passant a la limite quand n — +o00, on aura pour tout v € X :
[Az| < M|z

et A est donc continue. <

2.3 Dual topologique

Définition 2.6. Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual de X, et on le note
X', I'espace des formes linéaires continues sur X, i.e., 'espace des applications linéaires

continues de X dans C.
On a donc
X'=L(X,C)={f: X — C, f linéaire et continue }

D’apres les résultats précédents, X' est un espace vectoriel normé sur C, avec

la norme
l = sup ) = g Juga)]
0 |zl je)=1

De plus, et par la Proposition (2.3), X’ est un espace de Banach.

Exemples Le résultat suivant discutera les duals des espaces ¢, (1 < p < 00)

définis dans le paragraphe précédent. On a donc

Théoreme 2.3. Soit f € (,, (1 < p < oo). Alors, il existe un vecteur unique n =
(N1, M2y -y Mk, --) dans £, avec % + % =1,(q = oo quand p = 1) tel que pour tout

r = (T1,%2,..,Tk,..) € lp,ona:
+oo
flx) = Zxknk (2.10)
k=0

De plus, || f]| = |nll et n = (f(ex))i2y ot (ex)i2S est la base standard de (,,.
Inversement, pour tout n = (n;,){2y € £, la relation définit une forme linéaire

21



22 A. Nasli Bakir
fedl,.
Autrement dit, (!, = {, pour 1 < p < oo et % + é = 1.

Preuve. D’abord, on fait la preuve pour p = 1.
Soit donc f € ¢}, et soit n, = f(ex),k > 1. Donc, n, € C, k > 1. Pour

x = (r1, %2, .., Ty, ..) € {1, on obtient :
+00 +o0o +oo
f(x) = f(z Trey) = Zl“kf(ek) = Z TNk
k=0 k=0 k=0

etn = ()23 € ly car

[nlloc = suplzwm| < [| ] (2.11)
k>1
De méme, on a
+oo +o00
1f @) <D lewne] < lnllee D 2xl = Inllooll ]l (2.12)
k=0 k=0
D’ou,
A1 < Il (2.13)

De @IT)et (Z13), on obtient que | ]| = 1]

L'unicité. S’il existe 8 = (8k)72; € {x tel que

+o0
@) =" |zB|
k=0

pour tout x = ()25 € ¢4, alors f(e;) = 85,7 > 1.D’ou, n = S.
L'inverse. L'inégalité (2.12) implique que la forme linéaire f définie par (2.10)
est un élément de ;. |

Remarque Le Théoréme 2.3 montre que l'espace £ est identifié a 'espace /,

dans le sens qu’il existe un isomorphisme isométrique I : ¢, — (, défini par

I(f) = (f(ex))i2] pourtout f € £).
“+o00o
Pourn = (m)iZi € fy: 17 =g € 6, 0t g(z) = X @i

Pour p > 1, on a besoin aux Lemmes suivants :
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Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

Lemme 2.1. (Inégalité de Young) Soient p, q € [1,+o0| tels que % + % =1, et soient
a,b>0. Alors :

1 1
ab < —aP + —b?
p q

Preuve. La fonction = — exp(z) étant convexe. Donc, pour tous 0 < ¢ < 1 et
z,y € R:
eIy < te 4 (1 —t)eY

En prenant z,y tels que z = plna,y = ¢lnbett = %, on aura le résultat. <«

On adopte les regles de calcul dans R, ou
z X (+00) = (+00) X z = (+00), (0 < z < +00) (2.14)

et

0 x (+00) = (+00) x0=0 (2.15)

on a alors:

Corollaire 2.1. (Inégalité de Holder) Soient (a;)!", et (b;)?_, des familles de nombres

5 L 1 1 _ .
réels positifs. Alors, pour tous p, q avec s+, =letl<p<+oo:

n

Preuve. Posons A = (f} ak)% et B =% bi)% On applique le Lemme 2.1

k=1 k=1
pour z = %’“, ety = %,pour tout1 < k <n,onaura:
" apb 18 a1 by
P D IE !
k=1 D= q k=
Donc,
Zakbk < AB
k=1
<
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Corollaire 2.2. (Inégalité de Minkowski) Pour toutes familles (a;)}_, et (b;)}—, dans
Ry ,ettoutp>1,ona:

Ms
§
+
;S“
‘B\H
IA
M

i M:
’ﬁ\*—‘

Preuve. Pour p = 1, c’est I'inégalité triangulaire pour la norme ||.||;.
Pour p > 1, on pose ¢ = 5, et on applique I'inégalité de Holder sur a; et

(a + b)P~! d’un coté, et sur by et (ay, + by)P~! d’autre cOté, puis on additionne :

Z ar + bk = Z[ak(ak + bk)pil + bk(ak + bk>p71}
k=1 k=1
S Z %Zak—l—bkpl q_|_Z %Zak—Fbkplﬁ
k=1 k=1 k=1 k=1
< (S0 + IS+ b0

k=1

YN . 1 _ 1 _ — .
D’ou, et du fait que s =1— et (p — 1)g = p, on conclut que :

(O (ax 4+ b)P) =070 < (S al)v + (Db
k=1 k=1

k=1

Remarques 1. Pour p = ¢ = 2, I'inégalité de Holder coincide avec I'inégalité

de Cauchy-Schwarz

mh—t
I\J\»—‘

> achs < (L b))

k=1 k=1

2. Vu les regles de calcul(2.14) et (2.15), et par le principe de prolongement
des identités, les résultats précédents demeurent vraies pour £ € I avec I un
ensemble dénombrable et infini.
3.Six = (vx)ker et y = (yYx)rer sont deux vecteurs dans ¢, alors 1'inégalité de
Minkowski s’écrit :

12+ yllp < l2llp + [lyll
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Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

et comme ||A\z||, = |A||z|,, A € C, alors, les espaces ¢, sont des sous-espaces

vectoriels de F(/, C), et que ||.|| définit une norme sur ¢,, 1 < p < 4o0.
4. De méme, l'inégalité de Holder s'écrit pour p, g avec | + . =1
lzylly < llzllpllyllq

Revenons maintenant a la preuve du Théoreme 2.3 pour p > 1 :

Par l'inégalité de Holder, il en résulte que :

|f(@)] < Mlzlpllnllg
Soit n = ()i = (f(ex));23. Alors,
“+00 “+00
flz) = Z TNk = Z v f(er)
k=1 k=1
Soit n € N,n > 1. Choisissons h = (hy),>1 € £, comme suit

|9 tsign(y), 1<k<n
07 k? >n

hi, =

ot sign(\) = ﬁ, A€ C,\#0etsign(0) =0.Pour1 <k <n,onaura:

Nl = [Me|? = [he|?
et donc
2], = (O [mk]?)>
k=1
et
J(h) =" el
k=1

Or, comme f est continue sur ¢, :

IA

PRI i

D’ot,

=

D 1l < LA Il
k=1 k=1
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Il s’ensuit que
= 1
(O Inel)s < 11
k=1
Le., [[nlly < If]l- Do, n & £,

Inversement, si 77 = (1;);>] est un élément dans ¢,, on définit f € ¢, par

(2.10), pour tout z = (x4);25 € £,.

Par I'inégalité de Holder, on aura pour tout x € £, :

(@) < <ki |nk|q>é<ki )% = Il ]l

ce qui montre que [f]| < [l

Comme 7y, = f(ey), il s’ensuit de ce qui précede que ||5||, < || f]]. <

Corollaire 2.3. Les espaces ¢, (1 < p < +00) sont complets.

Preuve. Pour 1 < p < 400 : Conséquence directe du Théoreme 2.3 et la
Proposition 2.3.
Pour p = 1 : L'espace /; est le dual du sous-espace C, de 'espace /.., constitué

des suites complexes qui convergent vers 0. (Voir TD, Exercice 2.5.2) <

Remarque (Tres importante) Le Théoréme 2.3 n’est pas valable pour p = oo,

sinon ¢a va contredire le résultat suivant que I'on démontrera ultérieurement

Théoreme 2.4. Soit X un espace vectoriel normé. Si X' est séparable, alors X est aussi

séparable.

En effet, 'espace /, n’est pas séparable, (Paragraphe 1.3, Exemple 2).
Autrement dit, (] = (. et 0, # (.

2.4 Espaces L,({2)

Définition 2.7. Soit 2 un ensemble mesurable de R", et soit 1 < p < +00. On pose
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Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

L,(Q) ={f: Q — R mesurable telle que [ |f(x)Pdx < 400}
Q
De méme,
Loo(Q2) = {f : Q@ — R mesurable telle que sup| f(x)|P < +o0}
€N

On munit ces espaces des normes |||, et ||.||c OU
1l = ([ 1f@)Pdn), £ €, (2.16)
Q

et

||f||oo = Slelg|f(x)|7f €l (217)

Proposition 2.4. L,(Q2) est espace vectoriel pour tout p, 1 < p < +o0.

Preuve. 1. La preuve est évidente pour p = 1 et p = 0.

2.5Si (1 < p < +00):Pourtous a,b > 0,ona (a+b)? <2?(a? + b*), D'ou,

[(f +9)@)I" < ([f (@) + lg(=)])? < 2°(f (@) " + |g(2)]P)

D'ot, (f + g) € L,(f2). D’autre part, on a

1F+al < [17+ g+l < [ 17+ gl 171+ [1F + g lg]
Q Q Q

Or, [f +g["™" € Ly(Q), ott ; + ; = 1. Dong, et par l'inégalité de Holder, on
obtiendra
L +gllp < 1f + a5~ (s + llgllp)
Finalement
1f =+ glly < [[f1lp + llglls
<

Proposition 2.5. L'espace L,(2), 1 < p < oo est normé avec les normes et
citées ci-dessus.
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Pour la preuve, on utilise directement les inégalités de Holder et de Min-

kowski dans L,(2) comme suit

Lemme 2.2. Soient p, q € [1,+00] tels que %—l—% =1, et soient f € L,(Q), g € L,(Q).
Alors, fg € L1(Q),etl'ona

gl < £1lnllgllq

Lemme 2.3. Soient p, q € [1,+oc] tels que | + . = 1, et soient f,g € L,(Q). Alors,
f+geL,(Q),etl'ona

1+ gllp < [1f1lp + llglls

On a donc le résultat suivant

Théoreme 2.5. Pour tout F' € (L,(Q2))', 1 < p < +oo0, il correspond g € L,(Q)

unique avec % + % =1,et q= +oosip=1,tel que

F(f) = F(f) = [ fgtat (218)

pour tout f € L,(2). De plus, |F|| = ||g||,-
Inversement, si g € L,(2), la forme linéaire F' définie par est un élément de
(Lp(8))".

Preuve. Soit f € L,(12). Par I'inégalité de Holder,
[FOI < 1l llglly
La forme linéaire F' est donc continue et
1Ell < llgllq (2.19)
On peut vérifier que pour

f=lglae 99 e L,(Q)
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Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

ona

lglla < 1 £l (2.20)

De (2.19) et (2.20),
IEN = llgllq

Comme dans le Théoreme 2.3, I'application g — F;, de L,(Q2) dans (L,(Q2))’, et

définie par (2.18) est un isomorphisme isométrique. <
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2.5 Exercices

Exercice 2.5.1.

a. Soit X un espace vectoriel normé sur C, et soit f une forme linéaire sur
X. Montrer que f est identiquement nulle ou surjective.
b. Montrer que si f et g sont deux formes linéaires non nulles sur X, alors

(ker f = ker g) si et seulement s’il existe A € C, X # 0 tel que g = \f.

Exercice 2.5.2.

Considérons les espaces vectoriels normés
+o0
l = {x = (Zn)n CC: ) zn| < —i—oo}
n=1
et

loo == {x = (2y)n>1 C C:sup|z,| < —i—oo}

n>1

munis des normes ||.||; et |||l ot
+oo
[zlly = 2 |on| et [lz]l = sup |zn|, 2 = (z,), CC
n=1 n>1

respectivement. On note C; le sous-espace de /., constitué des suites qui convergent

vers 0, et P 'ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang, i.e.

Co = {:U:(xn)ncﬁoo: 1_131 xnzo}
P = {x=(2x,), CC,INgeN/Vn> Ny:z, =0}

1. Vérifier les inclusions P C ¢; C Cy C V.
2. Comparer sur ¢; la norme ||.||, avec la restriction de ||z||  de { & ¢;.
3. Montrer que P est une partie dense de (¢4, ||.||,)-

4. Montrer que P est une partie dense de (Co, ||| )-
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Chapitre 2 : Espaces des applications linéaires continues

5. Montrer que P n’est pas une partie dense de (/w, ||| ). (Utiliser la suite
constante z, = 1,n > 1)
6. Montrer que 1'application ®: C(I) — {, définie par f — ®(f) = (f(ex))r>

1, sin=k
ol €, = (Onk)k>1, Onk = est un isomprphisme isométrique. Que
0, sin#k

peut-on déduire pour l'espace ¢, ?

Exercice 2.5.3.

(K %) a. Soit 2 un sous-ensemble de R" dont la mesure de Lebesgue est

finie, i.e. ;1(2) < 400, et soit pour tout p,1 < p < 400, 'espace vectoriel normé

L,(Q) = {f Q—>R,/|f(x)|pdx< —1—00}
QO
et L (£2) se note a 'espace des fonctions essentiellement bornées sur (2 , i.e.
Lo () = {f Q— Rsup|f(z)| < +oo}
z€eQ

munis des normes ||pr = (f|f(a:)\pda:)%, (1 <p< +o0)et|., =supl|f(z)
Q €N
respectivement.

- Montrer que L, (2) C L, (12) si ¢ < p. En particulier,ona pour1 < p <2 <

Lo () C Ly (Q) C Lo () C L, () C Ly (2)

(%) b. Soit £ = L, ([0,1]), (1 < p < +00), et soit l'application A: E — E,
u— Au ou

Au(z) = zu(z), z € [0,1]

Montrer que A € L(E), puis donner un majorant de sa norme.

31



Chapitre 3

Complétion d’un espace métrique et

d’un espace vectoriel normé

3.1 Complétion d’un espace métrique

Définition 3.1. (Rappel) Une suite (x,,), d'un espace métrique (E,d) est dite de
Cauchy si

Ve >0,AN =N(e) e N/Vnym eN: (n>NAM >n) = (d(z,, z,) <€)
Définition 3.2. Si toute suite de Cauchy dans un espace métrique (E, d) est conver-

gente dans E, 'espace E est dit complet.

Définition 3.3. Un espace métrique complet (F,¢) est dit complété d'un autre espace
métrique (E,d), si :

a. B CF.

b. E est partout dense dans F, i.e., E = F.

Exemple. L'espace des nombres réels (R, |.|) est le complété de 1’espace mé-

trique (Q, |.|) des nombres rationnels.

On a donc le résultat suivant
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Chapitre 3 : Complétion d’un espace métrique

Théoreme 3.1. Tout espace métrique (E,d) admet un complété (F,0) unique a une
isométrie pres, i.e., s'il existe deux espaces métriques (F,d1) et (Fs, o) complétés de

(E,d), alors (F\,6,) est isométrique a (Fy, 05).

Preuve. Commencons par l'unicité. Cherchons une isométrie ¢ : F; — F
telle que :

1. p(z) =2,z € E.

2. Six* = ¢(a*) et y** = (y*), alors 61 (z*,y*) = do(a**, y**), pour tous

x5yt e By, o™yt e k.

Soit z* € Fj. Alors, par définition du complété, 3(z,,), C E : limnx_;:Lozo z*. Or,
(xn) C F, aussi. Comme F; est complet, (z,) converge aussi dans F, vers un
élément z**. Posons ¢(z*) = 2**. Alors, ¢ est une isométrie de F; dans F». En
effet, par construction, ¢(z) = z,x € E. D’autre part, soit (z,,) — 2* dans F}, et
(x,) — x** dans Fy, et soit (y,) — y* dans F}, et (y,) — y** dans F,. Comme la
distance est une fonction continue, on aura

Si(z*,y") = lim 6y (xp, y,) = ngrfood(xn,yn)

n—-+o0o
De méme,

oz, y™) = lm do(zp,ys) = lim d(x,,ys)

n=+oo n=+oco
Par suite,

1 (2", y") = oo™, y™)
et ¢ est donc une isométrie de F; dans F;. [

L’existence. Rappelons d’abord la notion d’équivalence des suites :

Définition 3.4. Deux suites de Cauchy (z,,),) et (Yn)n) d'un espace métrique (E, d)

sont dites équivalentes, et I'on note () =~ (Yn)n Si 1_15{1 d(2pn,yn) = 0.
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Par définition, il est clair que la notion d’équivalence est justifiée. Il en résulte
que toutes les suites de Cauchy qu’on peut former avec les points de E sont

partagées en classes d’équivalences.

- Construisons maintenant notre espace (F, ).
Admettons comme points de F| toutes les classes des suites de Cauchy équiva-

lentes, i.e.,

F = {[z.], (zn)n C E}

[zn] = {(&})n C E: (27)n = (zn)n}
Et on définit sur F' la distance ¢ entre deux éléments =* = [z,,], y* = [y,| de I’
ol (), (Yn)n C E comme suit :
Choisissons dans chacune des classes [z,|,y = [y,] un représentant, i.e., une

suite de Cauchy. Soient (), (. ). ces suites respectivement. Posons

5(x’myn) = lim d(Imyn)

n—+oo
et montrons que cette définition est correcte, c-a-d, que la suite existe et qu’elle
ne dépend pas du choix de (z,), € z* et de (y,), € y*. Soient (z,,)n, (yn)n deux

suites de Cauchy dans . En vertu de I'inégalité
|d(@n, yn) = d(Zm, ym)| < d(@n; ) + d(Yns Ym) (3.1)
Ona:

||d(xna yn) - d(ffm,ym” <é€

pour tout ¢ > 0 et tous n,m € N/n,m > Nj.
Ainsi, la suite réelle s,, = d(xz,,y,) est de Cauchy. Elle est donc convergente, et
sa limite 1_131 s, ne dépend pas du choix de (z,,),, € z* etde (y,), € y*. En effet,

n

soient (), (],), € z* et de (yn)n, (yv,,)n € y*. Un calcul analogue a (3.1) donne

d(xy, yn) — d(z),, yy,)| < d(zy, 27,) + d(Yn, Yy,)
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Chapitre 3 : Complétion d’un espace métrique

Comme (), =~ (2,)n €t (Yn)n =~ (y,)n, on en déduit que

lim d(z,,y,) = lim d(z,,y.)

n—-+00 n—-+00
L]

- Montrons maintenant que ¢ est une distance sur F':

1. Pour tous z*,y* € F':

0" y") =0=d(@n,Yn) = (Tn)n = Wn)n = 2" =y~

2. 6(z*,y*) = 0(y*, "), 2", y* € F.
3. Comme l'inégalité triangulaire est vérifiée dans £, on aura pour tous

(n), (Yn), (2,) dans E :
d<xn> Zn) < d(xm yn) + d(ynv Zn)
En passant a la limite, on obtiendra

lim d(z,,2,) < lim d(z,,y,) + 1_15{1 d(Yn, 2n)

n=y+o0 oo
D’ou,
S(x*, 2%) < o(z*,y") + 0(y", 2%)
O

- I/ peut étre considéré comme un sous-espace de F' : Soit x € E. Il corres-
pond a z une classe d’équivalence [z,| de suites de Cauchy équivalentes qui
est 'ensemble des suites convergeant vers z. Cette classe n’est pas vide, car
xr, = x,n > 1 appartient a cette classe. D’oul, si # = ETOOSE“ ety = lim y,,

n n—-+o0o

alors :

d(:E, y) = nl_iﬁ_lood(xm yn)
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Dong, I'application ¢ : z — 2* olt * = [x,,], est isométrique de £ dans F, et est
injective car si x # y, on a clairement () = 2* # ¥(y) = y* ( Une suite qui
converge vers = ne peut pas converger vers y car  # y ). Donc, on peut, par ¢,

identifier £ avec ¢/(E) C F avec lequel il est en bijection. O

- E est partout dense dans F':
Soit z* € F, et soit ¢ > 0. choisissons une suite de Cauchy (z,), représentant de

z*. Soit Ny € N tel que d(z,, z,,) < € pour tous n, m > Ny. On a donc

d(zp,2") = mliqumd(xn, Tm) <€

pour tout n > Nj.(en fixant n et faisant tendre m vers +o0). Par conséquent,

E=F. O

- Reste a montrer que F' est complet :

*

Soit (27, z7, .., 2, ..) une suite de Cauchy dans F. Comme FE est dense dans F/, il
existe une suite équivalente (x4, zs, .., Z,, ..) dans E. On peut prendre (z,) dans
E telle que 6(z,,2}) < . La suite ainsi définie est de Cauchy dans E, et par
définition, elle converge vers un point z* € F, z* est 'élément défini par la suite

(xn)n elle méme. Mais alors, la suite (), converge aussi vers z*, car

1
Oz, x*) <d(xl,x,) +d(wn, ") < —+& =¢,(n> Ny, e >0)
n

3.2 Complété d'un espace vectoriel normé

Théoreme 3.2. [8] Soit (E, ||.||g) un espace vectoriel normé sur C, et soit d la distance
associée a sa norme, i.e., d(z,y) = ||z — y||, v,y € E. Soit (F,¢) l'espace métrigue
complété de (E,d). Alors, il existe sur F, une structure unique d’espace vectoriel sur

C, et une norme ||.||r, telle que ||z* — y*||r = 6(x*,y*), *,y* € F.
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De plus, (E, ||.||)g) est partout dense dans l'espace de Banach (F, ||.||)r).

Définition 3.5. L'espace de Banach (F', ||.||) ) ainsi défini, est dit complété de I'espace

vectoriel normé (E. ||.||) k).

Exemples. 1. L'espace de Banach complété de l'espace E = C([0, 1], R) muni
de la norme || f|l, = (fy ]f(t)\pdt)%, 1 < p < +oo est I'espace de Lebesgue F' =

L,([0,1],R). Ici, I'espace E est un sous-espace de F' au sens de 'application

E :C([O’ 1]7R) > [ [f] €= LP([()? 1]’R)

[fl={9€ F=L,[0,1,R): f ~g,ie., f —g=0p.p.sur[0,1]}

2. Soit Cy(R) = {f : R — R une fonction continue telle que ml—i>r£oo f(t) =0},
et soit X (R) I'espace des fonctions continues sur R, a support compact K i.e.,
K(R) = {f : R — R continue telle que 3K C R compact: f(t) =0,Vt ¢ K}.
Alors, Cy(R) est le complété de K(R) pour la norme uniforme. (TD, Exercice

3.3.1).
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3.3 Exercices

Exercice 3.3.1.

On note Cy(R) l'espace vectoriel réel des fonctions continues f de R dans
R et telles que | ‘lim f(t) =0, etnote IC(R) "espace des fonctions continues sur
t|—-+o0

R a support compact, i.e.
K(R) ={f: R — R continue / 3K CR compact : f(t) =0, pour toutt, t ¢ K}

Notre but est de montrer que Cy(R) est le complété de K(R) pour la norme

uniforme.

Partie I.

1. Montrer que K(R) C Cy(R).

2. Montrer que Co(R) € B(R,R) (B(R,R) : L'espace vectoriel des fonctions
bornées sur R).

3. Montrer que Cy(R) est fermé dans l'espace B(RR,R), i.e., montrer que si
(fn)n est une suite dans Cy(R) qui converge uniformément vers f € B(R,R),
alors f € Cy(R).

4. En déduire que Cy(R) est un espace de Banach. (Utiliser le fait que B(R, R)

est un espace de Banach pour la norme uniforme).

Partie II. Soit f € Cy(R). Considérons les fonctions

©n = max(f, 711)’ n, = max(—f, 711) et fo=¢n—Un, (n>1)

1. Compléter le tableau suivant

n(t) Un(t) fn(t) £ (t) = falt]
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2. Déduire du tableau que 1_131 |f — full = 0.
3. Montrer que f,, € K(R), (n > 1). (Utiliser le tableau ).
4. En déduire de II.1 et I1.2 que K(RR) est partout dense dans Cy(RR).

Partie III. Déduire de tout ce qui précede que Cy(R) est le complété de KL(R)

pour la norme uniforme.
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Théoremes fondamentaux de

I’anaylse fonctionnelle

41 Théoreme de Riesz

U

Théoreme 4.1. Soit X un espace vectoriel normé. La boule unité fermée de X est

compacte si et seulement si X est de dimension finie.

Preuve. (<) Si X est de dimension finie, alors la boule B(O, 1) est compacte

(Propriété de Borel-Heine).

Remarque Si dim X = +o0, la propriété précédente n’est pas vraie. En effet,
Si X = R[X] avec la norme || P|| = ma>g|ai| ou P =Y ;X" € X, alors, la boule
1geq k=1

B(0,1) est fermée et bornée. Or, la suite (X"),, de X vérifie

A(X", X™) = [ X"~ X" = Ln #m 41)

1. Frigyes Riesz, mathématicien hongrois, 1880-1956, l'un des fondateurs de 1’analyse fonc-

tionnelle.
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Chapitre 4 : Théoréemes fondamentaux

Dong, elle n’est pas de Cauchy pour n’importe quels entiers n, m. Elle n’ad-
met donc aucune sous-suite convergente car tous les termes de la suite vérifient

I'égalité (4.1) . Par conséquent, la boule B(O, 1) n’est pas compacte dans X.

((=) ) Comme B(O,1) est compacte, il existe a1, as, .., a,, dans B(O, 1) tels

que
1

5)

Notons V 'espace vectoriel engendré par (a;), , et montrons que V = X.

E(O’ 1) = 1<Lz‘J<nB(ai’

Par 'absurde, on suppose qu'il existe b € X tel que b ¢ V. L'espace V étant

fermé, donc

d(b,V) =6 >0 4.2)
Il existe donc c € V tel que
s<lb—dl <
2
Soit u = ||Z:§||' Il existe j,1 < j < ntel que ||u — a;]| < 5 caru € B(O, 1).

D’autre part,
b=cH+[lb=clu=c+lb—cla; + b —cf|(u = a;)

ol, ¢+ [[b—c|la; € Vet
30
1 = ellllu —aj] < -
Ce qui implique que d(b, V) < 2. Contradiction avec (4.2) <

Exemple Dans l'espace vectoriel £ = C%([0,27],C) muni de la norme ||.||w

N

ou
[fllee = sup [f()].f € E
0<t<27m

on considere la suite (f,),>o définie par
fult) = €™ n>0,te|0,2n]
Montrons que E est dimension infinie.
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Solution. La suite (f,),>0 ainsi est un élément de la boule unité fermée

B(0,1), et vérifie
|fn(t) - fm(t>|2 = |emt - 6imt|2 =2- 2COS(n - m)t

D’ou,

1= Folloe = 505 [£u(t) = fn(®)] = sup /(2= 2cos(n —m)t =2

Ce qui montre que la suite (f,),>0 n"admet donc aucune une suite extraire
convergente. Par conséquent, la boule B(O, 1) n’est pas compacte dans E. Par

le T"éoréme de Riesz, I'espace E est de dimension infinie.
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4.2 Théoreme de Hahn-Banach

Le Théoreme de Hahn-Banach [4, S]H est 'un des grands résultats fonda-

mentaux de I’analyse mathématique.

Théoreme 4.2. [5]] Soit X un espace vectoriel normé, et soit M un sous-espace vectoriel
de X. Si f est une forme linéaire continue sur M, alors, il existe un prolongement de f

en une forme linéaire f continue sur tout X et telle que || f|| = || f]|.
Pour la preuve, on a besoin des résultats préliminaires suivants

Définition 4.1. Un ensemble E est dit partiellement ordonné s’il existe une relation
binaire < définie sur E x E telle que :
L. VreFE:x=<zx

ii. Ve,x,z€ E: (2 yANy=2)=(x X 2)

Définition 4.2. Soit F' C E un ensemble ordonné. Un élément x € E est dit majorant

de F si pour touty € Fonay = x.

Définition 4.3. f est dit totalement ordonné si pour tous x,y € F,onaz < you

y .

Définition 4.4. Un élément m € E est dit élément maximal de E si pour tout x € E

tel que m =< x, on a nécessairement x = m.
Enfin,

Définition 4.5. E est dit inductif, si tout sous-ensemble totalement ordonné de E

admet un majorant.

2. Hans Hahn, 1879-1934, est un mathématicien et philosophe autrichien qui a apporté de
nombreuses contributions a 1’analyse fonctionnelle, la topologie, la théorie des ensembles et le

calcul des variations.
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Exemple Soit S un ensemble non vide, et soit £ = Z(S), I'ensemble de

toutes les parties de S. Soit la relation binaire :
VA, Be E:A<BsiACB

Alors, I est partout ordonné respectivement a la relation <. Si F' C E, alors
U_A est un majorant de F.

ACF

On a donc le résultat suivant

Lemme 4.1. (Lemme de Zorn) [6] Tout ensemble non vide, partiellement ordonné et

inductif, admet un élément maximal.

4.2.1 Forme analytique du Théoréme de Hahn-Banach

On a encore besoin de la version plus générale du Théoréme de Hahn-Banach

dite forme analytique

Théoreme 4.3. Soit X un espace vectoriel normé sur R ou C, et soit p : X — R telle
que :

1 pz+y) <p)+ply), zyeX

2. plax) < l|alp(z), aeCzrxeX
Supposons que f est une forme linéaire sur un sous-espace vectoriel M de X dominée

parp, i.e.,
[f(2)] < p(z),x € M
alors, f peut étre prolongée a une forme linéaire f définie sur tout X et dominée par p.

Preuve. Soit £/ 'ensemble de toutes les formes linéaires g telles que le do-

maine D(g) de g est inclus dans X, avec f = g sur M, et

lg(z)| < p(x),z € D(g)
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ie.,

E ={g:D(g9) C X = R, D(g) est un sous-espace vectoriel de E, g linéaire,
M C D(g), g prolonge f et g(x) < p(z),x € D(9)}

Il est clair que E # () car f € E.

FE est muni de la relation d’ordre

(91 = 92) © D(g1) C D(g2) et go prolonge g;

L’idée c’est de montrer, en utilisant le Lemme de Zorn, que E admet un élément
maximal qui est défini sur X, .

Soit J C E un ensemble totalement ordonné, et soit H une forme linéaire définie

par
D(H) = U D(g) et H(z)=g(x)ze D(g)

Comme J est totalement ordonné, H € E car D(H) C X, et H est linéaire de

D(H) dans R ou C. De plus,
Hjy = fet f(z) <p(z), xe€ DH)

et H est un majorant de J. D’aprés le Lemme 4.1 de Zorn, J admet un élément
maximal, on le note f. Reste & montrer que D(f) = X.

-~

Par I’absurde, supposons qu'il existe x € X tel que x ¢ D(f). Soit

~

X, ={z} ® D(f)

On doit montrer qu’il existe une extension g € £ de f sur X;. Ce qui va contre-

dire la maximalité de f.

Il est clair qu’on doit définir g sur X, par

~

jlaz +2) = ag(x) + f(2), =€ D(f) (4.3)
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avec g(z) est choisi de fagon que

~

lg(azx + 2)| < plax+2), z€ D(f)

Pour déterminer g(z, ) on suppose d’abord que K = R.

Si (4.4) est vérifiée, alors on a en particulier

~

9(z +2)| <plx+2), ze€D(f)

et

~

g(—r—y) <p(-r—y) =pr+vy), ye€ D)

Dot et de (4.3), et (4.6), on obtiendra que

~ -~

g(x) <p(xr+2) = f(2), zeD(f)

et

~ ~

g(xr) > —p(z +2) = fly), yeD(f)

Il est facile de vérifier que

o~ o~ ~

plx+2)— f(2) > —plr+y)— fly), y,z€ D(f)

D’ot, si on pose
4(w) = inf{p(x + 2) — (=), = € D()}
alors, (4.5) et (4.6) sont vérifiées. Cependant, on aura :

-~

glax +z) <plar+2), =€ D(f)

En effet, supposons que o > 0. implique que

glax +z) = ag(z + 2) < ap(z + 2) =plax+2z), ze€ D(

et si o < 0, alors (4.6) implique que

~ N z z
glax +2) = —ag(—r — E) < —ap(—x — &) = plaz + 2),

46
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et pour a = 0,

~

§(z) = f(2) <p(2). 2 €D(f)
Finalement, implique (4.4), car

—glar+2) =g(—ax — 2) < p(—ax — 2z) = plax + 2), z€ D(f)

En résumé, on a construit une forme linéaire g € E telle que f =< g, mais f #4.
ce qui contredit le fait que f est maximal. D’ot, D(f) = X.

SiK = C. On écrit f(z) = Ref(z) +ilmf(z), =& M.Comme
Imf(z) = —Ref(iz)

on aura que

f(2) = Ref(z) —iRef(iz), z€ M (4.10)

Soit X, un espace vectoriel sur R. Ref est une forme linéaire sur M, ou M est

considéré comme un sous-espace vectoriel de X,. De plus,
[Ref(2) < 1f(2) <p(2), zeM

D’oui; et par le résultat précédent pour le cas ou K = R, il existe une extension

g de Ref sur tout X, telle que
9(z) <p(z), zeX,
Par , on définit f sur X par
f(x) = §lx) — iglix)

g est un prolongement linéaire de f sur tout X.

En écrivant
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on aura

~

(@)= f(e™"z) = Ref(e™"x) = G(e™"x) < p(e™"x) = p(x)

Preuve du Théoréme 4.2. On pose
p: X =R tellequep(z)=|flz|, ze€X

et on applique le Théoreme 4.3 sur f et p. <

4.2.2 Applications du Théoréme de Hahn-Banach

Théoreme 4.4. Soit M un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel normé X et soit

xo € X tel que d(xo, M) > 0. Alors, il existe f € X' telle que

Llfl =1
ii. f(M)=0
iii. f(z)=d(z, M),z € X

Preuve. Comme zy ¢ M, pour tout z € My = {zo} + M :
z=ar+maecCmeM

La fonction g ou

glax +m) =ad(z, M) = ad
est linaéire sur M, et pour o # 0,
1
laz +ml| = lalllz + —m| 2 |ald = |g(az +m)]

D’ou,

g <1. (1%
D’autre part, par la définition de la borne supérieure, il existe une suite (1my);>1

dans M telle que ||z — my|| — 0, (k — +00). Donc,
d = g(z —my. < |[gllllz —mi| = llglld, (k = +00)

48



Chapitre 4 : Théoréemes fondamentaux

ce qui implique que ||g| > 1. (2%)
De (1%) et (2*), résulte que ||g| = 1. Par le Théoreme 4.3, il existe un prolongement

feX'degtelque|f] =gl =1. <«

Si M = 0, on aura le résultat suivant

Corollaire 4.1. Soit X un espace vectoriel normé, et soit xo, € X. Il existe f € X' telle

que |[f]| = Let f(xo) = [lo]-

Corollaire 4.2. Soit X un espace vectoriel normé, et soit x € X. Alors,

T = max T
el = _max |f(z)

Preuve. Il existe, par le Corollaire 4.1, g € X’ telle que ||g|| = 1 et g(x) = ||z||.

Alors, pour tout f € X', vérifiant || f|| = 1,on a
(@) <zl = g(z),z € X

D’ou,

max |f(z)] < [|z] (4.11)

fex|lfll=1

D’autre part, comme g € X' et ||g|| = 1,

ol = g(e) < _max /(@) @12)

Le résultat demandé s’atteint des inégalités (4.11) et (4.12). <

Corollaire 4.3. Soit {z;}!",, n € N,n > 1, un ensemble de vecteurs linéairement
indépendants dans X. 1l existe alors un ensemble de formes linéaires { f;}}_, dans X'

vérifiant f;(z;) = 0,5, 1 <'i,j < n. Dans ce cas, on aura pour tout x € {z;}1-,,
n
v =) fi(x)
j=1
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Preuve. Soit M; = {x;,i# j}, 1 < j < n. Comme M, est un sous-espace
vectoriel fermé de X, et x; ¢ M;, le Théoreme 4.3 assure 'existence de g; € X
telle que g;(z;) = d; et g;(z) =0pourz € M; ,1 < j<n.

Les formes linéaires f; = di]_gj, 1 < j < n satisfont aux propriétés demandées.

<

Remarques 1. Le Corollaire précédent donne un procédé de définir la base

(dite duale) de I’espace dual d"un espace vectoriel normé de dimension finie.

2. Le systeme ({z;}/,{fi}},) est dit systeme biorthogonal.

Définition 4.6. Un sous-espace vectoriel M d'un espace vectoriel normé X admet un

supplémentaire dans X s’il existe un sous-espace fermé N de X tel que X = M & N.

Rappelons que si X est un espace de Hilbert, le supplémentaire d"un sous-
espace vectoriel fermé M de X est le sous-espace vectoriel fermé M~ dit com-
plémentaire orthogonal de M. Toutefois, pour X un espace de Banach, // admet

un supplémentaire si M est de dimension finie. On a donc

Théoreme 4.5. Tout sous-espace vectoriel de dimension finie M d’un espace de Banach

X admet un supplémentaire dans X.

Preuve. Soit {z;}"_, une base de M. Par le Corollaire 4.3, il existe fi, fo, .., fn €
X' telles que f;(z;) = d;; , 1 < 1,7 < n.Posons
N= N kerf;

1<i<n

N est un sous-espace vectoriel fermé de X car f;,1 < i < n sont continues. De

plus, pour tout z € N, on a par définition de NV, et en utilisant le Corollaire 4.3,
z = Zfz(z)xz =0
k=1
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D’ou, NN M = {0}. Soitdoncz € X, etu = i fi(x)z; € M. On pose v = = — u.
=1
Alors,z =u+vetv e N carpour toutk,1 <k <n:

n

fov) = fiul@) = fu(u) = fulx) = X_ fil@) fu(@:) = fu(z) — fu(z) =0

i=1
Par conséquent, X = M @ N. <
Corollaire 4.4. Soit X un espace vectoriel normé tel que X # {0}. Alors, X' # {0}.
Preuve. En effet, il existe zy € X, xy # 0. Le reste de la preuve en résulte du

Corollaire 4.1. <

Corollaire 4.5. Soit X un espace vectoriel normé, et soit xo € X tel que
Ve X" : f(zg) =0

Alors, xy = 0.

Preuve. Il existe g € X' telle que g(zo) = ||zo|| = 0. <

Une autre application : Séparabilité de 1’espace dual

Le résultat suivant est une conséquence importante du Théoréeme de Hahn-
Banach. On I'a utilsé précédemment pour montrer que le Théoreme 2.3 ne de-

meure pas vrai pour p = oo, i.e., lL # (1.
Théoreme 4.6. Soit X un espace de Banach. Si X' est séparable, alors X I'est aussi.

Preuve. Soit { f;},., un ensemble partout dense dans A”. Par la définition de

la borne supérieure, et pour chaque f;,, on choisit un élément z;, € X" tel que

ol = 1 et |fk<xk>|zW;”, 1
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Posons

K = {Z ATk, Ak € Q}

k>1

K est dénombrable dans X.
De plus, si K # X, alors par le Théoreme 4.3, il existe f € X', f # 0 telle que

En particulier,

D’ou,
Im e N/|fm — fll <e,Ve>0
Par suite,
|(f = fou) @) | = | fn ()| 2 ”f;” = ”f;” S
Donc
_ 1wl
If = Fmll =2 255 =l fmll < 2¢

Soit finalement
I < 1f = full + 1 finll < 3e

Par conséquent, f = 0. Contradiction. <

4.2.3 Forme géométrique du Théoreme de Hahn-Banach
Hyperplan dans un espace vectoriel normé

Définition 4.7. Soit X un espace vectoriel normé. Un hyperplan (affine) est un en-

semble de la forme
H={zxeX: f(x)=a}
oit f est une forme linéaire sur X, (pas nécessairement continue) et o € R.
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On dit que H est I'hyperplan d’équation [f = a].

Proposition 4.1. L'hyperplan H d’équation [f = «] est fermé si et seulement si f est

continue.

Preuve. (<) H = f~1({a}) est fermé car {a} est un fermé dans R.
(=) Supposons que H est fermé. H est donc un ouvert non vide dans X car
f # 0. Soit donc 7y € H®, et supposons que f(zy) < «. Soit r > 0 tel que
B(xg,7) C H. On a donc

Vo € B(xzo,7): f(z) < (4.13)
En effet, s’il existe 1 € B(zo, ) tel que f(z1) > «, alors,
{z; = (1 —t)xg + tz1,t € [0,1]} C B(xor)

et donc
f(xt) 7é «, te [07 1} (414)
D’ou,
fla)=a pour t=l50oes €01

car f(zg) < a. Contradiction avec ¢.14). D'oty, f(z0) > o, x € B(xo,r).

Il en résulte que
Vze B(O,1): f(xzo+712) <
Par conséquent, f est continue et
IFIF < 3o = f(z0)
<

Soit X un espace vectoriel normé, et soient A, B C X.
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Définition 4.8. On dit que I'hyperplan H d’équation [f = «] sépare A et B au sens
large, sil'on a :

VeeA: f(zr)<a e VYreB:f(r)>a«

Définition 4.9. On dit que I'hyperplan H d’équation [f = o] sépare A et B au sens

strict, s'il existe € > 0, tel que
VeeA: f(x)<a—e e VreB:f(r)>a+e

On a donc les résultats suivants

1ére Forme géométrique du Théoreme de Hahn-Banach

Théoréme 4.7. [5]] Soient A, B deux ensembles convexes, non vides et disjoints dans
un espace vectoriel normé. On suppose que A est un ouvert. Alors, il existe un hyper-

plan fermé qui sépare A et B au sens large.

2éme Forme géométrique du Théoréme de Hahn-Banach

Théoréme 4.8. [5l] Soient A, B deux ensembles convexes, non vides et disjoints dans
un espace vectoriel normé. On suppose que A est fermé, et que B est compact. Alors, il

existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict.

Corollaire 4.6. (Trés utile) Soit ' C X un sous-espace vectoriel tel que F # X. Alors,
il existe f € X', f # 0 telle que f(z) =0,z € F.

Preuve. Soit 7y € X, zg € F. On applique le Théoréme 4.8, avec A = F et
B = {x¢}. ll existe donc f € X', f # 0 telle que I'hyperplan d’équation [f = q]

sépare A et B au sens strict. On a donc

Vee F: f(r) <a< f(xg
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flz)=0,z € F
car

VAeR: \f(z) < «

Remarques 1. Ce Corollaire est souvent appliqué pour montrer qu’un sous-
espace vectoriel ' C X n’est pas dense. On considére une forme linéaire et

continue f sur X, telle que f = 0 sur F| et on prouve que f = 0 sur X.

2. Si X est de dimension finie, on peut toujours séparer deux convexes non

vides et disjoints A et B dans X.

Exercice Soient I et ' deux espaces vectoriels normés. Montrer que F' est

complet si et seulement si L(E, F') est complet.

Solution (=) Démontrée dans le chapitre 2.
(<) Soit (yn), une suite de Cauchy dans F. Soit zy € E,||zo|| = 1. D’apres
le Corollaire 4.1 du Théoreme de Hahn-Banach, il existe f € X' ,|f|| = 1 et
f(xo) = ||zo||. Soit T}, : E — F,(n > 1) définies par

T.(z) = f(x)y,, x€E,n>1

On a donc:

T,€ L(E,F),n>1

et de plus, pour tous n,m € N,n # m:

HTn - Tm” = sup ”f(I)(yn - ym)H = Hyn - ymH sup |f(x)| = Hyn - ym“
llzll<1 llzlI<1

La suite (7},),, est donc de Cauchy dans L(E, F'). Elle est donc convergente vers
certain T' € L(E, F) car L(E, F) est complet. Posons Tz, = y. Alors,

[yn = yll = [ Tn(0) = Txol| = (T — T)oll < | Tn = Tlllzoll = 0, (n = +00)
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La suite (y, ), est donc convergente vers y,y € F. Par conséquent, 'espace F’ est

complet.
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4.3 Théoréme de catégorie de Baire

il

Définition 4.10. (Rappel) Soit X un espace métrique, et soit A un sous-ensemble de
X. Un vecteur xy de X est dit point intérieur de A s'il existe une boule B(xo,r) de

centre x et de rayon r, (r > 0) incluse dans A.

Définition 4.11. L'ensemble des points intérieurs de A est dit intérieur de A et est noté

o

A.

On a donc

;1:{1’6)(/37“>0:B($,7')CA}

Le résultat suivant est utile pour démontrer les théoremes de ce chapitre.

Théoreme 4.9. Soit X un espace de Banach, et soit (X,,),>1 une suite de fermés dans

X tels que X = ,L>Jle’- Alors, il existe j € N, j > 1 tel que )gj # 0.

Autrement dit, un espace de Banach ne peut étre une réunion dénombrable

de fermés, tous d’intérieur vide.

Preuve. Par I'absurde, on suppose que )gn = (,n > 1. Soit z; € X. Comme

B(xz1,7m1) € X1, et X; est fermé, il existe 2o € X et 0 < ry < % tel que
B(IQ,T’Q) C B(xl,rl)

et

B(IQ,TQ) N X1 = @

Comme B(x,79) SZ X,, et Xy est fermé, il existe x5 € X et 0 < r3 < % tel que

B(Ilfg,?“g) C B(ZL‘Q,TQ)

3. René-Louis Baire, 1874-1932, est un mathématicien francais.
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et

B($3,7’3> N X2 = @

En continuant de la méme maniere, on obtient deux suites (z,), et (r,), avec

0 <7, < +,n>1,ettelles que pour tout n,n > 1
B(zpi1,7ns1) C B(zp, ) (4.15)

et

B(&pi1, 1) N X, =0 (4.16)

La suite (x,,), ainsi définie est de Cauchy dans X. En effet, pour tous n,m € N

avec n > m, et par (4.15) et (4.16),
Ty € B(@p, )

ie.,

1
||J7n - xm” <Tm S - (417)
m

D’ou, (x,,), converge vers un point x € X, car X est complet.

Fixons m et faisons tendre n vers oo dans (4.17), on aura
H:E - xm” <Tm
D'ou, z € B(xy,, rym). Comme
B(Xpm, ) N X1 =0,  (m > 2)

x & X,,_1,m > 2. Contradiction car X = ngi. <

Exemple Montrer que (R, |.|) muni de sa topologie usuelle n’est pas dénom-

brable.

Solution Par I'absurde, on suppose que R = L>J1{xn}, oux, € Rn>1.0n

adonc:

58



Chapitre 4 : Théoréemes fondamentaux

1. (R, |.|) est un espace de Banach.

2. Les singletons {x,} sont des fermés dans R pour tout n,n > 1 car
{xn}c = ]—00, 2, [ U ]zn, +00]

est un ouvert dans R.
Par le Théoreme de Baire, il existe j € N, j > 1 tel que {z;} # 0. i.e., il existe un

vecteur a € Retr > 0 tel que B(a,r) C {z;}. Contradiction. <

4.3.1 Quelques applications du Théoreme de Baire

Proposition 4.2. Soit (X, d) un espace métrique complet, et soit { X, },>1 une famille
dénombrable de fermés de X tous d’intérieur vide. Alors, ngn est aussi d’intérieur

vide.

o

Preuve. Posons 2 = U X,. Par I’absurde, on suppose qu’il existe z € €.

Alors,
Ir>0: B(z,r) CQ
Comme X; est d’intérieur vide,
B(x,r)N X 40

Donc, B(x,r) N X est un ouvert contenant une boule fermée B(z;,7;) avec

r < %.Deméme, B(x1,7) N X # 0. Dong, B(zy,r1) N X§ est un ouvert qui

contient une boule fermée B(ws,1,) avec 7y < 7. On obtient de cette maniére,

une suite (B(xy,1,)), de boules fermées dans X telles que

T < 35 et B(zn,rm) C B(®p-1,7n-1)
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On a donc pour tout n,m € N,n > m

d(.fl?n, :Em) S d(l’m, xm—i—l) + d(mm—‘rb Im+2) + ..+ d(xn—la xn)

<

<

Ly
2m
r
—(1
2m(
r
2m—1

r
2m+1
1

+o et

+ ..

r

2n71
1

2n717m

+

La suite (z,), est donc de Cauchy dans X. Elle est donc convergente vers un

élément y,y € X car X est complet. D’autre part, pour tous n,m € N,n > m

Tp € B(xp, ) = lim x, =y € B(xym,Tm),Vm

n—-+00

y€ B(x,r)CQ et y&X,,Vn
Contradiction. Par conséquent, 2 = (). <

De méme, on a le résultat suivant

Proposition 4.3. [2] Soit (X,d) un espace métrique complet, et soit {X,, },>1 une

famille dénombrable d’ouverts denses dans X. Alors, r;an est aussi un ouvert dense
n>

dans X.

Théoreme 4.10. Soit (X, d) un espace métrique complet. On suppose que X = L>J1Xn

avec X,,, n > 1 sont des fermés de X. Alors, () = ngn est un ouvert dense dans X.

Preuve. Il est clair que (2 est un ouvert dans X. Pour tout n,n € N, posons

X, = X,NnQ°

Chaque X,, (n € N) est fermé de X. Montrons que X, est d’intérieur vide. En

effet, si U est un ouvert contenu dans X,,, alors
Uc X, etU c Q°
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Par suite,

UcX,etU cQf
Il en résulte que

UcCQetUcQ“

D’oti, U = (). De plus, on a

UX,= UX,Nn0%=XxnqQ%=0q°
n>1 n>1

Q¢ est donc union dénombrable de fermés d’intérieur vide. Par le Théoreme de

Baire, Q¢ est aussi d’intérieur vide. Comme

il s’ensuit que O = X. |
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4.4 Théoreme du graphe fermé

4.4.1 Graphe d'un opérateur linéaire

Définition 4.12. (Rappel) Soient X,Y des espaces vectoriels normés sur le méme

corps K, et soit T : X — Y un opérateur linéaire. Le graphe de T est |'ensemble
G(T)={(z,Tx),z € X}

Définition 4.13. Un opérateur linéaire T' : X — Y est dit fermé, si son graphe est

fermé dans X x Y.
ie., T : X — Y est fermé si et seulement si
V(zp)n CX: (2 = 2)AN(Txy, —y)) = (€ DT)Ny=Tx)

On a donc le résultat suivant

4.4.2 Théoreme du graphe fermé

Théoreme 4.11. Soient X, Y des espaces de Banach, et soit T : X — Y un opérateur

linéaire. Si le graphe de T est fermé, alors T' est continu.

Remarque La réciproque est évidemment vraie, car si f est une fonction

continue, le graphe de f est fermé. ( méme si f n’est pas linéaire)

Pour la preuve du Théoreme 4.11, on a besoin du Lemme suivant

Lemme 4.2. Soit X un espace vectoriel normé, et soit C' un ensemble convexe dans X
tel que C' = (—1)C. Si C admet un point intérieur, alors 0 est aussi un point intérieur

de C.
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Preuve . Soit 2, € C. Dong, il existe r > 0 tel que B(zo,7) C C.Siz € X avec

||z|| < 2r, alors

r = (z0 + g) — (2o — §> € B(wo,r) + (~1)B(x,7) € C + C

Or, C' + C = 2C. En effet, pour tous u,v € C':
+v= 2(1 W1 ) €2C
u v = QU 2U

car C' est convexe. On a donc montré que B(0O,2r) C 2C. D'o'u B(O,r) C C.
<
Preuve du Théoreme 4.11. Soit Z = {z € X : ||Tz| < 1}. Comme D(T') = X,

et T est linéaire, X = L>Jan . Par le Théoréme de Baire, il existe £ € N tel que

kZ =kZ et kZ#0

Dongc, Z # ).
Il est facile de montrer que Z est convexe dans X, et que Z = (—1)Z. Par le

Lemme 4.2 précédent, 0 € Z. i.e,,
Ir>0:B(O,r)C Z

D’ou, pour tout a > 0 :

B(O,ar) C aZ =aZ (4.18)

Soit 0 < € < 1, et soit ||z|| < . De (4.18), on aura que z € Z. D’ot,
vy € 7 ||lx— x| <er

Comme

(x —x1) € B(O,r) CeZ,
3wy €7 : ||l — a1 — || < E%r
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Inductivement, on obtient une suite (x,,), telle que pour tout n,n > 1,

|z = > x| <e™, z,€"'Z (n>1) (4.19)

n—-+o00

Soit S,, = i xi. De (4.19), et de la définition de Z, on aura que lim S, =z,
k=1

et que

1Tz, <" (n>1)

Par ailleurs, pour tous n,m > 1 avecn > m:

TSy =TSl =11 3 Taall < > [|Tw]

k=m-+1 k=m+1

IA IA
ol
M L
mk‘
™

Dong, la suite (7°S,,),, est de Cauchy dans Y. Elle est donc convergente vers

certain y € Y, car Y est complet. On a donc hm Sp = x, et hm TS, =y.Dou,

n—-+o0o n—
Tx =y car G(T) est fermé.
Ainsi,
+o0

1
Tzl = Nyl = Jm [ITSall < 31T < 7—
k=1

pour tout z, ||z| < r. Donc pour v € X, ||v|| = 1, on aura

T 1
T(zv)|| < ——
ITCol < 1
Soit
7ol < =, vl =1
V| < ——, |lv|l=
r(l—e)’
Ce qui implique que ||T]| < ;5= 8),etTest donc continu. <
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Exemple Soient X,Y des espaces de Banach, et soit 7" : X — Y un opérateur

linéaire. On suppose que

Ve X' \V(z,), € X: lim 2, =0= lim f(Tz,)=0 (4.20)

n—-+o00 n—+o00
Montrer, en utilisant le Théoréme du graphe fermé, que 7' est continu.

Solution Soit (x,,),,) une suite dans X convergeant vers un élément =,z € X
et telle que (T'z,),, converge vers y,y € Y. Montrons que y = T'z.

On a

i o) =0

D’ou, pour tout f, f € Y :

lim f(T(z,—2))=0

n——+0o

par (#.20). Donc
lim f(T(x,)) = f(Tz), feX

n—-+o00

Comme f est continue,

fClim (T(x,)) = f(Tx), feX

n—4o00
C-a-d, pourtout f, f € Y":
fly) = f(Tx)

D’oti, y = Tx par le Corollaire 4.5 du Théoreme de Hahn-Banach. Le graphe de
T est donc fermé. Comme X, Y sont de Banach, T" est continu par le Théoréme

4.10.

Corollaire 4.7. Soient X,Y des espaces de Banach, et soit T : X — Y un opérateur

linéaire borné et bijectif. Alors, T~ est aussi borné.
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Preuve. Le graphe de T est fermé car 7" est continu. De plus,
G ={(y, T 'y),y €Y} ={(Tx,x),z € X}

car T est bijectif. Le graphe de 7! est donc fermé. Par le Théoréeme du graphe

fermé, 7' est borné. <

Remarque La condition que les espaces X et Y soient complets est néces-

saire comme le montre 'exemple suivant

Exercice Soit £ = C°([0,1],R) muni de la norme ||.|, et soit F' le sous-
espace de E formé des fonctions de classe C'([0, 1],R) . Montrer que le graphe

de I'application
S:F>f—fekr

est fermé, mais S n’est pas continue.

Corollaire 4.8. Soient ||.||; et ||.||2 deux normes sur un espace vectoriel normé X telles

que (X, [|.]]1) et (X, ||.||2) soient complets. S'il existe ¢ > O tel que
Ve e X ||z|1 < ¢z (4.21)
alors, ||.||1 et ||.||2 sont équivalentes sur X.

Preuve. En effet, I'opérateur identité I, : (X, ||.|l2) — (X, ]|.||1) est borné par
l'inégalité (4.21). Donc, I; ' est aussi borné par le Corollaire 4.6 car (X, ||.||;) et
(X, |I-||l2) sont complets, et de plus :

Vo € X ¢ [lalh < cllwlle = cll 73 w2 < cllZa~ ]l
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4.5 Théoréeme de Banach-Steinhaus

4,51 Théoréme de Banach-Steinhaus

E](ou Principe de la borne uniforme)
Soient (X, ||.||x) et (Y, ||.|ly) deux espaces vectoriels normés, et soit (7;);cs

une famille d’éléments de £(X,Y).

Définition 4.14. (7}),c;s est dite simplement bornée si
Ve e X : sg)HszH < 400
Définition 4.15. (7});cs est dite uniformément bornée si
sup||T;|| < +o0
el

Il est clair que si (7});e; est uniformément bornée, alors (7;);c; est simple-
ment bornée. La réciproque n’est pas vraie en général. Toutefois, le résultat
suivant affirme que ces définitions sont équivalentes dans le cas ou1 X est de

Banach. On a donc

Théoreme 4.12. Soient (X, |.||x) et (Y, ||.||y) deux espaces vectoriels normés. On
suppose que X est de Banach. Si {T;},c; C L(X,Y) est une famille simplement bornée,

alors {T};c1 est uniformément bornée.

Remarque Le nom du Théoreme exprime bien le contenu du résultat :

" On déduit une borne uniforme a partir de bornes ponctuelles. "

Preuve. Pour tout n,n € N, considérons 1'ensemble

X, ={reX/Viel:|Tix| <n}

4. Wiadystaw Hugo Dionizy Steinhaus, 1887-1972, est un mathématicien et professeur polo-

nais.
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Comme T;,7 € I sont toutes continues, X,,,n > 1 sont fermés comme intersec-

tion de fermés. De plus, et par hypothese,
Ve e X,3n € N:sup||Tiz|]| <n
iel

D'ou, X = LeJNX"' Comme X est complet, et par le Théoréme de catégorie de

Baire, il existe ny € N tel que X?no # (). Dong, il existe z, € X et r > 0 tel que
B(zg,7) C X,

Autrement dit,

Vo € B(xo,r),Vi € I :||Tiz|| < ng
Par la linéarité des T;, (i € I), découle que

1
Ve e B(O,1),Viel: ||Tix| < ;(ng + sup|| T;xo]|)
icl
Soit finalement

sup|| T3 <

1
icl r

(no + sup||Tizol)
iel

4.5.2 Quelques applications

Corollaire 4.9. Soit S un sous-ensemble d’un espace de Banach X tel que
Ve X' :sup|f(z)] < +oo
z€S
Alors, S est borné.

Preuve. Pour tout = € S, on définit la forme linéaire F, : X’ — C définie par

F(f) = f(z), feX
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Il est clair que F) est linéaire, et par le Corollaire 4.2 du Théoreme de Hahn-

Banach,

1] = ‘Sup1|Fw(f)| = ‘Supllf(ff)| = [l (4.22)

D’ot, F; est une forme linéaire sur X', et par hypotheeése, pour tout g € X" :
sup|F,(g)| = sup|g(x)] < +o00
z€S zeS
D’ou, par le Théoréme 4.11, on aura
sup|| Fy|| < 400
x€S
Finalement, il en résulte de (4.22) que

sup||z|| = supl|Fy[| < 400
€S €S

Corollaire 4.10. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit (A,,), une suite dans
L(X,Y') convergeant simplement sur X vers un opérateur A.

Alors, A € L(X,Y). De plus, la suite (|| A,||)n est bornée.

Preuve. Il est clair que A est linéaire. De plus, pour tout x € X, la suite
(A, (z)), est bornée car convergente. D’ot1, et par le Principe de la borne uni-
forme,

M = sup||4,| < +o0
n>1

Or, pour tout z € X :
|Az] = lim [ A,z] < M]a]

Donc, A est borné et ||A|| < M. <

69



70 A. Nasli Bakir

4.5.3 L’inverse de la propriété de Holder dans /,

Corollaire 4.11. Soient 1 < p,q < +00, avec ; + . = 1. On suppose que

“+o0o
Vo = (z,)n € {, : lasérie Z Ty, est convergente (4.23)
n=0

Alors, y € {,.
Preuve. 1.5i1 < p < 400 : On définit f : ¢, — C par
400
f(x) = X 2y
k=1
Par (4.23)), l'application f est bien définie.

Pour toutn € N,n > 1, on pose f, : £, — C avec

M=

fTL(x) =

LYk

k=1

pour tous xz € {, etn > 1.

Alors, f, € (,,,n > 1. En effet, f, est linéaire, et de plus, pour tout =,z € £, :

n n n 1 1
@) = 1D eyl <Dzl < O [l?)( Z ARE
k=1 k=1 k=1

1

n

< §]m|%§]mW5
k=1 k=1

< zn%| 7z,

par l'inégalité de Holder (Corollaire 2.1, chapitre 2). Ce qui montre que f,, est
continue, et que | f,,|| < (Enj |yk|‘1)%, n > 1.
k=1

De plus,
Vael,: lm f,(z) = f(a)

Du Corollaire 4.10 du Théoréme de Banach-Steinhaus, découle que f € £},

Finalement, par le Théoreme 2.3, y e {,et |yll, = [/ f[e,

2. Pour p = +o0 : On prend la suite z,, = sign(y,) ou
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sign(x) = % sizx#0 etsign(0) =0
Donc, z € /. De plus, par (4.23), la série
+00 +00
> Tnln = 2 |yn|
n=0 n=0

est convergente. Par conséquent, y € ;. |
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4.6 Théoréeme de l’application ouverte

Définition 4.16. Soient E et F' deux espaces topologiques. Une application f : X —Y

est dite ouverte si l'image par f, de tout ouvert de E est un ouvert de F.

Exemple L'application

R — R

r = f(z)=2"

n’est pas ouverte en z = 0.
En effet, f(]—1,1[) = [0, 1[ n’est pas un voisinage de 0. Cependant, f est ouverte

en tout pointx € R,z # 0.

Exercice Montrer qu'une application linéaire et continue f : R — R est ou-

verte si et seulement si f(1) # 0.

On a donc le résultat suivant dit Théoreme de I'application ouverte ou Théo-

réme de Banach-Schauderf|

Théoreme 4.13. Soient X et Y deux espaces de Banach, et soit T : X — Y un

opérateur linéaire continu et surjectif. Alors, il existe ¢ > 0 tel que
T(Bx(0,1)) D By(O,c¢) (4.24)

Autrement dit, 7' transforme tout ouvert de X en un ouvert de Y, i.e., T
est une application ouverte. D’ou vient le nom du résultat. En effet, soit U un
ouvert de X. Soit yp € T'(U). Il existe donc z, € U tel que yo = T'x¢. Soit r > 0
tel que B(zo,7) C U. ie,,

xo+ B(O,r) CU

5. Juliusz Pawel Schauder, 1899-1943, est un mathématicien polonais, connu pour ses tra-

vaux dans les domaines de I'analyse fonctionnelle, les EDP et la physique mathématique.
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I s’ensuit que
yo+T(B(O,r)) cT(U)
Par (4.24), on aura
T(B(O,r)) D B(O,rc)
Finalement
B(yo,rc) C T(U)

Preuve du Théoréme 4.13. D’abord, ona X = nLeanB x (0, 1). Montrons que
Y = nLEJNnTBX(O, 1). En effet, pour tout y € Y, il existe z € X tel que y = T'x, car
T est surjectif.
Si||z|| < k,alorsy € T(kBx(0,1)) = kT(Bx(O,1)).
L'espace Y étant de Banach. Par le Théoréme de catégorie de Baire, il existe

no € N tel que

T(TLOB)((O7 1) = n0T<Bx(O, 1))

est d’intérieur non vide, i.e., il contient un ouvert non vide U. Comme T est

linéaire, T'(Bx (0, 1)) et T(Bx (O, 1)) sont convexes, et
-U C noT(Bx(O, 1))

implique que

U = 3 (U~ U) € ngT(Bx(0.1]]
U, est un ouvert, et 0 € U;. Dong, il existe 6’ > 0 tel que
By (0,0") C noT(Bx(0,1))
Posons §; = g—; On aura donc
By(0,d:) € T(Bx(0,1))
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Ce qui équivaut pour § = 2 que

By (0,0) C T(&c(O,;))

Reste a montrer que T'(Bx (0, 1)) = T(Bx(0O,1)). Soit donc y € T(Bx (0, 3)). 1l

12

existe alors z; € X, [|z;]| < 1 tel que
)
[Tz1 —yl| < B

D’ou,
) 1
y1 = (Tw1 —y) € By(0,35) € T(Bx(0, 7))

Par le méme argument, il existe z, € X, ||z5|| <  tel que
ly2ll = T2 = wll = | T21 + T — yl| <2720
et
Yy = (Txy + Tag —y) € By(0,27%6) C T(Bx(0,273)

De la méme faccon, on obtiendra une suite (z,,), dans X vérifiant ||z, || < 27" et

173" 2~y <276, (n > 1)
k=1

Posons S,, = zi,n > 1. Comme (S,), est de Cauchy dans X, elle converge
k=1

vers certain x, r € X car X est de Banach, avec

n

Iz <Y 27F =1 (4.25)
k=1

Comme T est continu, on aura de (4.25) que Tz = y. <
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4.6.1 Théoreme de 'homéomorphisme de Banach

Du résultat précédent, découle le Corollaire important suivant

Corollaire 4.12. (Théoréme de I’lhoméomorphisme de Banach)
Soient X et'Y deux espaces de Banach, et soit T': X — Y un opérateur linéaire borné

et bijectif. Alors, T~ est aussi borné. (T est dit homéomorphisme)

Preuve. Soit U un ouvert de X. Par le Théoreme 4.10, T'(U) est un ouvert de
Y, car T est continu et surjectif. Or, T(U) = (T~1)~}(U) est I'image réciproque
par T~ de U. D’ou, T~ ! est continu. <

Exemple Soit X = C([0,1],R), et soit I : (X, |.]|l) = (X,]|.][1) I'opérateur
d’identité.
1. Montrer que [ est linéaire, bijectif et continu.
2. Calculer || 1]|.
3. Montrer que ™! n’est pas un homéomorphisme ( n’est pas continu). Utiliser
la suite (f,), ot f,(t) =t",n > 1.

4. Que peut-on déduire par le Corollaire 4.10?

Solution 1. Il est clair que ! est linéaire et bijectif, et son inverse est 'opéra-

teur d’identité I : (X, ||.|1) = (X, ]|.]|)- De plus, pour tout f € X, ona

1 1
1A =1 = [ 170t < [ sup [F(e)t] < 1]
0 0 t€[0,1]

D’ou, I est continu, et

1] <1 (4.26)

2.0napour fy =1sur[0,1]:

1
17Gol = 11 = [ dt =1
0
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et || fol|cc = 1. Par conséquent,

1]l = ”fjupleI(f)Hl > [ (fo)lls =1 (4.27)

De (4.26) et @.27), [|1]| = 1.

3.0na:
117 falloo = [ fulloo = sup | fu(t)|dt = sup [t"|dt = 1
tG[O,l] tE[O,l]
De méme,
1 1 1
= [ 11 dt:/t”dtzi
[fall = [ 1)l = [ 1e"lat = ——
0 0
Par suite,
1 fallo
AL =n+1— +oo,(n — +00)
n|ll

Ce qui montre que /! n’est pas continu.

4. De (3), I'opérateur I n’est pas un homéomorphisme. Comme (X, ||.||o) est
un espace de Banach, par le Théoreme d’homéomorphisme de Banach, 1’espace

(X,]].]1) n"est pas de Banach.

76



Chapitre 4 : Théoréemes fondamentaux

4,7 Exercices

Exercice 4.7.1.

Soient £ et F deux espaces vectoriels normés et soit 7': £ — F une applica-

tion linéaire continue. On définit I'application 7*: 7' — &' par
T (p)=¢oT, peF
L'opérateur 7™ ainsi défini est dit opérateur adjoint de I'opérateur 7.

- Montrer que 7™ est linéaire et continue, et que ||77|| < ||T]] .

- Déduire du Théoreme de Hahn-Banach que || 77| = ||7] .

Exercice 4.7.2.

Soitn € N, (n > 1), et soit £ = C,[X]| I'espace des polyndmes de degré infé-
rieur ou égal a n et a coefficients complexes.
i. Soit {1, X, X?, .., X"} la base standard de E. Déterminer la base duale corres-
pondante. (Appliquer le Corollaire 4.3 du Théoréme de Hahn-Banach).

ii. Pour tout a € C, on définit I’application ¢, : £ — C par
VP e E : p,(P)= P(a)

Montrer que pour touta € C, ¢, € E'.
iii. Soient ag, a1, .., a,, (n + 1) nombres complexes deux a deux distincts.

Montrer que la famille {¢,,, ©q,; -, @a, } €st une base de E'.

Exercice 4.7.3.

Soient E' et F' deux espaces vectoriels normés. Montrer que F' est complet si

et seulement si L(E, F') est complet.
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Exercice 4.7.4.

a. Soit X un C-espace vectoriel normé, muni de deux normes ||.||, et ||.||, .
Montrer que ces deux normes sont équivalentes si seulement si les applications

d’identité
Ty (XL ) = (XS 1) et Zay: (X (M) — (X (1],)

sont continues.

b. Soient £ et F des C-espaces vectoriels normés, et soit 7: £ — F une
application linéaire de graphe fermé.

- Montrer que le noyau de 7 est aussi fermé.

Exercice 4.7.5.

Soit (x,), une suite dans un espace de Hilbert H, et soit x € H.

Convergence faible. (z,), est dite faiblement convergente vers z, et 'on
écrit x, — x, si

Vy e H: n1—1>51-1<>o (T, y) = (z,7)

Convergence forte. (z,), est dite fortement convergente vers z, et l'on écrit
T, = x,si

i, — 2| =0

Convergence en norme. (z,), est dite convergente en norme vers z si

im_ [l = ]
a. Montrer que :
2. Siz, 2 xet lim |z,||=]z|,alorsz, >z
n——+oo
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b. Montrer que si (z,,),, est faiblement convergente dans H, alors (z,,),, est bornSi

T, — vet Er}rl |zn|l = |||, alors z,, > x e. (Utiliser le Théoréme de Banach-
n [e.e]

Steinhaus)
Exercice 4.7.6.

Soit £ = C°([0, 1], R) muni de la norme |||, définie par || f||, = sup |f(¢)],
0<t<1

f € E.On considere l'application h: £ — R, définie par

1
nf) = [, feE
0
Montrer que h € £, puis calculer ||A||.

Exercice 4.7.7.

Soit E = C([0,1],R). Montrer que l'application identité de (£, ||.||;) dans

(E,||.ll) n'est pas continue, mais que son graphe est fermé.
Exercice 4.7.8.

Montrer que les normes ||.||, et ||.||, sur 'espace £,(R), (1 < p < oo) ne sont

pas équivalentes. Utiliser la suite (z,,) ol

1< n
o =

1
50 1S
0, 1>n
Que peut-on dire de la proposition suivante :

Toute suite bornée dans 'espace /,(R), contient une sous-suite convergente ?
Justifier votre réponse en utilisant le Théoréme de Riesz relatif a la comapcité

de la boule unité fermée.

Exercice 4.7.9.
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Dans ’espace vectoriel E = C%([0,27], C) muni de la norme ||.||  définie par

| fllo = sup |f(t)], f € E, on considere la suite
0<t<2r
fut) =e™, (n>0,te|0,2n])

Montrer que E est de dimension infinie.

Exercice 4.7.10.

Soient ||.||; et ||.||; deux normes sur un espace vectoriel X telles que (X, ||.||1)

et (X, ||.||2) soient complets. Montrer que s’il existe ¢ > 0 tel que
Ve e Xzl < cflzfl

alors, |.||1 et ||.]|2 sont équivalentes sur X.

Exercice 4.7.11.

(Séparation des points) Soit (X, ||.||) un C-espace vectoriel normé, et soient

z,y € X tels que z # y. Montrer qu’il existe une forme linéaire et continue f sur
X telle que f(z) # f(y).

N.B. Application directe du Corollaire suivant qui découle du Théoréeme de

Hahn-Banach :

Corollaire. Soit X un C-espace vectoriel normé. Si z, € X # {0}, alors il

existe f € X' telle que || f|| =1et f(x) = ||z .
Exercice 4.7.12.

(L'espace ¢;(R) n’est pas réflexif )
Soit C I'espace des suites réelles convergentes. Montrer que C C (/(R), ||.||.)-
i. Montrer en utilisant le Théoréme de Hahn-Banach, qu’il existe f € ({,(R))’
telle que
Vo = (x,), € lo(R): f(z) = lim =z,

n—-+oo
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ii. Montrer qu’il n’existe aucun a = (a,),>1 € ((1(R),||.||;) tel que pour tout

T = (T,), € lo(R) : .
() = ;xnan

iii. Déduire que I'espace (¢1(R), ||.||,) n’est pas réflexif.

Exercice 4.7.13.

(Théoreme de Baire) L'espace R? est muni de la distance euclidienne.
1. Montrer que toute droite dans R? est d’intérieur vide.
2. En déduire que R? ne peut pas s’écrire comme réunion dénombrable de

droites.

Exercice 4.7.14.

(Théoréme de Baire) Soit £ un espace métrique. Une partie non vide A de
& est dite nulle part dense dans &, si aucune boule dans £ n’est entierement
contenue dans A.

Montrer que :

i. A est nulle part dense dans € si et seulement si A est d’intérieur vide, i.e.,
A=0.

ii. A est nulle part dense dans £ si et seulement si .A° est dense dans £.

Exercice 4.7.15.

(Théoréme de Baire) Soit F un espace métrique complet.

1. Montrer que si (F,,),,», est une famille dénombrable de fermés d’intérieur
vide dans F , i.e., ]?"n = @&, n > 1, alors la réunion nL>J1]-"n est aussi d’intérieur
vide. )

2. Montrer que si (O,),, est une famille dénombrable d’ouverts denses

dans F , alors l'intersection Ql(’)n est aussi un ouvert dense dans F.
n_
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3. Montrer que F ne peut s’écrire comme réunion de famille dénombrable
de fermés d’intérieur vide.

4. Déduire de ce qui précéde que R n’est pas dénombrable.

5. Montrer que I'espace R? ne peut pas s’écrire comme réunion dénombrable

de droites ou de cercles.

Exercice 4.7.16.

(Théoréme de Hellinger-Toeplitz) Soit H un espace de Hilbert, et soit T :

H — H un opérateur linéaire symétrique, i.e.,
(Tx,y) = (z,Ty), z,yecH
Montrer, par le Théoréme du graphe fermé, que 7" est continu.
Exercice 4.7.17.

Soient X,Y and Z des espaces vectoriels normés avec Z complet.
1. Soit B € L(Y, Z) un opérateur injectif, et soit A : X — Y est un opérateur
linéaire tel que BA soit borné.
Montrer que A est borné.

2.50itT € L(X,Z)etS € L(Y, Z). On suppose que
Vee X,JyeY :Te=>Sy

On pose Bz = y. Montrer que B € L(X,Y).
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Chapitre 5

Sujets d’examens

5.1 EMD 2015/2016

Exercice 1 Considérons les espaces vectoriels normés
+oo
ly = {:c = (@p)n CC: Y za] < —l—oo} et (o = {x = (n)n C C:sup|z,| < —i—oo}
k=1 n>1

munis des normes ||z||, = >, |z,] et |lz| = sup |z,|, x = (z,)n C C respec-
n

tivement. Notons (e, );>1 la base standard de /. -

Soit f € ;. Posons u = (uz)r>1 = (f(e1), fea), ..., fen), ).

1. Donner une expression de f(x), x € ¢;.

2. Montrer que u € /(x.

3. Estimer la norme de f.

4. Que peut-on déduire des questions (2) et (3) ?

Exercice 2 Soit £ = Cy([0, 1], R) muni de la norme uniforme, et soit F un
sous espace vectoriel fermé de £ tel que toute fonction f € F soit de classe
C'([0,1],R).

Montrer, que le graphe de l'application 7: 7 — &£ définie par T = f’ est

fermé, et que T' n’est pas continue.
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-Discuter. .

Exercice 3 On note Cy(R) 'espace vectoriel réel des fonctions continues f
de R dans R et telles que Itlhm f(t) = 0, et note L(R) l'espace des fonctions
—+00

continues sur R a support compact, i.e.
K(R)={f: R — R continue / 3K CR compact : f(t) =0, Vt ¢ £}

Notre but est de montrer que Cy(R) est le complété de IC(R) pour la norme
uniforme.

Partie I.

1. Montrer que K(R) C Cy(R).

2. Montrer que Co(R) € B(R,R) (B(R,R) : L'espace vectoriel des fonctions
bornées sur R).

3. Montrer que Cy(R) est fermé dans l'espace B(RR,R), i.e., montrer que si
(fn)n est une suite dans Cy(R) qui converge uniformément vers f € B(R,R),
alors f € Cy(R).

4. En déduire que Cy(R) est un espace de Banach. (Utiliser le fait que B(R, R)

est un espace de Banach pour la norme uniforme).

Partie II. Soit f € Cy(R). Considérons les fonctions

pn=max(f, ), = max(—f, ) et fu=ou i, (12 1)

1. Compléter le tableau suivant

n(t) Un(t) (1) £ (&) — fult]
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2. Déduire du tableau que nl_l)I_iI_loo lf — full = 0.

3. Montrer que f,, € K(R), (n > 1). (Utiliser le tableau ).

4. En déduire de II.1 et I1.2 que K(RR) est partout dense dans Cy(RR).

5. Déduire de tout ce qui précede que Cy(R) est le complété de K£(R) pour la

norme uniforme.

85



86 A. Nasli Bakir

5.1.1 Corrigé de ’EMD 2015/2016

Exercice 1 1. Soit z = (24)k>1 € ¢1. On a donc
400 +o0 400
f(x) = f(Z TRey) = Z . f(er) = Z TrpUg
k=1 k=1 k=1

car f est linéaire.
2.0na
[ulloo = sup [ug] = sup | f(ex)| < [Iflly <+oo (1)
E>1 E>1
Ce qui montre que u € (.

3. Pour tout = (z4)r>1 € ¢1,0n a

—+oco —+o00 —+oo
17(@)] = | X ] < 3 wusup | < fullo [ < el ol
k=1 k=1 k=21 k=1
D’ou
| f ()]
| flly = sup <ull (2
v [zl

4.De (1) et (2), on aura ||f||zr1 = ||ull -

Exercice 2 Soit (f,,, T fn)» une suite dans G(7), le graphe de T, qui converge
vers (f,g). Est-cequonag="Tf".

On a donc (f,), converge uniformément vers f, et (7 f, = f)), converge
uniformément vers g. Donc, et d’apres un résultat de la dérivabilité d"une suite
de fonctions, f est de classe C'([0,1],R), et de plus [’ = g, ie., Tf = g. D'ou,

G(T) est fermé. D’apres le théoreme du graphe fermé, 7 est continu.

Exercice 3 Partie L.
1.Si f € K(R), alors f(z) = 0,2 ¢ K = [a,b], (—o00 < a < b < +00) et f est
continue sur R. De plus

lim f(t)=0

[t|—=+o0

Doy, f € Co(R).
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2. Soit f € Cy(R). Alors f est continue sur R. Dong, f est continue en tout
point z; € R. Elle est par suite bornée au voisinage de z,. De plus, comme

lim f(t) =0, il s’ensuit que
[t| =400

JA> 0Nz eR, |z| > A= |f(z) <1

Ce qui montre que f est bornée au voisinage de Foo. Par conséquent, f est
bornée sur R. D’oty, f € B(R,R).
3. Soit (f,), une suite dans Cy(R) qui converge uniformément vers f €

B(R,R). Alors
Ve > 0,3N, € N/¥n > N, ¥t € R : [fu(t) — F(1)] < % (1)

De méme, f, € Co(R),n > 1. D’ou, f, est continue sur R. Alors f est aussi

continue sur R. On a de plus lim f,(¢) = 0. Donc

t|—4o00

Ve > 0,34 > 0/V [t > A |fu(t)] < % 2)
Soit € > 0. On aura de (1) et (2) que

VIt > AV = No: [FO] S [FE) = ] + 1l < S+ 5 =<

li t) =
Donc f € Cy(R).
4. Co(R € B(R,R) donc Cy(R) est un fermé dans B(R,R) qui est complet.

Donc Cy(R) est aussi complet. Il est donc un espace de Banach.

Partie II. 1. Soit f € Cy(R).

onlt) o | RO 0=
f0) > 1) /n | (6= 1/n 1/n
S<f<s | 1/n 0 0
fiy< 1/n ~F(6) | £+ 1/ 1/n
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2. Du tableau précédent, on aura que

Vi€ R (1) ~ fuld) <
D’ou
sup £(8) = £u(8)] = 1 = full < =0, (n > +o0)
Donc lim |1/~ fu| = 0.

3. Du tableau, on a : si | f(t)| < +, alors f,(t) =0, ¢ € R.

Comme lim f(t) =0car f € Co(R), alors pour toutn > 1:

[t|—+o0

B> 0NVt > B:|f(t)] <

SRS

Dong, pour tout ¢, |t| > B : f,(t) =0 (%)

Reste a montrer que f,, est continue sur R On a

fu = n—tn = pu = max(f, 1) —max(~f, 1) = 5(F k[ f = )= S f | -

2
- bl
Ce qui montre que f,, est continue sur R, (n > 1) (%)
D’ot, et de () et (xx), on conclut que f, € L(R), (n>1).
4. De I1.1 et IL.2, pour tout f € Cy(R), il existe une suite f,, € K(R) telle que
nl_lgoo | f — full = 0. D’ot, L(R) est partout dense dans Cy(R).
5.0nadonc:
- K(R) C Co(R).
- Co(R) est un espace de Banach.
- K(R) est partout dense dans Cy(R).

Par conséquent, Cy(R) est le complété de IC(R) pour la norme uniforme.
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5.2 Rattrapage 2015/2016

Exercice 1 a. Soient (&1, ||.||,) et (&, ]|.]|,) deux espaces vectoriels normés.

Montrer que si &; est de dimension finie, alors toute application linéaire de

&, dans &; est continue.

b. Soit K une fonction continue sur [0,1] x [0, 1], et soit X = C([0,1],R)
'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans R, et muni de

la norme ||.||o. Considérons l'application A: X — X définie par

1
(Au)(a) = [ K(ay)uly)dy, ue X
0
i. Montrer que A est une application linéaire et continue.
ii. En déduire que ||A]| < [|K]| .-
Exercice 2 Soit V un sous-espace vectoriel fermé de (£*([0,1]), ||.|[,)-
On suppose que V C (L>([0, 1]), ||| )-

1. L'espace (V, ||.||,) est-il de Banach ? Justifier.

2. En utilisant le théoréme du graphe fermé, montrer que l'application Iden-

tité

Z: W) = (2=(0, 1), - l)

r = X

est continue.

3. En déduire qu’il existe C' > 0 telle que pour tout f, f € V: || fll. < C| fll,

Exercice 3 Considérons les espaces de Banach

0,(Z) = {a: = (x)rez C C: io |zx| < —|—oo}

k=—o0
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et

loo(Z) = {q: = (2g)kez C C:sup|zg| < —i—oo}

kEZ

=—00

(1 < p < +00), munis des normes |[|z|, = (kajo \xk\p)% et ||z], = iléghzk]
respectivement, © = (zj)zez C C .
1. Soient a = (ag)rez € 01 (Z) et u = (ug)rez € loo(Z). Posons v = (vg) ez OU
oo
U= > apup_p, (k €Z)...(x)

p=—00

Montrer que v € {,(Z). (On peut utiliser 'inégalité de Holder)

400
2.Soit u € l5(Z). On pose p(u) = 3 'fjf,; , et on considere I'ensemble

=—0Q

F={ueb(Z):p(u) <1}

Montrer que F est un sous-ensemble convexe et fermé de /5(Z).
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5.2.1 Corrigé du Rattrapage 2015/2016

Exercice 1 a. On suppose que dim & = n,n € N*. Soit (e;)!; une base de &,

n -
etsoitz € &. Alorsz = 3~ x;e;, (z; € C,i=1,n). D'ou

=1

n

<D lwil [ Teill < EjlnaX!xz ITeill = (max|z:]) §2H7%J|

i=1 =1

Tzl = T e

= 2ITelllzl = Cllzl
=1

7], = max [;]
i=1n

|||, est une norme sur C" est équivalente a la norme ||.||; de &; car &; est iso-
morphea C", et C' = anl | Te;|| < +oo.

i. SiC =0, alors? = 0 et 7 est donc continue.

ii. Si C > 0, alors T est continue.

b. i. Soient u,v € X etsoit A € R. On a pour tout z € [0,1] :

AAu+v)(z) =

= MAu)(z) + (Av)(x)
= (Mu+ Av)(z)

Ce qui montre que
Adu+v) = Au+ Av, u,v € X, A€R

et A est donc linéaire de X dans X.
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ii. On a pour tout v € X :

< sup [ sup (|K(z,y)u(y)|) dy
z€|0, 1] y€[0,1]

[ Aull, = sup |[(Au)(z)] = sup
z€[0,1] z€(0,1]

/ny y)dy

1

< sup [ sup |[K(z,y)| sup |u(y)| dy
z€[0,1] s y€[0,1] y€[0,1]

Donc

[ Aully < sup sup |K(a.y)| sup fuly)] [ dy

z€[0,1]y€[0,1] y€[0,1] 0

= 1Kl llull
D'ou, A: X — X est continue, et 'on a || Al ;(v) < [IK]|

Exercice 2 1.V est un sous-espace vectoriel fermé dans (£%([0, 1]), ||||,) qui
est complet car c’est un espace de Banach. Donc V est complet. Par suite, V est

aussi un espace de Banach.

2. Soit (fn, Zfn) = (fn, fn) une suite dans G(Z) le graphe de Z, qui converge
vers (f,g). A-ttong=Zf = f?
Ona
lim f, = /et lim Tf, =g

n—-+0o

lim_|fo— fl,=0et lim |Zf, gl = lim |fo—gl.=

n—-+00

Par conséquent, f = g et donc g = Zf, car (f,), ne peut admetre qu'une seule
limite dans V et donc dans £([0, 1]) car V C (£>(][0, 1]).
Ce qui prouve que G(Z) est fermé. Comme 7 agit entre deux espaces de

Banach, 7 est donc continue par le théoréme du graphe fermé.

3. Comme 7 est continue, il existe C' > 0 telle que pour tout f € V,ona:

IZflloe = 1fllee < C IS,
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Exercice3 1.On a

—+00 —+00
|v[l,e = sup|ux| = sup Z pU—p| < SUP Z |apug—p| <
keZ €4 |p=—o0 k p=—00
“+oo +oo
< > lap|suplup—p| =suplur—p| Y lap| < lall; fJull
p=—00 kEZ keZ p=—00

D’ou
[v]lo < llally Jullo, < 400

Ce qui montre que v € {(Z).

2.1i. Soient u = (ug)kez, v = (Vi )rez € F, etsoitt € [0,1].On a

0ty + (1=t _ +Z°° (tug, + (1 — t)vp) (tug + (1 — t)T5)

pltut (I—t) = >

it 1+ k2 St 1+ k2
_ Jio 2 |ul” + (1 — )2 [up]® + 2¢(1 — t) Re(uyr)
et 1+ k2
22 el + (1= 02 o) + £ — ) (Juel” + Jve]?) 2 2
< k_z: e , (2Reab < |a|” + |b]")
2wl = |l 2 Jug + Jon?
< 2 1—t)? t(l—t _
S P2 et -0 X g ti- 2 s

< PH1-tP+2(1-t)=1

Car u,v € F.D'ou, tu + (1 — t)v € F. F est donc un sous-ensemble convexe de
(7).
ii. Soit (1), ey une suite dans F qui converge vers un élément u = (uy)yez €

l5(Z). A-t-onu € F?7Ona
VnEN:un:(u,(:))keZ:( ...... RV IR IRV I
Pour tout ¢ > 0, il existe Ny € N : Vn,n > Ny : ||lu, — u||, < . D’'oty,

Vn, n > Ny : Hu,&”)‘ - |uk|’ < ’u,(:) - uk‘ < up —ully <€
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Comme u, € F, n € N, alors p(u,) < 1, n € N. C-a-d, pour tout m € N :
2
o lu™

>, likg < 1. Dong, par passage a la limite quand n — +o0, on aura
k=—m

Et quand m — +o0, on obtiendra

io Jug|”
k=—o00 L+ k?

ie. p(u) <1,etdoncu € F.

94



Chapitre 5 : Sujets d’examens

5.3 Rattrapage 2016/2017

Exercice 1 Considérons l'espace vectoriel £ = C,, [X], (n € N*) des poly-
nomes de degré inférieur ou égal a n et a coefficients complexes. Notons par &’
a son dual topologique.

i. Soit {1, X, X2, .., X"} la base standard de £. Donner sa base duale corres-
pondante.

ii. Pour tout a € C, on définit l'application fy: & — C par f,(P) = P(a),
Peé&.

- Montrer que f, € £ pour tout a € C.

iii. Soient a,, a1, ..., a, € C vérifiant a; # a;, 1 # j, 1 < i,5 < n.

n

- Montrer que la famille {f,,}_, est une base de £’

Exercice 2 Soit H le sous-espace de ({, ||.||.,) constitué des suites conver-
gentes, i.e.

H = {J; = (Tp)n € loo : lim x, existe}

n—-+o0o

i. Montrer que I'application f : # — C définie par

f(z)= lim z,, ©= (z,), €H

n—-+4o0o

est linéaire.

ii. Montrer que f est bornée, et estimer sa norme.

Exercice 3 Considérons l'espace vectoriel B(RR) des fonctions bornées de R
dans R. On le munit de la norme ||| définie par || f|| ., = sup|f(z)|.

- Montrer que (B(R,R), |.||.,) estun espace de Banach.gce]R

Soit F le sous-espace de B(RR) formé des fonctions continues f telles que

lim f(z) = 0. Montrer que F est fermé dans B(RR).

T—+00
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5.3.1 Corrigé du Rattrapage 2016/2017

Exercice 1 i. Comme £ = £(€,C),dim €& = dimEx dimC = dim & = n + 1.
Soit donc {¢;};_, la base demandée. On a
1, i=j

, (0<4d,j<n)
0, i#J

pi(X7) = 0ij = {
Donc pour tout P = 3* a; X* € £ :
k=0

ailP) = i X = (X4 = o, (0050

ii. Pour tous P, € &, et pour tout A € C:

fa(AP+Q) = (AP+Q)(a) = (AP)(a) + Q(a) = A(P)(a) + Q(a) = Afa(P) + fa(Q)

D’ou la linéarité de f,,.
De plus, comme dim &’ est finie, 'application f, est continue. Par consé-
quent, f, € £

iii. II suffit de montrer que (f,,, fa,, .-, fa,) est libre dans &’. Soient donc

Ai€C,0<i<n tels que i Aifsi =0.0na
i=0
Y Nifai(P)=0, Pe&
i=0
Donc

Z/\ZP(CLZ) = O,P€5

/\Q.P(Clo) +)\1P(a1) + ... —i—AnP(an) = 0, pPeé& (*)

ﬁ (X —a;)
En remplagant par les polyndomes P, = =37* , k = 0,n dans la formule
Z:},—Lﬁk(ak*%)
(%), on obtiendra
)\k = 0, k= O, n
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Exercice 2 i.Soient z = (z,)n, ¥y = (Yn)n € H, etsoit A € C. On a

fO‘x + y) = f((Axn + yN)) = n1—i>Ifoo()\x” + yn) = nl_lgpoo)‘xn + nl_lg_looyn

= )\ lim z, + nlirfwyn = A(z)+ f(y)

n—-+00
D’ou, f est linéaire.

De méme, on a pour toute suite (z,), € H qui converge vers ¢ € C:
Ve >0,dN e N/Vn > N : ||z, — || :sggmn—é\ <e
Donc pour ¢ = ||z,,||, on aura
[F{@a))l = 1] < 1€ = 2nlt+|2n] < sup fzn — Ef4supfon] = Jlon = o+ [2nlloe < 2 [l2nllo

D’ou, f est bornée.

ii.Ona:|f|l <2
Exercice 3 i. Soit (f,,),, une suite de Cauchy dans B(R, R). Donc
Ve > 0,3Ny € N/Vn,m, m >n, (n > Nyetm > No) = (||fu — finllo <€)
D’ou, pour n > Ny et m > Ny, on aura
sup |fn(x) - fm(x)| <e (*)
T€R
Soit donc, pour tout z € R, ettousn, mavecn > Noetm > Ny : | f,.(z) — fi(2)] <
£.
Ce qui montre que pour tout x € R, la suite numérique (f,(x)),, est de Cau-
chy dans R. Elle est donc convergente pour tout x € R, car R est complet. Soit

donc

f(z)= lim f,(z), z€R

n—-+00

Fixons n et faisons tendre m vers +oco dans (*) . On obtiendra

Ve > 0,dN, € N/Vn,m,(m >n),(n > Ny etm > Ny) = (sup|fu(z) — f(2)] = ||fn — fllo <e)

zeR
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D’ou nl—lgloof” = f.

A-t-on f € B(R,R) ?

Onapoure =1

1l = sup ()] < sup |fol@) = f($)|+i‘g£|fn(‘”)| = [lfn = fllooFfnlloe < 1+l = Cte

car f, € B(R,R), n € N.
D’ou, f estbornée, i.e., f € B(R,R).
Par conséquent, I'espace B(RR) est complet. Il est donc de Banach.

ii. Soit (g, ), une suite dans F qui converge vers une fonction g. A-t-on g € F

Soit ¢ > 0. Pour tout n € N, Il existe donc A,, > 0 tel que pour tout z € R :
x> Ap = |gn(7)| < § car xEToogn(x) =0,neN.

On a donc

Ve > 07 El]VO € N/vnvmv (m > TL) ) (n Z NO etm Z NO) = (Sllp |gn(x) - g<$)| = ||gn - gHoo < g)
zeR

Dot pour toutz € R: 2 > A,

£

’g(m)‘ < ’gn(x) - g(x)] + ’gn(x)’ < g + 3

Ce qui montre que 1_131 g(x) =0.
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54 EMD 2017/2018

Exercice 1 a. Soit £ = L, ([0,1]), (1 < p < +00), et soit I'application A: £ —
E,ur— Au ou
Au(x) = zu(z), x € [0,1]
Montrer que A € £(£), et donner un majorant de sa norme.

b. Soit X" est espace vectoriel normé. Notons X’ son dual. Montrer par un

Corollaire du Théoreme de Hahn-Banach, que si &' # {0}, alors X" # {0} .

c. Montrer, en utilisant le Théoréme de Baire, que 'espace R? muni de la

distance euclidienne, ne peut s’écrire comme réunion dénombrable de cercles.
Exercice2 Soit V un sous-espace vectoriel fermé de1l’espace F = C° ([0,1] ,R) . ||.]|.)
tel que pour tout f € V, f est continiment dérivable sur [0, 1].
i. Montrer que l'application ®: V — F, f — ®(f) = f' est linéaire.
ii. Montrer que le graphe de ® est fermé.
iii. Montrer que l'espace V est complet.

iv. Que peut-on déduire pour la forme linéaire ® ? Justifier votre réponse.

Exercice 3 Considérons l'espace vectoriel

l = {x = (p)n>1 C R:sup|z,| < —i—oo}
n>1

muni de la norme ||.|| _ ot ||z|| , = sup|z,]|, et soit C 'espace vectoriel des suites
n>1
réelles convergentes.
a. Montrer que C C /.

b. Considérons l'application f;: C — R ot

folz) = lim z,, 2= (z,),€C

n—-+0o

- Montrer que f; est linéaire et continue sur C, puis déterminer || fy|| .
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c. Montrer, en utilisant le Théoreme de Hahn-Banach, qu’il existe f € (o)
telle que
Vo = (z,), €C: f(z) = lim z,

n—-+00
Trouver || f|| .
d. On cherche a montrer qu’il n’existe aucun a = (a,),>1 € (¢4, ||.||;) tel que

pour tout élément z = (z,,), € lw :

+o0
fla) =3 2

Pour cela :
d.1. Montrer que si a existe, alors f(a) = 0.
d.2. Déduire que f est la forme linéaire nulle sur /., et que ceci contredit la

question (c). d.3. Conclure.
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5.4.1 Corrigé de ’EMD 2017/2018

Exercice 1 a. i. Soient u,v € &, et soit A € R. On a pour tout z € [0, 1] :

A+ )(@) = zlu+ W) (2) = z(ul@) + (\W)(z))
= 2(u(z) + M(@)) = zu(z) + z(\w(z))
= zu(z) + Avv(z)
= Au(z) + Mo(2)

D’ou

A(u+ \v) = Au + NAwv

Ce qui montre que A est linéaire.

ii. Soituw € £.0n a

1

| Aull, = ([ |Au@)? d)? = ([ eu(@)] do)? < ([ Ju@)]? d2)? = |,

0

D’ot1, A est continue, et ||A|| < 1.

b. Soit x € X tel que = # 0. Par un corollaire du Théoréme de Hahn-Banach,
il existe f € X" tel que ||f|| = 1l et f(z) = ||z|| # 0. D’ott f € X’ et f # 0. Ce qui
montre que X’ # {0}.

c. On suppose que R? = U C,,, avec C,, n > 1 des cercles dans R? d’équa-
ppose q S q

tions
(:C - xn)Q + (y - yn>2 = T721
ol Z,, Yy, € Retr, > 0,n > 1. Soit d la distance euclidienne dans R?.
L'espace (R?, d) étant complet. De plus, si I'on considere les applications
fn: R? = Rou
(2.9) = fule.y) = (@ —2a)" + (y —w)* — 17
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on aura que les f,,, n > 1 sont toutes continues sur R?. De plus, f, ' {0} = C,,

n > 1. Ce qui montre que C,, est fermé dans R*, n > 1.

Par le Théoreme de Baire, il existe ny > 1 tel que C,,, # @. Contradiction car

C, = @, n > 1 du fait qu’il n’existe aucune boule ouverte dans R? entiérement

contenante dans C,,, n > 1.

Exercice 2 i. Soient f,g € V etsoit § € R.On a

Bf+9) =8f"+d

S(Bf +g) = B(f) + P(9)

® est donc linéaire.

ii. Soit (fo, ®(f1n))n>1 = (fn, f)n>1 une suite dans G(®), le graphe de ®, qui
converge vers (f,g). A-t-on (f,g) € G(®) ?,ie, feVetg=D(f)?

La suite (f,,), converge uniformément vers f, et la suite (f}),, converge uni-
formément vers g. Donc, et d’apres un résultat de la dérivabilité d'une suite de
fonctions, [ est de classe C'([0,1],R), c-a-d, f € V car V est fermé, et de plus
f'=g,ie, ®(f)=g.D'ou, G(P) est fermé.

iii. L'espace V est complet. En effet, V est fermé et contenu dans 1'espace

complet F.

iv. Comme V et F sont complets, et le graphe de ® est fermé, ® est continu
par le théoreme du graphe fermé.
Exercice3 a.Siz = (z,), € C, alors (z,,), est convergente. (x,), est donc

bornée. Par suite, x = (z,,),, € lx.
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b. fy est linéaire. En effet, pour tous « = (z,,),,, y = (y»),, € Cettouta € R:

folax +y) = Tim (ex, +y,) = lim (az,)+ lim y,
= « lim z,+ lim y,
n—-+00 n——+00
= afo(x)+ foly)

et fy est donc linéaire.

De plus, pour tout z = (z,,), € C :

fola)] = Jim | < supa] = ]
Dong, f est continue et ||fo|| < 1 (1). De plus, pour la suite y = (y,,) =

(1,1,1,...,1,..) € C, on aura

lim
n—)—i—ooyn

| fo(y)] _ :1:1

Iyl suply| 1
n>1

D’ou
|f0($)| > |f0(y)| -1

recao 17lle T Wl

1foll =
e fl=1 @
De (1) et (2), on obtiendra que || fo|| = 1.
c. Comme C C / estuns.e.v, et fy € C', par le Théoreme de Hahn-Banach,
fo admet un prolongement en une forme linéaire continue f: ¢, — C
, c-a-d,

Vo = (1), €C: f(a) = fola)

De plus, [ f]| = [[foll = 1.

d) d1. Par I’absurde, on suppose que a existe dans ¢,. Donc

n—-+o0o

+oo
Vo = (x,), €l : f(z) = Z Tpan, = lim z, (*)

103



104 A. Nasli Bakir

D’ou

+o00o
fla)=>a’= lim a,
n=1

n—-+o0o

—+o00
Comme a € /1, la série Y. a2 converge. Par suite
n=1

lim a, =0
n—-+00

Par conséquent
+oo
Z az =0
n=1

Donc a,, = 0,n > 1. Soit donc a = 0.

d2. Comme @ = 0 et par (*), on aura
f(x) =0, 2= (x,), € lx

i.e., f =0.Contradiction car || f|| = 1.
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5.5 Rattrapage 2017/2018

Exercice 1 a. Soit X’ un espace vectoriel normé. Notons X’ son dual. Montrer
par un corollaire du Théoreme de Hahn-Banach, que si z,y € X et x # y, alors

il existe f € X' tel que f(x) # f(y).

b. Montrer, par le Théoréme de Baire, que 1'espace des nombres réels R n’est

pas dénombrable.

Exercice 2 1. L'espace ¢; est muni des normes |||, et ||.||, . Montrer qu’il
existe ¢ > 0 telle que

Vo e by |z, < cllzl

2. Montrer que les normes |||/, et ||.||., sur ’espace ¢, ne sont pas équiva-

lentes. Utiliser la suite (a,,),, ou

3. Soit (), une suite bornée dans l'espace /;.
- Montrer que (z,), ne peut admettre une sous-suite convergente dans /¢;.

(Réponse détaillée).

Exercice 3 Soit £ un C-espace vectoriel normé, et soit £” le bidual de €&,
i.e., le dual de &', constitué des formes linéaires continues de £’ dans C. On

considere l'application J: £ — &", v — J(x) = J, ol
Jo: € = C, J(f)=f(z), fe&

- Montrer que, pour tout z € £, J, est une forme linéaire continue sur &’.

- Montrer, par le théoreme de Hahn-Banach, que J: £ — £” est une isomé-

trie, i.e. || J.|| = ||z, z € &.
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5.5.1 Corrigé du Rattrapage 2017/2018

Exercice 1 a. Comme z # y,z — y # 0. Alors, par un corollaire du Théoreme

de Hahn-Banach, il existe f € X’ || f]| = 1, tel que f(z — y) # 0. Par suite,
fx) # f(y).

b. Par I'absurde, on suppose que R est pas dénombrable. Donc R = {x¢, z1, z2, ...}
ouzx; € Rjie Nie, R= Y {z;}. Le singleton {z;} étant fermé dans R car
{2,}9 = |—o00, 2;] U |24, +00| est un ouvert dans R. De plus, R est complet. Par
le théoreme de Baire, il existe iy € N tel que {z;,} est d’intérieur non vide. Il
existe donc un intervalle ouvert dans R inclus dans {z;,} . Contradiction. Par

conséquent, R n’est pas dénombrable.

Exercice 2 1. Pour tout z = (z,),>1 € {1, 0na

+o00o
2]l = sup |za| < ) 2ol = [,
n>1

n=1

Il suffit donc de prendre c = 1.

2.0na
1
Jall.. = suplan| =
n>1
et
“+o00 n 1 n
HaH1 = Z ‘an‘ = Z* =5
n=1 i=1 2 2
Par suite
lal _
lall o n—+oo

Par conséquent, il n’existe aucun ¢’ > 0 tel que
lall, < ¢ flall

Etdong, ||.||, et ||.]|, ne sont pas équivalentes sur ¢;.

3. Si on suppose que (z,), peut admettre une sous-suite convergente dans

¢,. Dong, la boule unité fermée est compacte dans ¢;. Par le théoreme de Riesz
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relatif a la compacité de la boule unité fermée, 1’'espace ¢, est de dimension finie.

Contradiction.

Exercice 3 1.i.Soit x € £. On a pour tous f, g € E . ettoutaeC:

Jo(af +g) = (af +9)(x) = af () + g(z) = a.(f) + J.(9)

J, est donc une forme linéaire sur &’.

ii. Continuité. Pour tout z € £, et tout f € £

(N =1/ (@)] < sup |f(@)] = [I/]

Dong, J, est continue sur &', et || J,|| < 1.

2. Par le théoreme de Hahn-Banach, on a pour tout z € £ :

1ol = sup [ 1 (f)] = sup [ f(2)] = [l]
fee fee
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Exercice 5.5.1.

a. L'espace R des nombres réels est muni de la distance de la valeur ab-
solue. Montrer, en utilisant le Théoreme de catégorie de Baire, que R n’est pas

dénombrable.

b. Dans l'espace de Banach X = C([0,1],C) muni de la norme ||.| de

int

la convergence uniforme, on considere la suite (f,), définie par f,(t) = e,

(te|0,1],n>1)

1. Montrer que la suite (f,), nadmet aucune sous-suite convergente dans

X.

2. Que peut-on conclure par le Théoreme de Riesz ?

Exercice 5.5.2.

Soit (H, (.,.)) un espace de Hilbert, et soit 7' : H — H un opérateur linéaire

symétrique, i.e.,
(Tz,y) = (z,Ty), z,y€ H

Montrer, par le Théoreme du graphe fermé, que T est continu.

( Utiliser la continuité du produit scalaire)
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5.6 EMD 2018/2019

Exercice 5.6.1.

a. L'espace R des nombres réels est muni de la distance de la valeur ab-
solue. Montrer, en utilisant le Théoreme de catégorie de Baire, que R n’est pas

dénombrable.

b. Dans l'espace de Banach X = C([0,1],C) muni de la norme ||.||» de
la convergence uniforme, on consideére la suite (f,), définie par f,(t) = ™,

(tel0,1],n>1)

1. Montrer que la suite (f,), n"admet aucune sous-suite convergente dans

X.

2. Que peut-on conclure par le Théoreme de Riesz ?

Exercice 5.6.2.

Soit (H, (., .)) un espace de Hilbert, et soit 7' : H — H un opérateur linéaire

symétrique, i.e.,
(Tw,y) = (z,Ty), w,yeH
Montrer, par le Théoreme du graphe fermé, que 7" est continu.

( Utiliser la continuité du produit scalaire)

Exercice 5.6.3.

Soient £ et F' deux espaces vectoriels normés, et soit L(E, F') ’'espace des

applications linéaires continues de £ dans F.

Le but de I’exercice est de montrer que si L(E, F') est complet, alors F est

complet.
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Et donc comme conséquence directe : L(E, F) est complet si et seulement si

F est complet.
1. Soit xy € E un vecteur unitaire. Montrer qu’il existe f € E',||f|| = 1 et
vérifiant f(zg) = 1.

2. On suppose que L(E, F) est complet, et soit (z,), une suite de Cauchy

dans F) et soit la suite d’applications 7,, : E — F, (n > 1) définies par
To(xz) = f(x)z,, z€En>1

i. Montrer que T, € L(E, F),n > 1.
ii. Montrer que la suite (7},),, est de Cauchy dans L(E, F').
iii. Déduire que la suite (7},),, est convergente vers un opérateur I’ € L(E, F)?
3. Montrer que (z,), est convergente vers le vecteur z = T'x.

4. Conclure.
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5.6.1 Corrigé de ’EMD 2018/2019

Exercice 1. a. Par 'absurde, on suppose que l'espace R est dénombrable.

Donc,
R= gl{xn},xn eRn>1

L’espace R muni de la distance euclidienne étant complet. De plus, les single-
tons {z,,} sont des fermés de R. Par le Théoreme de catégorie de Baire, il existe

j > 1tel que Int{x;} # 0. Il existe donc r > 0 tel que
B(zj,r) C {z;}

Contradiction.

b. La suite (f,,),>0 définie par
falt) =€e™ n>1t€[0,1]
1.On a pour tousn,m > 1:
[fa(t) = fn(O)]F = €™ — ™[> = 2 = 2cos(n — m)t

Dong,

1o = Fulloo = sup |fu(t) = fn()] = sup /2 —2cos(n —m)t=2  (5.1)
0<t<27m 0<t<27

Dong, la suite (f,),>0 n'est pas de Cauchy dans X. Elle n"admet donc aucune

sous-suite convergente car toute sous-suite de (f,),>o vérifie 1'égalité (5.2).

2. La suite (f,,)n>0 est un élément de la boule unité fermée B(O, 1) de I'espace

X car

[fallse = sup |fu(t)] = sup |e™] =1
0<t<2m 0<t<om
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Par la question précédente, la boule B(O, 1) n’est pas compacte dans X, d’apres
le Théoreme de Bolzano-Weierstrass. Finalement, et par le Théoréme de Riesz,

I'espace X est de dimension infinie.

Exercice 2. Soit (x,,, T'x,) une suite dans le graphe G(7') de T qui converge

vers (z,y) dans H x H. On a dong,

lim z, =xzet lim Tx, =
n—-4o00 " n—4o00 " y

De plus, pour tout z € H,
(Ty, z) = (T, T2)
Donc,

lim (Tz,,z)= lim (x,,Tz)

n—-+o00 n—-4o0o

Par la continuité du produit scalaire,

( lim Tx,,z)=( lim z,,Tz)

n—-+o0o n—-+o0o

Dong, pour tout 2,2 € H :
(y,2) = (2,Tz) = (T'z, )

Ce qui montre que y = Tz, et G(T) est donc fermé. Comme l'espace H est

complet, T" est continu par le Théoreme du graphe fermé.

Exercice 3. 1. Soit zy € E,||zo|| = 1. D’apres le Corollaire 4.1 du Théoreme

de Hahn-Banach, il existe f € E' telle que || f|| = 1 et f(xo) = ||zo]|-

2.il. Pour tous xz,y € F,ettout A € C:

T +y) = fFOaty)zn = (A (2) +F ()20 = A (@) 20+ [ (y) 20 = ATu(2) + Tu(y)
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car f estlinéaire. Par conséquent, T,, est linéaire.

De plus, pour tout x,z € E, ettoutn > 1:

ITn (@)l = [Lf (@) znll = LF @) l[2nll < ANzl < H2nllfl]

car f est continue et || f|| = 1. Ce qui montre que 7T, est continue, et || 7}, || < ||z,]|-

De (i1) et (i2), on aura que 7, € L(E, F),n > 1.

ii. Pour tousn,m € Nyn #m :

[T = Tl = sup [[f(2)(z0 = zm)ll = [0 = ZmH‘SUP [f(@)] = ll2n = 2ml

=<1 |zl <1

Comme (z,), est de Cauchy dans F, la suite (7},),, 'est également dans L(E, F).

iii. On en déduit que la suite (7},),, est convergente vers certain 7' € L(E, F)

car L(E, F) est complet.

3. Posons T'zy = z. Alors,
20 = 2[| = [ Th(zo) — Twol| = (T — T)oll < [T = T[[|lzoll =0, (n — +o00)

4. La suite (z,), est donc convergente vers z, z € F. Par conséquent, ’espace F’

est complet.

113



114 A. Nasli Bakir

5.7 EMD de remplacement 2018/2019

Exercice 5.7.1.

a. L'espace R? est muni de la distance euclidienne. Montrer que :
1. Toute droite dans R? est d’intérieur vide.

2. R? ne peut pas s’écrire comme réunion dénombrable de droites

Exercice 5.7.2.

Sur l'espace vectoriel C([0, 1], R), on considere les normes ||.||; et ||.| -

Soit la suite de fonctions ( f,,), définie par

—n’t+mn, te€ {O,H
fn(t) = 1
0, te }5,1]

a. Montrer que ces deux normes ne sont pas équivalentes.

b. Que peut-on déduire pour I’espace C([0, 1], R)?

Exercice 5.7.3.

Considérons les espaces de Banach
+o0o
lp(Z) =z = (z)pez CC: D |z < +o0

k=—o00

et

loo(Z) := {x = (2x)kez C C 1 sup|zy| < —i—oo}
kezZ

(1 < p < +00), munis des normes
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respectivement, x = (xy)rez C C.

1. Soient a = (ag)kez € 1 (Z) etu = (ug)kez € loo(Z). Posons v = (vg)gez OU

+00
Uk =Y Apui—p, (k € Z)....(x)

p=—00

Montrer que v € {o(Z). (On peut utiliser I'inégalité de Holder)

2. Soit u € l5(Z). On pose p(u) = +ZO:O e
k

2
et on considére I’ensemble

F={ueb(Z): p(u) <1}

Montrer que F est un sous-ensemble convexe et fermé de ¢»(Z).
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5.7.1 Corrigé de I’'EMD de rempalcement 2018/2019

Exercice 1. 1. Toute droite dans R? ne peut contenir une boule ouverte.

2. On suppose que R? = ngn ou D,,,n > 1 sont des droites dans R* d’équa-

tions
an® + by + ¢ = 0, ap, by, ¢, € Ret (ay,b,) # (0,0).
L'application A,, : R* — R définie par
Ap(z,y) = apz + by + ¢,

est continue, et de plus, D,, = A, '({0}), (n > 1)
Ce qui montre que D,, est un fermé dans R?. Par le Théoréme de Baire, il existe

j > 1tel que Int(D,) # (). Cela contredit le résultat de la question précédente.

Exercice2. 1.Ona

1/n 1/n

1
1
lwally = [1fa@t = [ | =2t +nldt = [ (=n*t+n)dt =
0 0

0

|20l = sup [fa(t)] = sup (—n’t+n)=n
t€[0,1]

t€[0,1/n]
Dong,
[Znlloc _
=—==12n
[zally 1/2
La suite (H%”OO) n’est donc pas bornée. Par conséquent, les deux normes ne

a1
sont pas équivalentes sur C([0, 1], R).

2. Comme au moins deux normes sur C([0, 1], R) ne sont pas équivalentes,

I'espace C([0, 1], R) est de dimension infinie.
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Exercice3. 1.Ona

—+00 —+00
|v[l,e = sup|ux| = sup Z pU—p| < SUP Z |apug—p| <
keZ €4 |p=—o0 k p=—00
“+oo +oo
< > lap|suplup—p| =suplur—p| Y lap| < lall; fJull
p=—00 kEZ keZ p=—00

D’ou
[v]lo < llally Jullo, < 400

Ce qui montre que v € {(Z).

2.1i. Soient u = (ug)kez, v = (Vi )rez € F, etsoitt € [0,1].On a

0ty + (1=t _ +Z°° (tug, + (1 — t)vp) (tug + (1 — t)T5)

pltut (I—t) = >

it 1+ k2 St 1+ k2
_ Jio 2 |ul” + (1 — )2 [up]® + 2¢(1 — t) Re(uyr)
et 1+ k2
& 2 lul® + (1= 1) sl + 11— 1) (Jusl” + e ")
< k_z " , (2Re(ab) < |a)* + |b]%)
2wl & ol e N
< 1—t)? t(1—t LI EILLTS
S P2 et -0 X g ti- 2 s

< PH1-tP+2(1-t)=1

Car u,v € F.D'ou, tu + (1 — t)v € F. F est donc un sous-ensemble convexe de

(7).
ii. Soit (1), ey une suite dans F qui converge vers un élément u = (uy)yez €

l5(Z). A-t-onu € F?7Ona
VnEN:un:(u,(:))keZ:( ...... RV IR IRV I
Pour tout ¢ > 0, il existe Ny € N : Vn,n > Ny : ||lu, — u||, < . D’'oty,

Vn, n > Ny : Hu,&”)‘ - |uk|’ < ’u,(:) - uk‘ < up —ully <€
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Comme u, € F, n € N, alors p(u,) < 1, n € N. C-a-d, pour tout m € N :
2
o lu™

>, likg < 1. Dong, par passage a la limite quand n — +o0, on aura
k=—m

Et quand m — +o0, on obtiendra

io Jug|”
k=—o00 L+ k?

ie. p(u) <1,etdoncu € F.
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Chapitre 5 : Sujets d’examens

5.8 Rattrapage 2018/2019

Exercice 5.8.1.

a. Soient (£, ||.||z) et (F,].||) deux espaces vectoriels normés sur C tels

que dim £ < +o0.
- Montrer que toute application linéaire de £ dans F' est continue.

b. i. Montrer que 1’ensemble
+oo

S={z=(2n)n>1 €l : >z, =0}

n=1

est un sous-espace vectoriel de I’espace /5.

ii. L'ensemble S est-il fermé dans /57

Exercice 5.8.2.

Soit X = C([0,1],R), etsoit I : (X, |.||oc) = (X, ].]}1) 'opérateur d’identité.

1. Montrer que I est linéaire, bijectif et continu.

2. Calculer ||]].

3. Montrer que 'opérateur inverse /! de I n’est pas un homéomorphisme (
n’est pas continu). Utiliser la suite (f,,), ou f,,(t) =", n > 1.

4. Que peut-on déduire par le Théoreme de ’homéomorphisme de Banach ?

Exercice 5.8.3.

Soit Y un sous-espace vectoriel fermé de Ly([0, 1], C). On suppose que Y C
L.(]0,1],C). Montrer, a I'aide du Théoréme du graphe fermé, qu’il existe C' > 0
telle que

[fllo < Cllfll2, f eV
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5.8.1 Corrigé du rattrapage 2018/2019

Exercice 1. a. Soit n = dim F,n > 1. Donc, E admet une base (e;)",. Pour
tout z € E, il existe donc Ay, Ag,.., A\, € C tels que z = Y Ayeg. Soit donc
k=1

T : E — F une application linéaire. On a donc,

1Tl = 1T Aver)ll = 11 > MTexll <

n

> |

k=1 k=1 k=1
n

>

k=1

Al | Ter|

IN

masx () Tex |

<
< max ([ A]) I;HT&:H
< Clz]ls

oll ||| est équivalente a la norme ||.|| g car dim £ < +o0, et C' = i | Te]|-
k=1

SiT =0, T est continue. Sinon, C' > 0. Par conséquent, T est continue.
b.i. Soient z = (2,,)n>1,y¥ = (Yn)n>1 € S, et soit A € C. Dong,
AT +y = ()‘xn + yn)nzl
D’ou,
+oo
> (Axy + yn) = ZAxn+Zyn—>\an+Zyn—A +0=0

n=1

car z,y € S. Dong, (A\z +y) € S, et S est alors un sous-espace vectoriel de /5.

-1 —1 -1
ii. La suite (z,,), ou z, = (1, —, —,...,—, 0,0, ...) vérifie
n n n

+oo -1

Yoo =1+n(—)=0

k=1 n

Ce qui montre que z,, € S,n > 1. Or, EIJIFI z, = (1,0,0,...,0,..) ¢ S. Par consé-
quent, S n’est pas un fermé de /5.
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Chapitre 5 : Sujets d’examens

Exercice 2. 1. Il est clair que [ est linéaire et bijectif, et son inverse est 1'opé-

rateur d’identité I~ : (X, ||.|[1) = (X, ||.||)- De plus, pour tout f € X, on a

1 1
1A =1 = [ 1@t < [ sup [Fe)dt] < 1]
0 0 te(0,1]

D’ou, I est continu, et

] <1 (5.2)

2.0napour fy=1sur[0,1]:
1
1)l =1t = [dt=1
0

et || fol|c = 1. Par conséquent,

1]l = ”fSHup:le(f)Ih > [ (fo)ll =1 (5.3)

De 62) et 63, 1] = 1.

3.0na:
1T fulloo = || falloo = sup [ fu(t)]dt = sup [t"|dt = 1
te(0,1] te[0,1]
De méme,
1 1 1
= [ 1St dt:/t”dtzi
Ifall = [ Vel = [ 1elat = ——
0 0
Par suite,
[_1 nioo
HHff||H:n—|—1—>—|—oo,(n—>—|—oo)
nill

Ce qui montre que /! n’est pas continu.

4. De (3), I'opérateur I n’est pas un homéomorphisme. Comme (X, ||.||o) est
un espace de Banach, par le Théoreme d’homéomorphisme de Banach, I'espace

(X, |I.]l1) n’est pas de Banach.
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Exercice 3. Le sous-espace Y est fermé de 1'espace complet /5. ) est donc
complet. Considérons l'application d’identité I : Y — L ([0, 1],C), etsoit (f,, I fn)n =
(fns fn)n une suite dans le graphe G(I) de I qui converge vers (f, g). Donc,nl_iginOo fo=
f = g. Ce qui montre que G(I) est fermé. Comme ) et L.([0,1],C) sont com-
plets, I est continu par le Théoreme du graphe fermé. Par conséquent, il existe

C > 0tel que
[fllee < Cllfll2 f €Y
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