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Résumé

La présente étude s’inscrit dans le cadre de la modélisation stochastique dynamique des phénoménes
hydrologiques pour des fins de prédiction. Dans ce travail, nous nous intéressons a la pluviométrie et sa variabilité
géographique et temporelle dans le bassin versant de Cheliff (Algérie). L’objectif est I’étude de 1’applicabilité de la
technique du filtre de Kalman (FK) discret a la modélisation et la prédiction multi-site de la pluviométrie, ainsi que
I’amélioration des erreurs de prédiction et ce pour le pas de temps annuel et mensuel. L’outil FK présente
I’avantage majeur de procurer ’erreur de prédiction qui présente en soit un indicateur de précision. En plus, son
algorithme travaille dans le domaine temporel avec une nature récursive, et dispose d’un estimateur optimal dans le
sens des moindres carrés. Un autre aspect de son optimalité est qu’il incorpore toute I’information disponible sur le
systéme, les mesures et les erreurs, dans un opérateur adaptatif qui est recalé a chaque fois qu’une nouvelle mesure
devient disponible. A cet effet, les données de trente-neuf (39) stations pluviométriques dans le bassin versant de
Cheliff ont été investies et les séries chronologiques des précipitations mensuelles et annuelles observées sur une
période de 5lans (1959 a 2009) ont été mise en ceuvre. Les résultats obtenus montrent que les prédictions multi-
sites suivent de plus prés les observations enregistrées et les erreurs de prédiction sont minimales. Ceci est valable
aussi bien dans la dimension temporelle que spatiale, autant au pas mensuel qu’annuel, ce qui montre que le FK est
un outil assez performant procurant de bonnes prédictions méme en présence de saisonnalité. En fin, les
performances du FK sont démontrées en termes de moyenne, écart-type et valeurs extrémes des erreurs de
prédiction. L’erreur relative moyenne des prédictions est inférieure a 10% ce qui est largement acceptable.

Mots-clés : Filtre de Kalman, Prédiction multi-site, Précipitations, Bassin versant du Chéliff, Algérie.

Abstract:

The present study is part of the stochastic modeling framework dynamics of hydrological phenomena for prediction
purposes. In this work, our attention is focused on rainfall and its geographical and temporal variability in the
watershed Cheliff (Algeria).

The objective is to study the applicability of the technique of Kalman filter (KF) discrete modeling and multi-site
rainfall prediction ,also improvement of prediction errors for Annual and monthly time. KF has the major
advantage of providing the prediction error that has to be an accurate indicator. In addition, the algorithm works in
the time domain with a recursive nature, and has an optimal estimator in the least squares sense. Another aspect of
its optimality is that it incorporates all the information available on the system, measurements and errors in an
adaptive operator that is reset each time a new measure becomes available. To this end, data from thirty-nine (39)
Cheliff rainfall stations in the watershed Cheliff have been invested; and the time series of annual and monthly
precipitation observed over a period of 51 years (1959-2009) have been implemented.

The results obtained show that the multi-site predictions follow more closely recorded observations and prediction
errors are minimal. This is true both in the temporal and spatial dimension, both in monthly and yearly step, which
shows that the CF is a fairly powerful tool providing good predictions even with seasonality. In the end, the CF's
performance is demonstrated in terms of mean, standard deviation and extreme values of the prediction errors. The
average relative error of the predictions is less than 10%, which is broadly acceptable.

Keywords: Kalman filter, multi-site prediction, precipitation, Watershed Cheliff, Algeria.
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INTRODUCTION GENERALE :

Dans un pays semi-aride comme I'Algérie, l'eau est un élément de survie qui est
directement ou indirectement lié a tout développement économique et social.
Malheureusement, les ressources en eau font face a de grands défis émis par le déficit
pluviométrique et la rareté, ainsi que leur variabilité géographique. Selon (Haddad et
Rahla, 2004 ; H. Hisdal et L.M. Tallasken, 2003 ; J.M. Garcia-ruiz et al, 2011), la
demande en eau a atteint 5 milliards de métres cubes par an, avec une alimentation de
170 m*/habitant/jour au lieu d'une norme minimale de 250 m®/ habitant /jour, ce qui est
déja considéré comme un déficit. Ce déficit devient de plus en plus problématique d’une
année a une autre et requiert, une solution urgente et efficace afin de surmonter le déficit
de la demande et d'assurer un approvisionnement régulier en matiére d’eau pour tous les
usagers.

La nouvelle politique de I'Algérie se concentre sur la gestion intégrée des ressources

en eau (Mate, 2001) par conséquent, deux types d'actions sont a prendre en
considération, la gestion optimale et I'économie des ressources en eau.
Dans sa communication nationale initiale, I'Algérie a déja prévu un programme d'actions
pour faire face aux changements climatiques. Pour ce qui est de l'eau, ce programme
integre la gestion des bassins versants entre autres points. En plus du programme de
développement de l'investissement de I'eau, qui a occupé une place importante dans le
programme (2010-2014) du gouvernement algérien (Rouane, 2011), il serait opportun
d’étre complété par une recherche scientifique. Ceci va certainement avoir un impact
positif sur les ressources en eau en Algérie globalement. Gréace a elle, nous voudrions
donner 1’un des outils d’aide a la décision aux planificateurs de ’eau ; et la présente
étude est une modeste contribution a la réussite de cette nouvelle politique de I'eau.

Au cours de l'histoire des Sciences, les observations ont d'abord été qualitatives puis
ce sont raffinées pour devenir quantitatives, alors que parallelement, les modeles
descriptifs se sont renforcés de l'apport des mathématiques, en particulier de I'Analyse
Numérique. La motivation et I'enjeu principal de ces deux sources de connaissances
(observation-modele) étaient et sont toujours le besoin immédiat de prévisions
méteorologiques numériquement calculables. Dans la recherche de méthodes adéquates,
s'est imposée l'idée selon laquelle les modéles dynamiques utilisés devaient rendre
compte de la propagation des informations dans le temps et dans l'espace. Cette notion
fondamentale de propagation compense la disparité et I'imprécision des observations et
permet de construire une image consistante, quadridimensionnelle, de I'atmosphere, de
climat,...dont la taille rend compliquée voire impossible la description compléte. L'un des
enjeux de ce type détude est donc de confronter une nécessité d'information
(météorologie ...), et la complexité des données : bruit, distribution trés irréguliere des
mesures dans le temps et dans I'espace) (C. Plumejeaud, 2006)

La combinaison de modéles numériques rendant compte des lois fondamentales de la
physique et des observations disponibles s'appelle assimilation et prédiction de données
qui donne lieu a des recherches actuellement en plein essor.
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La prédiction peut étre définie comme le comportement futur probable d’un processus et
la confiance qui lui est assignée dépend de la nature du processus étudié et de la qualité
de I’adéquation du modéle adopté (Hwang and Brown ,1997).

Il existe a ce jour deux grandes classes de méthodes d'assimilation de données qui
correspondent a deux approches bien distinctes. Assimilation séquentielle, qui repose
sur des considérations statistiques et qui procede par corrections successives de la
prévision du modele au fur et a mesure que des observations sont disponibles ; et
I'assimilation variationnelle, qui consiste a ajuster au mieux une solution du modéle a
toutes les observations disponibles tout au long de la période d'assimilation. Les
méthodes séquentielles reposent essentiellement soit sur [l'interpolation optimale
(chercher une combinaison linéaire optimale entre les observations et les états du
systeme aux mémes instants),, soit sur le filtre de Kalman(utilise les observations dans
I'ordre ou elles sont disponibles, l'estimation de I'état du systeme ne dépendra pas des

observations futures mais uniquement des observations passées et présentes).(C.
PLUMEJEAUD,2006)

Dans la prédiction en temps réel, il est nécessaire de travailler dans le mode adaptif, ce
qui implique I’utilisation d’un mode¢le ayant une structure rétroactive qui fait que la sortie
du modele au temps présent est reliée aux sorties observées précédentes, c’est le cas du
filtre de Kalman (FK).

Le FK peut étre définit d’une maniére simple comme étant un algorithme optimal et
récursif de traitement de données (Szollosi, 1978). Son principe est simple, il consiste a
combiner deux estimations indépendantes pour former une estimation pondérée ou
prédiction. La premiére estimation peut étre une prédiction a-priori ou une estimation
basée sur une information a-priori, la seconde, une prédiction basée sur la nouvelle
information (nouvelle mesure). C’est un reconstructeur d’état dans un environnement
stochastique, ¢’est un estimateur linéaire minimisant la variance de 1’erreur d’estimation.
Son grand avantage est de procurer avec précision la covariance des erreurs de prédiction
qui constitue en soi un critére d’optimalité. Un autre aspect d’optimalité¢ du filtre de
Kalman c’est qu’il incorpore toute l’information disponible sur le systétme et ses
perturbations et peut étre amorcé avec le minimum d’information disponible

En effet, depuis son introduction par Kalman(1960) et ses applications initiales par
Kalman et Bucy une année aprés (Kalman et Bucy,1961), le filtre de Kalman n’a pas
cessé d’intriguer les chercheurs . Plusieurs recherches théoriques ont été stimulées par les
problémes rencontrés lors de 1’application de ce filtre a des problémes pratiques entre
autres (Jazwinski, 1969), et depuis on a constaté 1’explosion de son application a des
problémes divers dans plusieurs domaines d’intérét.

Le filtre de Kalman est utilisé dans une large gamme de domaines technologiques
(radar, vision électronique, communication ...). C'est un théme majeur de l'automatique et

du traitement du signal. Mais il est aussi de plus en plus utilisé en dehors de son domaine,
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par exemple en météorologie, en océanographie et en hydrologie pour l'assimilation de
données dans un modéle numérique (Jazwinski, 1969),

Harrison et Stevens (1975a, b) ont montré que toutes les méthodes de prédiction sont
des cas spéciaux du FK. Ce Filtre permet des changements de modéle, de paramétres et
de variances. La difficulté avec le FK est que plusieurs questions techniques n’ont pas
encore été répondues d’une maniére satisfaisante. L’approche elle-méme ayant évolué au
sein des applications dans [’engineering. Par conséquent, plusieurs statisticiens et
chercheurs opérationnels connaissent peu sur lui, ou le trouvent difficile a comprendre
par ce qu’il est souvent formulé dans I’espace d’état.

Peu d’études ont été réalisées sur le filtre de Kalman en combinaison avec des
approches plus avancées de modele conceptuel pluie débit , Les concepts de
I’hydrogramme unitaire et de la précipitation antérieure ont été utilisés par Husain (1985)
avec un filtre de Kalman standard pour simuler divers événements de crue.

Concernant la modélisation et la prédiction des processus d’écoulements souterrains
ou de surface, Bergman et Delleur(1985) ont utilisé le filtre de Kalman pour la
prédiction des écoulements journaliers, ils ont étudié le filtre de Kalman combiné avec les
modeles ARMAX pour les écoulements journaliers, Jimenez et al. (1989) ont essayé
moyennant le filtre de Kalman d’identifier des modéles PARMA (periodicautogressive-
movingaverage) pour des écoulements mensuels

Sen(1991) a combiné le FK avec les séries Walsh orthogonales qui sont proposees
comme un modéle effectif au calcul des périodicités dans les séries hydrologiques
observées. Cette combinaison a conduit a une procédure de prédiction en temps réel des
variables d’état qui sont de variables hydrologiques mensuelles.

Latif (1999), a développé une technique de FK et son application a des précipitations
en Turquie. Son software reste applicable a n’importe qu’elle série de mesure de
précipitations dans n’importe qu’elle région du monde.

Un filtre de Kalman standard a été intégré avec succes dans le modele conceptuel
pluie—débit IHACRES par Schreider et al. (2001).Quesney et al. (2000) ont utilisé un
filtre de Kalman étendu pour 1’assimilation de mesures d’humidité de surface (par
télédétection Radar ERS/SAR) dans un modele hydrologique conceptuel global

Parmi les publications les plus récentes référant a 1’application du filtre de Kalman
nous pouvons citer a titre d’exemple Hartnack&Madsen (2001) ou un filtre de Kalman
d’ensemble a été utilisé pour améliorer la performance de la partie hydraulique du modele
MIKE 11; Sen et al. (2004), Un modele dynamique linéaire spatio-temporel a été
développé par Amisigo& van de Giesen (2005) pour combler les lacunes dans des séries
de debit journalier. Ils utilisent a cet effet un filtre de Kalman pour I’estimation des
variables d’état; Moradkhani et al.(2005),qui utilisent une approche d’estimation
paramétre-état basée sur le filtre de Kalman d’ensemble (EnKF) pour I’estimation
séquentielle & la fois des paramétres et des variables d’états d’un modéle hydrologique
conceptuel. Troch et al. (2003), dans un essai sur les méthodes d’assimilation dans la
modélisation hydrologique, affirment que I’accent devrait €tre mis dans les études futures
sur l’intégration a D’échelle du bassin versant du filtre de Kalman a travers la
modélisation pluie débit ;Weerts et El Serafy (2006) et Ouachani et al. (2007).
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En Algérie et jusqu’a ce jour-la, la recherche bibliographique a montré que les
modeles dynamiques basés sur la description d’état n’ont jamais eu une véritable chance
d’étre appliqués a la prédiction hydrologique. Particulierement dans le domaine de 1’eau,
exception faite de quelques contributions modestes dans ce domaine (Boukharouba
,1996), (Boukharouba et Mokrane ,1997), (Boukharouba et Kettab, 2006), et
(Boukharouba et Kettab, 2009) mais qui sont restées inexploitées malgré la qualité des
résultats obtenus . L’une des raisons majeures qui n’encouragent pas le recours au FK est
justement cette notion d’état et la représentation du systéme dans son espace. Une autre
difficulté réside dans la détermination des conditions initiales entre autres les matrices de
covariance des erreurs du systeme et de la mesure. Cette these présente une contribution
au comblement de cette lacune dans le domaine de la prédiction hydrologique en Algérie.

Dans ce modeste travail, nous nous intéressons a la quantité d’eau précipitée ainsi
que sa distribution qui varie dans le temps et dans 1’espace. Cette variabilité est due au
concours de plusieurs facteurs climatiques et physiographiques assez complexes. La
description et la prédiction de cette variabilité est un élément fondamental dans une large
variété d’activités humaines, ainsi que dans ’élaboration et la conception de grands
projets techniques et scientifiques. Pour la mise en ceuvre de ce filtre, les séries
chronologiques des précipitations mensuelles et annuelles enregistrées sur une période
de 51ans (1959 a 2009) dans trente-neuf (39) stations pluviométriques dans le bassin
versant de Cheliff ont été étudiées.

Les objectifs sont donc I’é¢tude de I’applicabilité¢ de la technique du FK discret a la
modélisation et la prédiction multi-site de la pluviométrie annuelle et mensuelle dans le
bassin versant de Chéliff, ainsi que I’amélioration des erreurs de prédiction.

Pour se faire, le travail est composé de deux parties :

® La premiére partie : c’est la partie théorique, elle est entierement dédiée au filtre
de Kalman proprement dit, ou I’accent est mis sur le modeéle mathématique en
continu et en discret, sur I’algorithme de calcul et enfin sur les conditions de son
application.
v Chapitre 1.1 : Notions de base pour aborder le Filtre de Kalman
v Chapitre 1.2 : Méthode du Filtre de Kalman

m Laseconde : est la partie pratique qui se divise aussi en deux chapitres:
v Chapitre 11.1 : Traitement des données
v Chapitre 11.2 : Application du Filtre de Kalman

Le modeéle recherché serait un moyen de prédiction en ligne qui non seulement

procure des prédictions multi-sites optimales mais aussi des prédictions qui tiennent en
compte de la nature dynamique de la pluviométrie elle-méme.
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m Chapitre 1.1 Notions de base pour aborder le filtre de Kalman

Introduction

Le recours a un outil tel que le filtre de Kalman (FK), en vue d’une une prédiction en
hydrologie, requiert la connaissance de quelques notions de base sur lesquelles reposent les
fondements théoriques de ce dernier. Dans ce sens, le présent chapitre peut étre considéré
comme une introduction au FK discret, ou un rappel au sujet de ces quelques notions
élémentaires semble étre indispensable.

Ces notions regroupent des concepts mathématiques allant de la simple notion de
probabilité et de variables aléatoires ainsi que leur caractérisation mathématique, aux
processus stochastiques linéaires et leur modélisation dynamique. D’autres concepts tels que
les séries chronologiques, les bruits blancs gaussiens, les modéles espace-état ainsi que le
probléme du filtrage linéaire seront également introduits.

1.1.1. PROBABILITE ET VARIABLES ALEATOIRES :

I.1.1.1.Loi de probabilité
Une loi de probabilité est une mesure, souvent vue comme la loi décrivant le comportement
d'une variable aléatoire, discrete ou continue
Pour (2, A) un espace mesurable, P est une loi de probabilité, mesure de probabilité ou plus
simplement probabilité si :
P est une application de A dans [0,1] ; P(Q2)=1;
P est Q additive, c'est-a-dire pour toute famille finie ou dénombrable d'éléments disjoints
(Ai,iEI) de A ;

P(UA) =YP(A) (1.1.1)

iel

1.1.1.2.Variable aléatoire réelle
Une variable aléatoire réelle sur l'espace probabilisé(Q2, A,P) , c'est-a-dire une fonction
mesurable X :(Q, A)—(R,B(R)) ; La loi de probabilité de la variable aléatoire x est la mesure
de probabilité, notée Px, définie sur I'espace mesurable (R,B(R)) par :

Px (B)=P(X*(B)=P(XeB) (1.1.2)

1.1.1.3.Loi de probabilité a plusieurs variables
La probabilité pour que la variable aléatoire X prenne une valeur numérique inférieure a &t
alors que Y prend une valeur inférieure ala référence d'équation est insérée a cet
emplacement y définit la fonction de répartition :

F(x,y) =P (X <x,Y<y) (1.1.3)
Celle-ci est non décroissante en x et en y entre la valeur 0 lorsque les deux variables tendent
vers -oo et la valeur 1 lorsqu'elles tendent toutes deux vers+oo.

La densité de probabilité jointe ou loi jointe s'obtient par une double dérivation :

fo (X, y) = % ZXY xy) (1.1.4)

w5


http://fr.wikipedia.org/wiki/Mesure_(math%C3%A9matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_al%C3%A9atoire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_mesurable
http://fr.wikipedia.org/wiki/Application_(math%C3%A9matiques)
http://fr.wikipedia.org/wiki/Sigma_additivit%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_al%C3%A9atoire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Variable_al%C3%A9atoire
http://fr.wikipedia.org/wiki/Espace_probabilis%C3%A9
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_mesurable
http://fr.wikipedia.org/wiki/Fonction_mesurable

m Chapitre 1.1 Notions de base pour aborder le filtre de Kalman

Une intégration par rapport ay (resp.x) donne la densité de probabilité marginale ou loi
marginale de X(resp.Y) :

GOO= [ teoydy (115)

Le rapport de la densité de probabilité jointe (relative a une valeur x) a la densité marginale
de Y (concernant  toutes les  valeursx) représente  ladensité  de probabilité
conditionnelle de X sous la condition Y=y :

_ fxy (X’ y)
fx‘y(xi y)_
f, ()
1.1.1.4.Densité de probabilité
Une densité de probabilité est une fonction qui permet de représenter une loi de

probabilité sous forme d'intégrales.
b

[fooax (1.L.7)

Si la variable Xa pour densité de probabilité la fonction f, la probabilit¢ que la
variable X soit dans l'intervalle [4,3; 7,8] sera

7.8

P(4,3<X <7,8) = J' fodx (1.1.8)
4,3
Cela n’implique que l'intégrale de f :
{f(x)zOVx}et{_f f(x)dx:l} ............... (1.1.9)

I.1.1.5.Densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle

Fiz) = P(X < =) — J{, SO e

Jrl:J]

xr

Pla < X = 8) = F(8) — Fla) = Jlfb LY el

R A

Jrl:J]

Fig I.1.1.Lien entre la densité f et la fonction de répartition et les probabilités.
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On dit qu'une fonction f est une densité de probabilité d'une variable aléatoire réelle X si,
pour tout réel x ;

X

f)=P(X<x)=[f@®yx L (1.1.10)

—o0

La probabilité P(a(X <b) se calcule alors par la relation suivante :
b
P(a(X<b)=[f@®ax (1.1.11)

En tracant la représentation graphique de la densité de probabilité, la probabilité P(a(X <b)

se lit comme I'aire sous la courbe sur l'intervalle [a b]

En conséquence, la fonction de répartition Fx de X est continue, et P(X =a=1) pour tout

nombre réel @.En cela, le comportement d'une variable a densité est trés différent de celui
d'une variable discrete.(J.P Laborde, (2003))

I.1.1.6.Espérance, variance et moments d'une variable aléatoire reelle a densité de
probabilité
Soit x une variable aléatoire réelle ayant une densité de probabilité f. D'apres le théoreme de
transfert, x possede un moment d'ordre k si et seulement si l'intégrale

ﬂt‘k f(t)dt est finie.
_Sn a dans ce cas

E[x] = Ttk f (t)dt
En particulier, lorsque le moment d'ordre 2 ex_iwste ;

Elx 1= Tt fyde (1.1.12)

E[x2]= th fyat (1.1.13)

1.1.1.7.Densité de probabilité d'un vecteur aléatoire
On appelle densité de probabilité d'une variable aléatoire X & valeur dans R® une fonction
f telle que pour toute partie A ¢ R,
PXeA)=[1t)ft)dt=[f(t)dt . (1.1.14)

Cette définition est en particulier valable pour d=1 et est donc équivalente a la premiére
définition, dans le cas particulier d=1; Il existe une définition (équivalente) en termes
d'espérance mathématique :

Si une fonction f est la densité de probabilité d'une variable aléatoire a valeur dans R, cette
fonction vérifie les propriétés suivantes
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f est intégrable sur RY; [ (t) f (t)dt =1;f est presque sGrement positive ou nulle sur R

Réciproquement, si une fonction f vérifie les 3 propriétés ci-dessus, on peut construire une
variable aléatoire X & valeur dans R® ayant f pour densité de probabilité. Les variables
aléatoires qui possedent une densité de probabilité sont appelées parfois variables a densité,
parfois variables continues.

1.1.1.8.Variables aléatoires discrétes
Une variable aléatoire est dite discreéte si elle ne prend que des valeurs discontinues dans un
intervalle donné (borné ou non borné). L’ensemble des nombres entiers est discret. En régle
géneérale, toutes les variables qui résultent d’un dénombrement ou d’une numération sont de
type discret. (J.P Laborde, (2003))

1.1.1.9.Fonction de répartition
La fonction de répartition d'une variable aléatoire réelle caractérise la loi de probabilité de
cette variable aléatoire réelle. La fonction de répartition de la variable aléatoire reelle X est la
fonction Fx qui a tout reel x associe

Fx(x)=P(X<xy (1.1.15)
Ou le membre de droite représente la probabilité que la variable aléatoire réelle x prenne une

valeur inférieure ou égale a x La probabilité que X se trouve dans l'intervalle ]a b] est donc,
si a<b
Pa(X <b)=Fx(b)-Fx@@) (1.1.16)

La fonction de répartition d'une mesure de probabilité P définie sur la tribu borélienne B(R)
est la fonction F qui a tout réel x associe

La fonction de répartition d'une variable aléatoire Xa les propriétés caractéristiques
suivantes :

1. Fyest croissante ;

2. Elle est partout continue a droite ;

3. lim Fx(x)=0
4

X—>—00

lim Fx(x) =1

X—>+0

1.1.1.10. Probabilité conditionnelle
La probabilité conditionnelle d'un événement A, sachant qu'un autre événement B
de probabilité non nulle s'est réalisé (ou probabilité de A, sachant B) est le nombre

noté P(A‘ B) défini par :
P(ANB)

P(AlB) = o(®)
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Le réel P(A/B) se lit « probabilité de A, sachant B » ou P.(A)-
Mathématiquement, soient (€2, B, P), un espace probabilisé et B un événement de probabilité
non nulle. A tout événement A de B, nous associons le nombre noté P(A‘ B) ou P.(A défini
par:

P(ANB)

PA="0a" (1.1.19)

Nous pourrions vérifier que l'application p . définie par A-Ps(a)est une probabilité.
Si A et B sont indépendants alors:

P(A‘B):P A (1.1.20)
D'autre part, on peut noter que le théoréeme de Bayes permet d'écrire
P(B|A)P(A
P(A/B) = PEWPA (1.1.21)
P(B)

Ce qui, en cas d'indépendance des événements A et B, se veérifie par: p(a) = p(B)%ce qui

est vrai.

1.1.1.11. Densité conditionnelle
Soit (Q, B, P), et soient X et Y deux variables aléatoires définies sur cet espace. Si l'on
suppose que leur loi jointe puisse étre définie par une densité bi-variable f(x,y) , et si de plus
un yo Vérifie If(X, yo)dX?fO , alors il existe une loi absolument continue dont la densité est
donnée par l'expression

f(X o)
[ (X, yy)dx

Cette  fonction g(X\ Yo) est appelée: densité  conditionnelle  de X sachanty =y, .

9Xye) = — 22— (1.1.22)

Intuitivement, cette expression peut étre interprétée comme une formulation continue du
théoreme de Bayes.(J.P Laborde, (2003))

.1.2. RAPPELLE STATISTIQUE ET METHODES D’ESTIMATION

En hydrologie, nous ne connaissons jamais la population totale mais nous disposons
d’un échantillon non exhaustif tiré de cette population. C’est a partir de cet échantillon que
nous choisirons la loi de probabilité adéquate et d’en calculer le mieux que possible les
parametres numeriques de cette loi Laborde, (2003).
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1.1.2.1.Rappels statistiques
A- Parameétres de I’échantillon

A. 1. Paramétres de tendance centrale

1. La moyenne arithmétique
— 1
X=X, (1.1.23)
N =

N : le nombre d’observation composant 1’échantillon

2. Lemode:
Le mode Mo correspond & la classe de fréquence maximale dans la distribution des
fréquences. On peut identifier le mode comme la valeur médiane de la classe de fréquence
maximale ou bien effectuer une interpolation linaire pour obtenir la valeur exacte du mode
comme suit :
M, =X, + S (1.1.24)
A+ A

X
" - Limite inférieure de la classe d’effectif maximal

i :intervalle de classe (X4 —X;)
Ai : Ecart d’effectif entre la classe modale et la classe inférieure la plus proche

A, : Ecart d’effectif entre la classe modale et la classe supérieure la plus proche

3. La médiane :

La médiane Me est la valeur du caractere pour laquelle la fréquence cumulée est égale a 0,5
ou 50%. Elle correspond donc au centre de la série statistique classée par ordre croissant, ou a
la valeur pour laquelle 50% des valeurs observées sont supérieures et 50% sont inférieures.

LY

M,=x +(x. —x ) 2—| (1.1.25)
n

Xm : limite inférieure de la classe dans laquelle se trouve le ne/2 individu.
Xm+1 - limite supérieure de la classe dans laquelle se trouve le ne/2 individu.
n; ; effectif de la classe médiane
N; : effectif cumulé inférieur a X,

n : taille de I’échantillon
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A. 2. Paramétres de dispersion

e L’intervalle total de 1’échantillon exprime la différence entre les valeurs

extrémes.
R= Xmax- Xmin

e Déviation moyenne : c’est la moyenne arithmétique des valeurs absolues de la

différence de chaque Xi de la moyenne X .

1d
D:N;\xll—x\

4. Lavariance :

5. L’écart type :

13 =

S= =) IX =X

L5 -x]

6. Le coefficient de variation :
S

Cv=—
X

B- Paramétres de forme

Ces parametres caractérisent I’aplatissement et I’asymétrie.

B-1 : Mesure de dissymétrie : (selon Pearson)

3l

Cs = =

L3-xr]

i=1

................. (1.1.29)

1. Si Cs est positif la distribution est étalée sur la droite, on observe la succession mode -

médiane - moyenne la dissymeétrie est dite positive.

2. Si Cs est négatif la distribution est étalée sur la gauche, on observe la succession moyenne

- médiane - mode la dissymétrie est dite négative.

3. Si Cs est nul, la distribution n’est forcément symétrique.

B-2 : Mesure de d’aplatissement : (selon Pearson)

Pour mesurer I'aplatissement de la courbe, on utilise le coefficient de Pearson basé sur le

moment centré d'ordre 4:

k —

Z (6 =x)"
,32:1“4_ i=1

’ {zk: f. (% _)_()2}

1. ﬂz > 3 courbe hypernormale

............ (1.1.31)
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2. ﬂz = 3 courbe normale

3. ﬂz < 3 courbe hyponormale

1.1.2.2. Tests Relatifs a L’échantillonnage
Des tests statistiques sont généralement indispensables pour vérifier [’homogénéite,

I’indépendance, la stationnarité et, parfois, la détermination des points singuliers (Bobée,
1990).

A- Test de stationnarité et d’homogénéité de Mann et Whitney (1947).
Soit une série compléte divisée en deux échantillons de taille n1 et n2. La date des
séparations étant choisie a priori. Les deux échantillons sont classés par ordre croissant.
Nous considérons la statistique suivante :
V=R-n,(n,+1)/2
W=nn, -V
Avec :
R : la somme des rangs des éléments de premier échantillon (taille nl1) et V représentent le
nombre de fois des individus du premier échantillon (nl) qui existe dans le deuxieme
échantillon (taille n2).
n =nl+n2 avec nl<n2 puis on classe I’échantillon global de taille n par ordre croissant.
La statistique U de Mann- Whitney , est définie par le minimum de (V, U), U est supposé
suivre une loi normale de moyenne et de variance .

U=n,n,/2 'Var(u):[n?;-rlzl)}[nl—znz - ZT}

Avec :

T =(J3-J)/12 , ou J est le nombre d’observation li¢ a un rang donné.

> T : représente toutes les observations qui sont liées a des rangs pour les deux échantillons,
I’hypothése d’homogénéité et de stationnarité pour un seuil de signification oc % stipule que
I’indicateur :

=
v (1.1.33)
B- Test d’Anderson
$% X XX, |=[ 3% | 1n
mr_ (Z n j (Z J ............ (1.1.34)
DX =0 n
_Si
On peut écrire : R' = —gz ............ (1.1.35)
s, — >t
n
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De moyenne:g -1+ (1.1.36)
(n-1)
Et de variance : var(R"') = _RER (1.1.37)
Jvar(R")
R'-R'

Us———
e La valeur statistique VVarR') gjit une loi normale centrée réduite.
e Si Y=Y Ondit que I’hypothése Ho d’indépendance est vraie.

C- Test du cumul des résidus
C’est une méthode complexe, mais beaucoup plus efficace.

Soient X Y, S, Sy % r respectivement les moyennes, la variance, le coefficient de corrélation
empirique des séries a vérifier Xy, X et Y.

Le résidu g; est 1’écart entre la valeur Xi et la valeur correspondante a Yi dans la régression
linéaire de XetY:

_ S _
si=Xi—X—r—*(Yi—Y) ............ (1.1.38)
Sy
Nous considerons la courbe chronologique cumulée des résidus successifs :
t
Z = Z &
T (1.1.39)
Soient les cumuls partiels :
t+m
Toen =2 & (1.1.40)
i=1
Soit I’ellipse de controle :
S 2
Z(m) =+Ua,2n\/m(n—m)(n—1 e (1.1.41)
n

Ou:

U. /20 Est la valeur de variable.

m: la distance verticale entre deux observations dans la série chronologique normale centrée
réduite dont la probabilité de dépassement est

X (ax =10%0u5%)
2n

En déplagant cette ellipse, dont le grand axe est parallele a I’axe des abscisses, de facon que
I’un de ses sommet coincide avec les points successifs de la courbe du cumule des résidus, on
détecte les écarts Z,t+m qui sortent des limites de I’ellipse.

D- Test de Buishand
Une rupture peut-étre définie par un changement dans la loi de probabilité des variables
aléatoires dont les realisations successives déterminent les séries chronologiques étudiées.
Pour déceler d'éventuel changement dans le régime pluviométrique, nous avons utilisé le test
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de corrélation sur le rang, les tests statistiques de Pettit, la statistique de Lee et Héghinian
(Lee et Heghinian, 1979), le test de Buishand (H. Lubes-Niel, 1998) et la segmentation de
Hubert (Hubert et al., 1993). La puissance et la robustesse de ces tests ont fait l'objet d'une
revue de méthodes par Lubés-Niel et al. (1998) et dont la derniere a fait lI'objet d'une
évaluation spécifique avec un recul de 10 ans (Hubert et al, 1998).

La procédure de Buishand est de nature bayésienne et fait référence au modéle simple qui
suppose un changement de moyenne de la série. Des valeurs critiques de la statistique U sont
données par Buishand (1982) a partir d'une méthode de Monte Carlo. Pour tout changement
de moyenne survenant au milieu de la série, la statistique U s‘avere performante. La statistique
U est robuste et qui reste valide méme pour des distributions de la variable étudiée qui
s'écartent de la normalité. Les tests sont dits robustes lorsque leurs conditions d'application
sont peu strictes. Le test de Buishand se réféere au méme modele et mémes hypothéses que
I'approche de Lee et Heghinian. En cas de rejet de I'nypothese nulle, aucune estimation de la
date de rupture n'est proposée par ce test.

1.1.2.3.Choix Du Modeéle Fréquentiel
La validité des résultats d'une analyse fréquentielle dépend du choix du modeéle fréquentiel et
plus particulierement de son type. Diverses pistes peuvent contribuer a faciliter ce choix, mais
il n'existe malheureusement pas de méthode universelle et infaillible. (Didier Auroux, 2003)

A- Distributions Théoriques

A. 1. Loi normale ou loi de Gauss
La loi normale se justifie, théoriquement par le théoreme central-limite, comme la loi d'une
variable aléatoire formée de la somme d'un grand nombre de variables aléatoires. En
hydrologie fréquentielle des valeurs extrémes, les distributions ne sont cependant pas
symétriques, ce qui constitue un obstacle a son utilisation. Cette loi applique toutefois
généeralement bien a I'étude des modules annuels des variables hydrométéorologiques en
climat tempéré.

A. 2. Loi log-normale
La loi log-normale est préconisée par certains hydrologues dont I'apparition d'un événement
hydrologique résulte de I'action combinée d'un grand nombre de facteurs qui se multiplient.
Dés lors la variable aléatoire X=X;. X;. X3. X4..... X. Suit une loi log-normale. En effet, le
produit de (x) variables se raméne a la somme de (x) logarithmes de celles-ci et le théoréeme
central-limite permet d'affirmer la log-normalité de la variable aléatoire.

A. 3. Loi de Gumel ou doublement exponentielle
Gumel postule que la loi double exponentielle, ou loi de Gumel, est la forme limite de la
distribution de la valeur maximale d'un échantillon de n valeurs. Le maximum annuel d'une
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variable étant considéré comme le maximum de 365 valeurs journaliéres. Cette loi doit ainsi
étre capable de décrire les séries de maxima annuels.

Il est & remarquer que plus le nombre de paramétres d'une loi n’est grand, plus l'incertitude
dans I’estimation n’est importante. Pratiquement il est par conséquent préférable d'éviter
I'utilisation de lois a trois parametres ou plus.

1.1.2.4. Association Entre Variables

L*analyse de régression peut étre définie comme la recherche de la relation stochastique qui

lie deux ou plusieurs variables entre elles.

La correlation, pour sa part, définit un coefficient permettant de mesurer le degré de liaison

ou d’intensité de la relation entre deux variables.

On peut définir une relation linéaire entre deux variables X et Y par la relation suivante:
Yi=atbX; (1.1.42)

Avec :

X : variable indépendante (variable explicative).

Y: variable dépendante (variable a expliquer).

a et b sont des constantes, appelées paramétriques. La relation entre les deux variables est

représentée par I’ensemble des couples (Xi, Yi), qui constitue toutes les valeurs de X et de Y

satisfaisant I’équation. Il s’agit donc d’une relation de correspondance, une équation linéaire

décrit une relation linéaire

b. Modéle linéaire général
Si on cherche a expliquer une variable Y en fonction de K-1variable X3, Xs.......... Xk, par
une équation avec n observations concomitantes de ces K variables, le modéle s’écrira comme
suit :

Y, =2, +8,X F o +a X +el
Y, =, +8,Xp + e, +a X, T&
Y, =8, 48, X+ +a X, +E,
O]V I ST - S en terme d’erreur qui prend en considération les influences aléatoires
suri;.
Soit le modéle suivant :
Y, 1o Xop veervenenns X1
Y, 1o ) ST Xy o
Y = X =
LY, | [ S Xop weeereneens Xin
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EN & | 100, 0]
a, &, (0 0
A= e= I =
L, &, | 100....c 1]
Donc on aura le modéle de régression sous forme matricielle suivant :
Y=Xa+e (1.1.43)

Nous estimons les termes de la matrice A en appliquant la méthode des moindres carrés mais
avec certaines hypotheses qui sont les suivantes :

N> K

X derang K
E(e) =0

E (e.e”) =6l

e Identification des parametres du modele

En minimisant la somme des carrés des écarts min (e.c’) et en développant 1’expression
matricielle de 1’équation précédente, on aura :

L’estimateur A égal :

A=(X.X)-1X'Y (1.1.44)
Et que la variance de A est la suivante :
Var(A)= (X'X)-1e* L (1.1.45)
Les valeurs calculées par la méthode linéaire.
Y =AX

Les différences entre les termes de Y et ceux de Y qui sont des réalisations des erreurs « e »
sont appelées des résidus et sont notées e.
Alors : Y=Y+e
L’estimation de I’écart type peut €tre donnée par la relation suivante :
g _ e'e . \/S—z
Et I’écart type : n—K et par conséquent 1’écart type ™
e’ : I’erreur estimée

R? zl_L
QY
Le coefficient de corrélation sera calculé par la formule : n
Ou alors :
Y'Y —L"Y‘)z
R2=—— N _
Y'Y —L:Y‘)Z
N (1.1.46)
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Si la variable «e » suit une loi de Gauss, on peut méme tester 1’hypothése qu’il existe une
relation entre Y et les variable X;.

Pour le coefficient de corrélation multiple, on considere que R est significatif si la variance
expliquée est significativement supérieure a la variance résiduelle. L’analyse de ces variances
montre que la quantité :

e n-(K+1) R?
k 1-R* (1.1.47)
Doit étre significativement supérieure a 1.

Les valeurs de F ayant une probabilit¢ P d’étre dépassée du seul fait du hasard sont données
par la table de Snedecor avec des degrés de liberté V=K et V,=n-(k+1)

c. Modele a une variable explicative
Ce cas est présenté comme un cas particulier du cas général pour un (K =2).
Si I’on a, a notre disposition, « n » observations donc le modéle se présentera comme suit :
Y, =a+bx, +&
Y, =a+bx, +¢&,,

Y, =a+bx, +&,

Les hypothéses sont les suivantes :
E(ei) =0,E (1) =0, E(si,g)=0, telque (j=i)

Posons :

— 1 — 1

X:H;X' ; Y:H,Z:;‘y'

Szzlzn:XZ X2 s? — 1Zn:y2_Y2
ne< " Y on&g

Et le coefficient de corrélation entre x et y s’écrit :

1 N
— > Xy, = XY
e nz Yi _ Cov(x,y)
S,S, S,.S,

A titre indicatif, nous calculons les parameétres de régression par la méthode des moindres
carrés, qui consiste a minimiser la somme des carrés des points par rapport a droit de
régression.

Etaura:

i=1

b=-

n

LA (1.1.49)

e Test d’auto corrélation des résidus
Ce test est établi par J.Durbin et G.S.Watson. La fonction discriminante du test est la
statistique « d » de Durbin-Watson consiste a calculer la statistique d :
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S (e, - -1)
d — i=1 -
S
i=1

............... (1.1.50)
Par ailleurs la statistique « d » est pratiquement égale a: 9~=2.0-0)
p est le coefficient d’auto corrélation au pas 1 des résidus
> (e el -1
p — i=1
>
=L (1.1.51)

Les tables de Dubrin-Watson permettent de déterminer deux quantités d1 et d2 en fonction
du nombre de variables explicatives et du nombre d’observations.

d<d, Auto corrélation positive.
d, <d<d, Doute.
d,<d<4-d, Pas d’auto corrélation.

d>4-d, Auto corrélation négative.

e Test de Bruit Blanc (Test de Box-Pierce)
Lorsque le processus est bien estimé, les résidus entre les valeurs observées et les valeurs
estimées par le modéle doivent se comporter comme un bruit blanc. On notera par la suite

&, le résidu d’estimation du modéle.

Si les résidus (&,,t € Z); obéissent a un bruit blanc, il ne doit pas exister d’auto-
corrélation dans la série.
Onnote », I’auto-corrélation d’ordre k du processus (&,,t € Z) : Pour un ordre K, le test

de Box-Pierce est le test de I’hypothése HO : pp=............. = y. = 0 contre Hj:
3j e [Lk];tel que ; == O, la statistique de ce test est :

Qsp =Tzk:7/k2 —<= S>3y (K—p—qQ) (1.1.52)

k+1
L’hypothése Hy est rejetée au seuil de 5% si Qgp est supérieur au quantile 0,95 de la loi
du X? correspondant.

d. Modéles non lineaires
Ces modgeles reposent sur le changement de variables du mod¢le linéaire dans le but d’obtenir
une droite entre les points (xi, yi).
La transformation inverse

1
=a.—+b+¢

Lemodéle ~ Ut (1.1.53)

= XX

En posant S
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e La transformation semi- logarithmique

Le modéle Y=at+bLogu+e (1.1.54)
En posant < = LogU

e La transformation log- log

Le modéle V=KU+¢ (1.1.55)
En prenant le logarithme des deux membres :
LogV =LogK +a.LogU + Logs;
Sionpose; y=LogV etx=LogU
Onaura: Y=b+ax+n,

e La transformation racine‘[

Le modéle s’écrit; Y=2a+bvZ+e (1.1.56)
Si on pose : x=+z

On aura :y:a+b.x+g
1.1.2.5. Analyse multidimensionnelle

L’analyse a plusieurs variables ou bien I’analyse multi-variée, est utilisee dans le traitement
de I'information. Elle est définie comme 1’ensemble des méthodes statistiques chargées de
I’étude des relations qui existent entre plusieurs variables, dépendantes ou interdépendantes.
Les objectifs de cette méthode consistent a :
» Résumer I’information apportée par un grand nombre de variables ;
» Adapter et développer des méthodes d’analyse (A.P.C, Analyse factorielle,
classification hiérarchique) ;
= L’aide a une prise de décision ;
= Modéliser les phénomeénes présentant une structure temporelle ou spatiale, ou les deux a
la fois (Lachance, 1995)

A- Analyse en composantes principales (A.C.P)
Selon Philippeau (1992), I’A.C.P est une méthode qui vise a mettre en évidence
graphiquement 1’information essentielle contenue dans un tableau des données.

e Données

Soit un ensemble de n, variable indicées ’j’, et no observation indicées «i», sur ces
variables, les données se présentent sous la forme d’une matrice [X] a no ligne et n,
colonnes.
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X@D.oenee. X@ J)eeeen X (L, 0V)
[XT=X@0, ) X0, ) e X (i, V)
X(nyD)..... X(Ng, j)...... X(N,, NV)
Pour chaque variable, on peut évaluer sa moyenne MX(j)
et son écart —type SX(j)
[MX] =|MX@®)............ MX(J)........ MX(nv)| _

[SX] = ISX(@)........... SX((J).eennen SX (nv)| .

Les calculs peuvent étre effectués sur les variables observées et comme elles ne sont pas

toujours exprimées dans les mémes unités donc elles n’ont pas le méme poids. Ainsi on

procede au centrage de ces variables afin de leurs donner la méme importance, en les

transformant en une matrice [x] telle que chaque élément est exprimé x(i,j), soit :

X, J) —MX())
Xy (1.1.57)

Ainsi toutes les variables ont la méme moyenne (m=0) et le méme écart type (variable réduite

(o=1).

Les données transformées sont présentées comme suit :

XD D{( ) T X(L,nv)

x(i, J) =

[X]=[x(2)............ () I x(i,nv)

X(Ng D). X(Ngy )eeeenn X(n,y,nv)
et:
[mx] = (SR (o JOUUT o]
[sx] = L. Lo 1

B- Principe et mise en ceuvre
L’analyse en composantes principales sur la matrice de coefficient de corrélation [R] entre
les variables de la matrice [x] se propose de réduire la matrice [X] en une matrice [c] en
construisant un certain nombre nc de variables fictives (variables indépendantes ) appeléees
composantes principales ; soit :

X(LD).ooiiieens PR P X(Z,nv) c(Ld)......... c(d,nc)
[X]=X(0.D) s () P x(i,nv) |[=[C] =[c(i.j).nn c(i,nc)
X(Ng, D). X(Ngy J)eevvenene X(ny, Nv) c(ny,1).......c(n,, nc)

Les composantes principales présentent les caractéristiques suivantes :
Chaque composante indicée K est une combinaison linéaire des nv variables de [X] :
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nv
Cik = Zaik'xij
1

Cix : composantes principales.
X;j : observation réduite centrée.
aij =1 anv, k=1 a nc) : Cosinus directeur, a;; sont les coordonnées des vecteurs propres de la

matrice de coefficient [R] obtenues par diagonalisation de cette matrice.
1. r2)........ r(1,nv)
1.1 (2,3)... r(2,nv)

............... (1.1.58)

Qu:
R : matrice de coefficient de corrélation entre observations.

Les valeurs propres A de cette matrice ne sont autres que les variances des nouvelles variables
Cik:

1
2
A :_Zcik
No o

(1.1.56)

Chaque composante est orthogonale aux autres (les composantes sont indépendantes entre
elles).

C(1,k)C(1,1)+C(2,K)C(2,1)+......... C(i,k)C(i,1)+C(no,k)C(nv,k)=0

Si on impose a chaque composante d’avoir une variance unité

Cik

l nv
— 721:%(-)(“
K

On aura donc une série synthétique de moyenne nulle (m=0) et une variance (6=1) que
qualifiera de vecteur régional soit :

X@,1)......... X(@, J)eeeenne x(1, nv) (o] 05 c(L,nc)
[x]=|x(,D)........ () T x(i,nv) [=[c]=[ci, j)erminnn. c(i,nc)
x(no,1).....x(no, j)......x(no, nv) c(no,l)........... c(no, nc)
[mX] =0 0. 0= [mc]=[0..ccucnnnnnn 0
[sX]=[Lcvirnnns Looonnnn. 1= [sc]= ‘\/Z ................ 22‘
= Les termes a(k,j)donc seront les coefficients de corrélation entre la i*™ variable et la k*™
composante .

= Chaque terme a (k,j) sera appelé : Projection de la variable j sur la composante k.
= Chaque terme c(i,k) sera appelé : Projection de la iieme observation sur la k composante.
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Alors on peut reconstituer chaque terme X(i,j), par son estimation xe(i,j) de la régression
linéaire multiple.

Xe(1,))=a(1,))C(1,1)+a(2,))C>1,2)+..covrrrnne +a(k,j)C(i,k)+........ +a(nc,j)C(i,nc).

On peut aussi passer aux valeurs de départ X(i,j) en les estimant par Xq(i,j) :
Xe(i,J)=xe(i,J)Sx(1)MX()).

Remarque : les composantes sont non corrélées entres-elles : E (Ci*Cj)=0 i#]

1.1.3. PROCESSUS STOCHASTIQUE ET SERIES CHRONOLOGIQUES

1.1.3.1.Processus Aléatoire
Un processus aléatoire est une suite de variables aléatoires indexées dans le temps et définies
sur un espace des états de la nature. Ainsi, pour chaque instant du temps, la valeur de la
quantité étudiée X; est appelée variable aléatoire et I'ensemble des valeurs X; quand t varie est
appelé processus.

1.1.3.2.Processus Aléatoire stationnaire
Un processus est un ensemble X; de fonctions ordinaires X; chacune d'elles étant
une réalisation du processus. On peut caractériser ce processus en lui associant & chaque
instant to une densité de probabilité Px(x,t,) -

A une réalisation donnée on peut associer les moyennes temporelles :

" him L% gt e 1.1.60
x(t)" =tim= [ x(t)"at (1.1.60)
A la densité de probabilité Px(x,t,) on peut associer les moments appelés moyennes

d'ensemble
E[x(to)"]=j: KPP, (Gt)dx e (1.1.61)

Si ces moyennes d'ensemble, et par conséquent la densité de probabilité, ne dépendent pas de
I’instantt,, on parle de processus stationnaire. Si, de plus, les moyennes temporelles leur

mesures d’ensembles sont égales, il s'agit d'un processus non stationnaire.

En fait, il ne s'agit la que des propriétés au premier ordre, les propriétés aux ordres supérieurs
faisant intervenir la densité de probabilité jointe a des instants différents. Elles impliquent
également des moyennes temporelles et des moyennes d'ensemble. Parmi ces derniéres, la
plus importante est l'auto-covariance statistique E[X(tO)X(tO +7) J Si le processus est

stationnaire et non stationnaire au second ordre, elle est identique a l'auto-covariance

temporelle, elle-méme équivalente a la densité spectrale

La stationnarité au second ordre est suffisante pour assurer la stationnarité forte lorsque le

processus peut étre supposé gaussien. (J.P Laborde, (2003)).

= Le processus aléatoire X(t) sera dit stationnaire au sens faible, s'il aura une moyenne et une
variance qui ne changeront pas avec le temps, et si la covariance entre les valeurs du
processus en deux points dans le temps ne va déependre que de la distance entre les points
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dans le temps et non du temps lui-méme. C'est a dire : un processus est stationnaire au
second ordre si I'ensemble de ses moments sont indépendants du temps.

1.1.3.3. Processus Bruit Blanc
Parmi la classe des processus stationnaires, il existe des processus particuliers que sont les
processus bruit blanc (ou White Noise). Ces processus sont tres souvent utilisés en analyse
des séries temporelles, car ils constituent en quelque sorte les « briques élémentaires» de
I'ensemble des processus temporels. Tout processus stationnaire peut s'écrire comme une
somme pondérée de bruits blancs (théoréeme de Wold)
= Un premier exemple est une colzlection de variables aléatoires non corrélées, wt, de
moyenne 0 et de variance finie Ow
» Bruit blanc (faible): nom qui vient de 1’ingénierie qui utilise ce modéle pour le bruit.
= Blanc: comme la lumiere blanche (toutes les oscillations périodiques possibles sont
présentes avec une force égale).
= Bruit blanc gaussien: Les variables aléatoires wt suivent chacune une loi normale.
= Bruit blanc fort: ¢’est une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de moyenne zéro et de variance finie.
o Bruit blanc faible: {w,gst une suite de variables aléatoires non-corrélées de moyenne
zéro et de variance finie.
o Un bruit blanc Gaussien est un bruit blanc fort.

1.1.3.4.Les séries chronologiques

A- Définition
Une série temporelle,ou série chronologique, est une suite de valeurs numériques représentant
I'évolution d'une quantité spécifique au cours du temps. De telles suites de valeurs peuvent
étre exprimées mathématiquement afin d'en analyser le comportement, généralement pour
comprendre son évolution passée et pour en prévoir le comportement futur. Une
telle transposition mathématique utilise le plus souvent des concepts de probabilités et
de statistique. Parmi ses principaux objectifs figurent la détermination de tendances au sein de
ces séries ainsi que la stabilité des valeurs (et de leur variation) au cours du temps.
Un objectif particulierement important de I’analyse des séries chronologiques consiste a
développer des modéles mathématiques qui procurent des descriptions des données.
On peut dire qu'une série chronologique se définit comme une collection de variables
aléatoires indexées selon I’ordre qu’elles sont obtenues dans le temps. Qp X, tez},
On dit que c’est un processus stochastique.
De maniére plus formelle, une série chronologique peut se définir comme une réalisation
(finie) d’un processus stochastique.

B- Types de Séries

Une série chronologique ou encore chronique est un ensemble d'observations d'un processus
aléatoire (Xt) te T se realisant en un instant spécifiét € T.
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= Série continue: Une série chronologique est dite continue si I'ensemble des instants
d'observations est continu (non dénombrable).

= Série discréte: Une série chronologique est dite discrete si l'ensemble des instants
d'observations est discret (dénombrable).

1.1.3.5.Estimation stochastique linéaire
En pratique, il existe plusieurs approches pour estimer 1’état inconnu d’un systéme linéaire a
partir d’un groupe de mesures. Plusieurs de ces méthodes ne prennent pas en compte la nature
« bruitée » des mesures, due a des origines diverses.

Sous I’hypothése de linéarité et d’un bruit gaussien w , 1’état x et la sortie y sont
également des signaux (vectoriels) gaussiens, qui sont complétement caractérisés par leurs
premiers et deuxiémes moments. Avant de procéder au calcul de ces caractéristiques
stochastiques proprement dit, ce qui fera I’objet du FK étudié.

1.1.3.6.Modele espace d'états ou modele état mesure

C'est un modele assez géneral qui englobe plusieurs modeles dynamiques linéaires et multi-
variés. A titre d'illustration, un modéle de régression linéaire avec coefficients variables est
présenté sous forme d'un modele espace d'états:

Ye=xB+e& (1.1.62)
B=Thy+w (1.1.63)

La premiere équation est connue comme I'‘équation de mesure et la deuxieme comme équation
d'état, ou:

Y est un élément aléatoire observable qui correspond a la mesure ou output du systéme a
la date t.

X . , , .. )
test un vecteur de variables observées déterministes de taille k. Il est connu comme le
vecteur de mesure.

’Bt est un vecteur aléatoire de taille k; il représente I'état du systeme a la date t et il n'est pas
observable (dans le cas général il peut étre partiellement ou totalement inobservable).
T est une matrice k*k définie comme la matrice de transition.

&, N . .
test une erreur de mesure (ou bruit) a la date t. Elle est inobservable et strictement
indépendante avec une moyenne nulle et une variance constante o’

Hy est un vecteur aléatoire de taille k représentant les innovations ou les inputs a la date t. Il

est inobservable indépendant avec une moyenne nulle et une matrice de covariances <2
constante.

X‘ﬂt est appelé signal a la date t.
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Les modeéles espace-état integrent la distinction entre les variables observées (le signal) et les
variables cachées (1’état interne). Ils sont constitués :
= d’une ou plusieurs équation(s) de mesure décrivant la maniére dont les variables observées
sont génerées par les variables cachées et les résidus.
= d’une ou plusieurs équation(s) d’état décrivant la maniere dont les variables cachées sont
générées a partir de leur retard et d’innovations.
Dans leur version élémentaire, les modéles espace-état reposent sur un certain nombre
d’hypotheéses principales :
= Les équations de mesure et d’état sont linéaires ;
= Les bruits d’observation et d’innovation sont des bruits blancs
= Un bruit blanc (au sens faible) est un processus aléatoire... les variables cachées suivent a
un instant initial donné une loi gaussienne. A ces derniéres, sont ajoutées des hypothéses
secondaires permettant de déterminer la forme canonique : I’'indépendance entre les bruits
d’observation et d’innovation. (condition inversible) et 1’indépendance entre la variable
cachée initiale et ces bruits (condition de causalité).
Toutes ces hypotheses sont destinées a simplifier les procédures d’estimation.

Pour autant, on ne peut pas associer a un processus donné Yt une unique représentation
espace-¢tat. En effet, s’il existe une représentation de vecteur d’étatzt, on peut formuler
facilement une autre représentation Zt *etZt, Et étant une matrice inversible quelconque. De

méme, au lieu de modéliser Zt +1 dans I’équation d’état, on pourrait sans difficulté adapter

\

I’estimation a un modeéle d’état de Zt. Enfin, diverses dimensions du vecteur d’état sont
possibles et il convient de rechercher un modele de dimension minimale (encadré), de
maniére a ne pas alourdir la procédure d’estimation. (Gourrierroux C. et A. Montfort,
1990)
Avec :

Y . , :
= test appelé observation ou variable de mesure ;

Z

= U estlavariable d’état a la date t ;

E . . .
t est le vecteur des innovations & la date t ;

= nt est le vecteur des erreurs de mesures a la date t ;
At est la matrice de transition ;

= Ct estla matrice de mesure ;
X1,t X2,t sont des variables exogenes, prédéterminees ;
Ct Zt estlesignal a la date t.

Soit un processus muItidimensionneIYt, on appelle modéle espace-état de ce processus, le
systeme (1) décrit par les équations matricielles (1) et (2) :

{(1):ZM =AZ+BX, +¢ Ou[etju NID[O,(? 2]) ............... (1.1.63)

(2):Yt :Ctzt+Dtx2“ 1 Th t
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Ou les matrices A, C; sont de taille K*K et n*K, B; et D; sont des matrices déterministes de
taille K;*K et Ky*K et Zg est un vecteur aléatoire de loi N(m, P) indépendant du bruit blanc
normal.

Le systeme (I) peut s’écrire sous la forme développée suivante :

Z, :ﬁAszO +2[Ajﬁ8tk]xltj +i(ﬁ Al J‘u t&

=l =1\ k=0

t t j=1 t [
HA:]ZO +BX,, +Z[A1HBWJX1H +Z[HAK}IJ +51}' DXy 1
j=0 k=0 j

j=1 J=L\ k=0

Y,=C,

Les variables d’état et de mesure s’écrivent donc en fonction de la variable d’état initiale, du
passé des erreurs de mesure et des innovations ainsi que des variables exogénes. Cette forme
est particuliérement utile lorsqu’on s’intéresse a I’estimateur des moindres carrés généralisés
du vecteur d’état ou a I’initialisation du filtre de Kalman.Le systéme (32) est dit sous forme
canonique si et seulement si :

E(en,) =E(5Z,) =E(Z,) =0V, =L..., T . (1.1.65)

= Le modele espace-état est alors dit causal et inversible.

= On appelle dimension minimale d’un systéme admettant une représentation espace-état, la
plus petite dimension possible du vecteur d’état, K*. En particulier, la représentation est
dite minimale si At est de taille (K*K).

1.1.3.7. Probleme du filtrage

D’une manicre générale, le probléme du filtrage consiste a déterminer des estimateurs de
variables du systéme lorsque 1’environnement présente des perturbations aléatoires. Le but est
de déterminer un systeme (filtre) optimal au sens des moindres carrés (Brown &Hwang,
1997).
Si I’on dispose d’une série d’observations Z; qui sont les mesures d’une variable X
entachées d’erreurs de mesure e;d’origines diverses:

Z=Xetee (1.1.66)
Si la variable X; est décrite par un modele d’évolution, le probléme du filtrage est celui
d’obtenir des estimations optimales au sens de la minimisation de la variance d’erreur entre la
variable réelle et son estimation notées X, a partir des observationsZ,,Z,, ..., Z,. En d’autres
termes, essayer de supprimer en quelque sorte la présence du bruit e; d’ou le nom : filtrage.
Si on considére un systéme dont on dispose de mesures jusqu’au temps t, On peut chercher a
estimer la valeur de I’état X a un instant donné t sachant les valeurs des mesures précédentes,
noté (X./Zy,Z5, ..., Z; ). Suivant la valeur de t trois sortes de problémes de I’estimation de
I’état du systéme X, au temps t sont intéressantes:

» Sit<t il s’agit d’un probléme de lissage ;

» Sit=t il s’agit d’un probléme de filtrage ;
= Sit>t il s’agit d’un probléme de prédiction.
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Le probleme du filtrage optimal, au sens de Kalman, est le méme, il s’agit de trouver, pour le
systéme dynamique en question, la meilleure estimationX,/Z, Z, ..., Z, de I’état au sens du
critére de la variance conditionnelle minimum.

Le filtre de Kalman permet d’appréhender directement le cas d’un systéme non stationnaire
multi variable.

1.1.3.8.Caractérisation stochastique
Sous I’hypothése d’un systeme linéaire et d’un bruit w gaussien, I’état x et la sortie y sont
également des processus (vectoriels) gaussiens qui sont donc entierement caractérisés par
leurs moments d’ordre un et deux. Le calcul de ces caractéristiques stochastiques sont
données par le théoréeme suivant pour les deux cas continu et discret :

A- Dans le cas continu

Théoréme
Soit le systeme linéaire continu :

x(t) = Ax(t) + Mo(t) (1.1.67)
Avec :
o(t)est un bruit blanc Gaussien stationnaire centré de densité spectrale de puissanceW. On
note m(ty) et P(ty) la moyenne et la covariance de 1’état initial x(t,) (lui aussi aléatoire).
Alors x(t) est un signal aléatoire gaussien de moyenne m(t) et de covariance P(t) tel que :
m(t) = E[x(t)] = exp (A(t — to) m(ty)
P(t) = E[(x(t) - m(D)(x(t) - m(9)"| Vérifiant 1’¢quation différentielle
P(t) = AP(t) + P(HAT + MWMT
Si le systéme est stable (toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle négative) on tend
Vers un régime permanent (stationnaire) :
P =0 et P(t) = PVérifie alors 1’équation de LY APUNOV continue

AP+PAT+ MWMT =0

Si ’on considére 1’équation de sortie : y(t) = Hx(t)alors la matrice de covariance P, (t)de
y(t) Vérifie :p,(t) = HP(YHT
(Si I’on considere un bruit blanc de mesure alors cette covariance est infinie).

B- Dans le cas discret
Théoreme
Soit un systeme linéaire discret :
x(k+1) = Ax(k) + Mo(k) (1.1.68)
o(k)est un bruit pseudo-blanc gaussien centré de densité spectrale W (E[(o(K)o(k +j)T] =
W53(j)) . Soit m(0)et P(0) la moyenne et la covariance de 1’état initial x(k0) = x(0)(lui aussi
aléatoire gaussien et indépendant dew (k). On montre que X(k) est un signal aléatoire gaussien
de moyenne m(k)et de covariance P(k),tel que :
m(k) = E[x(k)]
P(k) = E [(x(k) - m(k))(x(k) — m(k))T]Vérifiant I’équation récurrente de LYAPUNOV
P(k + 1) = AP(K)AT + MWMT
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Si le systeme est stable (toutes les valeurs propres de A sont de module inférieur a1) on tend
vers un régime permanent: P(k+ 1) = P(k) = P  vérifie alors 1’équation de LYAPUNOV
discréte :

P = APAT + MWMT (1.1.69)

Conclusion

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit les notions mathématiques élémentaires qui
sont fortement requises pour la compréhension du filtrage de Kalman, ce dernier faisant
’objet principal de notre travail dans le cadre de la présente thése.

A cet effet, nous avons présenté quelques concepts sur lesquels reposent les fondements
mathématiques du FK, ainsi que quelques outils mathématiques indispensables pour analyser
les processus stochastiques et leur transmission dans les systemes dynamiques linéaires. Nous
avons également introduit la notion de bruit blanc, qui est entierement caractérisé par sa
fonction d’auto-corrélation, et qui présente 1’une des hypotheses de base du filtre de Kalman.
Par la méme occasion, nous avons évoqué la notion des modéles espace-état, et filtrage qui
sont & la base de la formulation du filtre de Kalman.
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Introduction

La recherche scientifique repose sur deux sources d'information et d'étude différentes, les
observations d'une part, et les modéles de l'autre. Au cours de I'histoire des sciences, les ob-
servations ont d'abord été qualitatives puis se sont raffinées pour devenir quantitatives, alors
que parallelement, les modéles descriptifs se sont renforces de I'apport des mathématiques, en
particulier de I'Analyse Numérique.

A ce jour, il existe un grand nombre de méthodes dites d'assimilation de données, qui consis-
tent toutes plus ou moins a fournir une estimation de la condition initiale du systéme, connais-
sant des estimations de ce méme systeme a d'autres instants : elles consistent toutes a résoudre
un probléme dit probleme inverse. Il existe actuellement deux grandes classes de méthodes
d'assimilation de données, l'une reposant sur des approches statistiques, l'assimila-
tion séquentielle de données, qui repose sur des considérations statistiques et qui procéde par
corrections successives de la prévision du modeéle au fur et a mesure que des observations sont
disponibles, Les méthodes séquentielles reposent essentiellement soit sur l'interpolation opti-
male, soit sur le filtre de Kalman; et l'autre reposant sur la theéorie du contréle optimal, con-
siste & ajuster au mieux une solution du modeéle a toutes les observations disponibles tout au
long de la période d'assimilation ¢’est l'assimilation variationnelles.

Les méthodes séquentielles du type filtre de Kalman et les méthodes variationnelles sont
deux approches distinctes pour résoudre le méme probléeme, c'est-a-dire trouver la meilleure
estimation linéaire de I'état du systeme a partir des observations. Ces deux classes de mé-
thodes ne sont bien sdr plus équivalentes lorsque le probléme est non linéaire. De plus, pour
que le filtre de Kalman soit optimal, les erreurs doivent étre décorrélées en temps, alors que
les méthodes variationnelles n'ont pas besoin de cette hypothese.[Didier AUROUX ,2003]

1.2.1. GENERALITES SUR LE FILTRE DE KALMAN
1.2.1.1.Historique du Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman doit son nom a Rudolf Kalman bien que Thorvald NicolaiThiele et Pe-
ter Swerling aient développé un algorithme similaire avant lui. La paternité du filtre fait I'ob-
jet d'une petite controverse dans la communauté scien-
tifique. Le filtre a été décrit dans diverses publications
par Swerling (1958), Kalman (1960) et Kalman-Bucy
(1961).

Stanley Schmidt est reconnu comme ayant réalisé la
premiére implémentation du filtre. C'était lors d'une
visite de Rudolf Kalman au NASA Ames Research
Center qu'il vit le potentiel de son filtre pour I'estima-
tion de la trajectoire pour le programme Apollo. Ceci
conduisit a l'utilisation du filtre dans l'ordinateur de
navigation.

Fig 1.2.1. Rudolf Emil Kalman
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Au début des années 1940, Wiener s’intéressa au probléme de filtrage et donna naissance
au premier filtre qui porte son nom Filtre de Wiener ; En 1961, Kalman et Bucy ont introduit
un filtre qui enrichit le filtre de Wiener sur deux points essentiels :

e le filtre est récursif.

e le filtre peut étre appliqué a des systéemes décrits par des modeles variant avec le temps
(Processus non stationnaires).

Le filtre de Kalman a été développé pour les modeles linéaires gaussiens. L’hypothése des
bruits gaussiens n’est pas essentielle pour le fonctionnement du filtre de Kalman, ce dernier
approche la densité de 1’état sachant 1’observation (densité conditionnelle) par une densité
gaussienne, déterminée par sa moyenne et sa matrice de covariance. La non linéarité du mo-
déle peut entrainer la multi-modalité de la loi conditionnelle de 1’état, et ainsi rend le filtre de
Kalman inadapté. Lorsque le systéeme est fortement non linéaire le filtre de Kalman étendu
peut diverger.

1.2.1.2.Domaines d’utilisation du Filtre de Kalman

Une grande variété de filtres de Kalman ont été, depuis, développés a partir de la formula-
tion originale dite filtre de Kalman simple. Schmidt développa le filtre de Kalman étendu,
Bierman, Thornton et bien d'autres développérent toute une gamme de filtres racine carrée. Le
filtre le plus utilisé est vraisemblablement la phase-locked loop, largement répandue dans les
radios, ordinateurs, équipement de communication, etc.

Le filtre de Kalman est utilisé dans une large gamme de domaines technologiques (radar,
vision électronique, communication ...). C'est un théeme majeur de l'automatique et du traite-
ment du signal. Un exemple d'utilisation peut étre la mise a disposition, en continu, d'informa-
tions telles que la position ou la vitesse d'un objet a partir d'une série d'observations relative a
sa position, incluant éventuellement des erreurs de mesures...Par exemple, pour le cas des
radars ou l'on désire suivre une cible, des données sur sa position, sa vitesse et son accéléra-
tion sont mesurées a chaque instant mais avec énormément de perturbations dues au bruit ou
aux erreurs de mesure. Le filtre de Kalman fait appel a la dynamique de la cible qui définit
son évolution dans le temps pour obtenir de meilleures données, éliminant ainsi I'effet du
bruit. Ces données peuvent étre calculées pour l'instant présent (filtrage), dans le passé (lis-
sage), ou sur un horizon futur (prediction).

Le filtrage de Kalman est aussi de plus en plus utilisé en dehors du domaine du traitement
du signal, par exemple en météorologie (environnement) et en océanographie, pour I'assimila-
tion de données dans un modele numérique, en finance .....etc.

1.2.1.3.Définition du Filtre de Kalman
Le grand avantage du FK, pour nous en tant qu’ingénieurs, c’est qu’on n’est pas obligé
d’étre génie en mathématiques pour pouvoir I’assimiler et 1’ utiliser d’'une maniére efficace.
Avant de rentrer dans les détails propres du filtre de Kalman, les premiéres questions qui
surgissent sont
(1) d’abord qu’est-ce qu’un FK ?
(2)Qu’est ce qui justifie le recours a un tel outil, dans le cadre de cette thése ?

Pour répondre a la premiére question, le FK peut étre définit d’une maniere simple comme

étant un algorithme optimal et récursif de traitement de données (Maybeck, 1979).C’est un
reconstructeur d’état dans un environnement stochastique. Lorsque les variances des bruits
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sont connues, ¢’est un estimateur linéaire minimisant la variance de 1’erreur d’estimation. Les
algorithmes donnant la solution de ce probléme ont été déterminés initialement par [Kalman,
1960] dans le cas discret et [Kalman, Bucy, 1961] dans le cas continu. Nous établirons, dans
un premier temps, les équations du filtre de Kalman discret puis, celles du filtre de Kalman
continu par passage a la limite.

1.2.1.4.Principe du Filtre de Kalman

Cette méthode vise a estimer des parametres d'un systeme évoluant dans le temps & partir
de mesures bruitées. La force de ce filtre est sa capacité de prédiction des parametres et de
rectification des erreurs, non seulement des capteurs, mais aussi du modéle lui-méme. En ef-
fet, pour appliquer un filtre de Kalman, il faut avant tout modéliser le systeme pour lequel on
veut estimer les parametres, de maniére linéaire. (Des variantes du filtre de Kalman existent
pour la prise en compte de modeles non linéaires) ; Dans une méthode d'estimation classique
(par exemple, la méthode des moindres carrés), une simple erreur dans la modélisation du
systeme entraine inévitablement une erreur au niveau de l'estimation.

= La force du filtre de Kalman est d'intégrer un terme d'imprécision sur le modéle lui-méme, ce
qui lui permet de donner des estimations correctes malgré les erreurs de modélisation (pour
peu que les erreurs restent raisonnables).

= Un autre point fort du filtre de Kalman (mais que I'on retrouve aussi dans la méthode des
moindres carrés par exemple) est sa capacité a déterminer I'erreur moyenne de son estimation.
En effet, l'outil Kalman fournir un vecteur contenant les parameétres estimés, mais aussi une
matrice de covariance de I'erreur ! Cette matrice nous renseigne donc sur la précision de I'es-
timation, ce qui peut étre utile dans de nombreuses applications. Un autre atout du filtre de
Kalman est que la convergence de cette erreur est garantie !

= Le fonctionnement du filtre de Kalman peut se diviser en deux étapes :

= Une premiére étape de prédiction de I'estimation selon le modele du systéme. Pour ce faire, le
filtre de Kalman reprend I'estimation précédente des paramétres et de I'erreur et prédit les nou-
veaux parametres et la nouvelle erreur en fonction de la modélisation du systéme.

= La seconde étape va faire la mise a jour de cette prédiction grace aux nouvelles mesures. Ces
mesures (par définition bruités) vont permettre d'obtenir une estimation des parametres et de
I'erreur & partir de la prédiction faite. Si jamais le modéle comporte des erreurs, cette étape de
mise a jour permettra de les rectifier.

1.2.1.5.Les limites du Filtre de Kalman

Le filtre de Kalman est donc une méthode d'estimation et de prédiction puissante prenant
en compte les modélisations du systeme. Néanmoins, ce filtre n'est pas forcement l'outil a
appliquer dans tous les cas. En effet, comme nous l'avons vu, le développeur a besoin de mo-
déliser le systéeme assez précisément afin de désigner un filtre efficace. Le probléme est que
certains systémes sont difficilement modélisables et, encore moins linéairement. Dans le cas
ou la modélisation est trop approximative, le filtre n'est pas assez performant et I'erreur des
estimations ne convergera pas assez rapidement, elle restera grande.
Pour pallier a ce probléme de modélisation linéaire du systéeme, un filtre de Kalman étendu a
été développé et permet de prendre en compte une modélisation non linéaire. Néanmoins,
cette technique a quelques défauts :

= En premier lieu, la covariance de I'erreur (la précision des estimations) ne converge pas obli-
gatoirement (comme c'était le cas avec une modélisation linéaire).

= Le second défaut est son co(t calculatoire plus important. En effet, de nouvelles matrices cod-
teuses rentrent en jeux (les matrices des dérivés partielles des équations d'états et de mesures
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modélisant le systéme), ce qui peut étre une limite a son utilisation, surtout dans des systémes
embarqueés trés restreints au niveau de la puissance de calcul.

Une autre limite importante d'une telle méthode est que le filtre de Kalman permet de
prendre en compte uniquement un modeéle de bruit Gaussien. Le bruit peut en général étre
modélisé de facon Gaussienne, mais dans certains cas, un autre type de bruit est requis (no-
tamment en traitement d'images ou I'on utilise fréqguemment des bruits de Poisson). Cette res-
triction limite donc l'utilisation du filtre de Kalman.

Le filtre de Kalman est donc une méthode d'estimation intéressante, mais qui n'est utilisable
que lorsque I'on peut décrire assez précisément notre systéme.

1.2.2. DE L'ESTIMATEUR OPTIMAL AU FILTRE DE KALMAN

On commence par faire quelques rappels sur les estimateurs déterministes, présenter I'esti-
mateur des moindres carrés. Ensuite, on complexifiera le modele progressivement jusqu'a
obtenir un filtre de Kalman.

1.2.2.1.L"estimation

L'estimation est une branche des mathématiques statistiques qui permet, a partir de me-
sures effectuées sur un systeme, d'estimer la valeur de différents paramétres de ce systeme.
Bien sdr, il est possible de n'estimer qu'un seul paramétre, mais il nous est aussi possible d'es-
timer plusieurs paramétres en méme temps. Dans ce cas, on ne parle plus de parameétre a esti-
mer, mais de vecteur a estimer, ou vecteur d'état.

1.2.2.2.Les Estimateurs déterministes

Tout d'abord, un point important dans la philosophie des estimateurs déterministes est que
le vecteur a estimer est justement déterministe. C'est-a-dire que I'on suppose que ce vecteur
posséde des valeurs non aléatoires, méme si celles-ci sont inaccessibles. Ce que I'on cherche a
trouver, c'est un estimateur qui estime au mieux ce vecteur.

Pour ca, il faut que l'estimateur soit sans biais et de variance minimale (pour minimiser
I'erreur d'estimation).

A- Le biais
Un estimateur sans biais signifie que I'espérance de I'estimation doit étre égale au vecteur a
estimer. En gros, ¢a veut donc dire que I'estimateur, en moyenne, ne commet pas d'erreur. Dit
encore autrement, si I'on fait la moyenne des estimations, on trouve la valeur réelle du para-
métre. Bien sdr, le biais n'est pas calculable en réalité, car on ignore la valeur réelle du para-
meétre ou du vecteur a estimer. Par contre, il est tres utile pour caractériser nos estimateurs.

B- La variance
La variance peut étre assimilée a I'erreur. Un estimateur est dit a variance minimal lorsque I'on
a réussi a minimiser les variations entre le vecteur d'état et lI'estimation. On a donc minimisé
l'erreur.
Il faut bien faire attention, car ces deux notions sont bien distinctes. Un estimateur peut tres
bien avoir un biais nul, mais si sa variance est forte, cet estimateur ne sera pas performant.
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1.2.2.3.L"estimateur optimal

Dans la littérature, nous trouverons qu'un estimateur dont le biais est nul aura une variance
toujours supérieure ou égale a ce que I'on appelle la "borne de Cramer-Rao". Finalement, c'est
assez logique. On ne peut pas obtenir une variance nulle et donc, on ne peut pas connaitre
exactement la valeur du vecteur d'état. On aura toujours une incertitude égale a la borne de
Cramer-Rao pour I'estimateur optimal. Si la variance est nulle, alors ce n'est plus un probléme
d'estimation, car ¢a voudrait dire que I'on connait la valeur a estimer des le départ.

Il se trouve que dans certains cas particuliers, il existe un estimateur sans biais a variance
minimale calculable. Mais pour cela, il faut que le systeme respecte quelques contraintes :

= Le bruit doit étre Gaussien

= Le systéme doit étre linéaire
Cet estimateur est appelé "Estimateur sans biais & variance minimale linaire gaussien", ou
encore «Estimateur optimal linéaire gaussien” ou tout simplement "Méthode des moindres
carrés".

1.2.2.4.0ptimalité et Récursivité de I’estimation

Le terme « récursif » dans la description précédente, veut dire que le FK n’exige pas de
garder ou stocker en mémoire I’intégralit¢ des données précédentes, pour étre prises en
considération dans les calculs, a chaque fois qu’une nouvelle mesure lui est fournie. Ceci est
une propriété trés importante qui rend 1I’implémentation du filtre trés pratique. Cela dit, le FK
peut alors étre considéré comme tout juste un algorithme de traitement de données dans un
processeur central. Comme tel, il incorpore des échantillons de mesures discretes. Concep-
tuellement, ce que n’importe quel filtre essaye d’obtenir c’est une estimation « Opti-
male » des variables en question a partir des données procurées par un environnement bruité.
I s’agit d’extraire une information utile a partir d’une information bruitée. Le terme « opti-
male » ici veut dire minimum d’erreur. Pour aboutir a cet objectif, il existe plusieurs ap-
proches entre autres, 1’approche de Bayes (Harrison & Stevens, 1975b). Si on adopte le
point de vue de Bayes, alors on souhaiterait un filtre qui propage la densité de probabilité
conditionnelle des variables en question, conditionnée par la connaissance des données ac-
tuelles provenant des systemes de mesures.

La probabilité de la valeur d’une quantité scalaire x au temps i, X(i), conditionnée par la
connaissance des mesures z jusqu’au temps i : (z(1)=z; , 2(2)=2; ,..., z(i) = z) est tracée en
fonction des x(i) possibles, pour donner le tracé de la fonction de densité de probabi-

lité conditionnelle notée : Tyiyz020(X(Z1,Z2, ... ,Zi).Cette fonction contient toute
I’information disponible sur x(i), elle indique pour la valeur donnée de toutes les mesures
jusqu’a I’instant i, ce que serait la probabilité de x(i). Elle est appelée « conditionnelle » car sa
forme et sa localisation sur I’axe des x dépendent des valeurs des mesures prises. Sa forme
révele sur le taux de certitude que I’on a sur la connaissance de la valeur de x : Si le tracé de
la fonction de densité de probabilité conditionnelle est proche d’un « pic » cela signifie que la
plupart de la probabilité est concentrée autour d’une plage de valeurs de x, on est alors plus
surs de la valeur de x. Si le tracé est plus disparate et plus plat, cela signifie que 1’on est moins
surs de la valeur de x. Une fois une telle densité de probabilité conditionnelle propagée
et tracée, l’estimation « optimale » peut alors étre définie. Les choix possibles peuvent in-
clure :

1. La moyenne : la valeur de x correspondant au centre de masse de la probabilité

conditionnelle.
2. Le mode : la valeur de x correspondant au maximum de probabilité conditionnelle.
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3. La médiane : la valeur de x telle que 50% de probabilité soit a sa gauche et 50% de
probabilité soit a sa droite.

Le FK performe cette propagation de la fonction de densité de probabilité conditionnelle,
pour les problemes dans lesquels le systeme peut étre décrit par un modele linéaire et dans
lesquels les bruits du systeme et de la mesure sont blancs et gaussiens (Brown &Hwang,
1997). Dans ces conditions, la moyenne, le mode et la médiane coincident, de telle sorte qu’il
existe en fait, une estimation « meilleure » unique de la valeur de x. En d’autres termes, dans
ces trois conditions, le FK est le meilleur filtre parmi toutes les formes concevables, dans le
sens ou I’estimation qu’il fournit est une estimation a variance minimum (Welch& Bishop,
2003). Ceci est la raison principale qui justifie notre recours, dans le cadre de cette thése, a un
tel outil mathématique parmi tant d’autres.

1.2.3. MECANISME DE LA METHODE DE FILTRE DE KALMAN
1.2.3.1. Variables et équations d’état

L’état d’un systéme est un ensemble de variables, tel que:
= |a connaissance exacte de ses variables,
= les fonctions d’entrée du systéme, et les équations décrivant les dynamiques de ce
méme systéme, fournissent I’état futur et la sortie du systeme.

L’état d’un systetme dynamique est décrit par un ensemble de variables d’état:
[X. (1), X, (0), ... X, (D)]

Les variables d’état (VE) sont celles qui déterminent le comportement futur d’un systéme
quand 1’état présent et les signaux d’excitation d’entrée sont connus.

Etat présent (a t= t0) + Entrées = (Etat futur + Sorties) a I’instant t

1.2.3.2. Forme matricielle des équations d’état
De ces vecteurs d’état (VE), nous obtiendrons un ensemble d’équations différentielles ordi-
naires de premier ordre, que nous grouperons en utilisant une notation matricielle compacte
pour former un modele temporel de variables d’état.
L’¢état d’un systeme est décrit par un ensemble d’équations différentielles de ler ordre,
somme suit:
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X1 =a; X +a,X;, +...+a,X, +b11u1 +"'+b1mum

X2 = 8y X + 8y X, .o+ 8, X, +D,U; +... 4D, U

2n"n 2m='m
Xt = X
dt
Xn =@,,% +8,% +..+a X +b U +..+b U i
ol lay a, .oy, || [y b, . byt
X2 a21 a22 a2n X2 b21 b22 b2m u2
d .
- — +
dt|.
_Xn_ _anl a'n2 a'nn__Xn_ _bnl bn2 bnm__um_
Avec :
X
X2
.| x=AX + BU — Equation d’état
X = e e, (1.2.1)
Y = HX + DU — Equation de mesure (de sortie)
_X”_

C’est la représentation espace - d’état
Avec :
X e R": Vecteur qui représente les n variables d'état

Y e R%: vecteur qui représente les m mesures

U e R" : vecteur qui représente les p commandes

AeR™" : Matrice de dynamique
B € R™": Matrice de commande
H e R™": Matrice d'observation

D e R*?: Matrice d'action directe

lay @, . &, | [by by o b Ju ] [y
a21 a‘22 o aZn b21 b22 e b2m u2 y2
_anl a‘n2 ann_ _bnl bn2 bnm_ _um_ _yn_

Les matrices H et D sont a déduire a partir des dimensions de : Y, X, et U.
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= Les matrices A, B, H, D sont souvent invariantes dans le temps, elles deviennent alors des
matrices constantes et on parle de représentation d'état continue indépendante du temps.
= Cette représentation d'état se représente sous forme de schéma-bloc

1.2.3.3.Les entrées et sorties du filtre de Kalman
Le but du filtre de Kalman est d’obtenir une estimation du vecteur d’état Xp=X(t,), compte
tenu des informations disponibles a un instant tq (suivant les cas, on peut avoir tg<ty, tq=t,
tg>ty). Cette estimation est notée de la maniére suivante :
X (t 0 )= XV _ sachant t, les informations disponibles jusqu’a tq.
a
Le filtre fournit de plus les matrices de covariance des erreurs d’estimation

.
E(Xp - X(p/q))(xp B X(p/q)) = Pp/q

Les grandeurs sont calculées pas a pas en fonction des données suivantes :
= Matrice de transition @ k-1
= Matrice de mesure Hg
* Estimation initiale du vecteur d’état, notée X /0,
=  Covariance de ’erreur d’estimation initiale X, — X(O/O)’ notée Py

= Propriétés statistiques des bruits :

® Valeurs moyennes nulles
EV=0
EW =0
® Matrices de covariance
EW W T=0 si (j#k)
EW i WiT=Qxk
EV;ViT=0 s; (j#k)
EViViT=Ry
® Indépendance des bruits du systéeme et de mesure
=SEWV;T=0

® Indépendance du bruit de mesure et de ’erreur initiale d’estimation
=>F (Xo— Xo/o):o

1.2.4. PRESENTATION DE L’ALGORITHME RECURSIF DU FK DISCRET

L’algorithme est structuré en deux étapes reprises d’itération en itération :
= Les deux premieres équations (1 et 2) sont des équations de « mises a jour des mesures » (actualisa-
tion)
v’ Les deux suivantes (3 et 4) de « mise a jour du temps » (prédiction).
v La premiére étape concerne les lois de probabilité a posteriori qui tiennent compte
de I’information a la date k.
= La seconde étape, a la différence de la premiére, ne dépend pas des observations a la date k, c’est-
a-dire sans utiliser les signaux Y.
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= Laderniére équation (5) actualise la matrice de gain Ky qui intervient dans les équations
= Précédentes.

Chaque itération se résume par les cing équations suivantes :

1. Mise a jour du vecteur d'état
Xepe = Xijior + Ke(Z — HiXo—n) (1.2.2)

2. Correction de la matrice de covariance de l'erreur d’estimation
Pk/k = (I - Kka)Pk/k—l ............... (|23)

3. Prédiction du vecteur d'état
X1k = Orsr ke (1.2.4)

4. Prédiction de la covariance de l'erreur de prédiction
Pevijk = Psr/kPe®rar/e +Qc (1.2.5)

5. Estimation du gain
Kk = Pk/k_lHkT(HkPk/k_lHkT + Rk)_l ............... (|26)
Ou:
= Xj+1/x la prédiction a I'état k+1
* P41k la covariance de l'erreur a l'instant k+1
» H, = Hy +1: la matrice d'état non pas pour les k+1 mesures (matrice H), mais uni-
quement pour la mesure courante. (Dans le cas des moindres carrées ou de
man, H, = H, + 1)
* Ry = Ry + 1 lamatrice de covariance du bruit de mesure, non plus pour k+1 mesures
= (Matrice I'), mais pour une seule mesure uniquement. (Pour le filtre de Kalman, on a
SiR, =R, +1
= | :lamatrice identité
» 7, :lamesure a l'instant k
L’équation (1) calcule I’estimation courante du vecteur d’état X, ,,comme la somme pondérée
de la prévision a la date k—1 du vecteur d’état Xy et de I’erreur de prédiction calculée a partir
de la derniére valeur observée Y. La pondération Ky, appelée matrice de gain, est actualisée a
chaque itération par 1’équation (5).
L’équation (3) permet de calculer la prédiction de Xy a la date k+1,X.,,, comme la projec-
tion de X1/, Sur son passé (passé synthétisé parX, ).

Les équations (2) et (4) sur les matrices de covariance. Ces équations permettent de calculer la
suite des gains de Kalman Ky et ce calcul peut étre fait « hors-ligne ». La matrice de cova-
riance a posteriori P, ,,connait généralement un gain en précision par rapport a la matrice de
covariance a prioriPy., x, grace au terme(l — K, Hy,)

La matrice de covariance a priori en k+1, P, .., prend en compte les erreurs liées aux innova-
tions de I’état avec la matrice Q;, mais est aussi augmentée d’un terme @yq/ 1Pk /k(,b,fﬂ /aS-
socié aux erreurs sur 1’état a la date t (équation 4).

Lorsque les variables d’état sont stationnaires, la covariance prévue Py.q/xqui part d’une in-
certitude a priori P, tend vers une constante oo [Harvey, 1989]. Aprés une période transi-
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toire, les intervalles de confiance entourant des variables cachées stationnaires ont donc une
largeur a peu pres constante.

Pour k+1 mesures, notre estimateur optimal s'écrit donc comme cela :

Ky = Pi/k—1Hi " (HiPi/io1 Hi' + Ry) ™

5\(k/k = 5\(k/k—1 + Kk(Zk - Hkik/k—1) La phase de Mise a jour (correction)
Py = (I = KiHi) P /-1

Xict1/k = Prerr /icKi/k T } La phase de prédiction

Per1/k = Prrry kPr/cPra1/k + Qi

1.2.4.1.Les différentes étapes d’évaluation des parametres du systéeme de FK

La figure suivante montre les différentes étapes d’évaluation des parameétres du systéme.
Il y a deux étapes principales pour 1’évaluation de ces parametres; 1’évaluation a priori (la
prédiction) et 1I’évaluation a posteriori (la correction). Les paramétres du systeme sont estimés
premicrement a partir de valeurs de 1’étape précédente et en suite ils sont corrigés par des me-
sures dans 1’étape de correction.

Mise a jour temporel

%‘

3- Estimation a priori des parametres

X = Ax,, + Bu,

Mise a jour par des observations

5- Gain de filtre de Kalman
K,=PH"(HRHT +R)™

4- Estimation a priori de covariance des er- 1- ESt'mat'on a posteériori des pa-
reurs rametres

P.—AP A" +Q Xy = X+ Kk(

2- Estimation a postériori de co-
variance des erreurs
Ro=(I—kH +FR)

) /

Valeur initiale pour :x.2 P, Reésidus

Fig 1.2.2. Les différentes étapes d’évaluation des parameétres du systéme de FK.

Cette théorie fournit a chaque nouvelle observation une nouvelle estimation de la variable
d'état. Le filtrage de Kalman utilise les observations dans l'ordre ou elles sont disponibles,
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d'ou I'appellation séquentielle. Par conséquent, I'estimation de I'état du systeme ne dépendra
pas des observations futures mais uniquement des observations passées et présentes.
Considérons une discrétisation en temps de notre probléme :

Le probleme de filtrage au sens de Kalman est résolu en utilisant les principes de base de
I’estimation, simple puis récursive, d’une variable aléatoire, on établit que les équations de
fonctionnement d’un filtre de Kalman discret se décomposent en deux étapes :

= Une étape de prédiction
= Une étape de correction

La construction de cet algorithme montre qu’il permet de répondre a deux objectifs différents:

= (C’est un filtre linéaire minimisant la variance a priori de I’erreur d’estimation. Dans
ces conditions, les bruits peuvent ne pas étre gaussiens.

= (C’est un filtre maximisant la probabilité a posteriori des grandeurs a estimer. Cela
n’est alors applicable que dans I’hypothése de bruits gaussiens.

Remarque :

Le grand avantage de la méthode du filtre de Kalman est de fournir a chaque itération une
estimation des matrices de covariance d'erreur de prédiction. Il faut toutefois savoir ini-
tialiser correctement ces matrices a l'instant (to).

1.2.4.2.Criteres d’optimalisation

Il est temps de préciser les conditions théoriques permettant une démonstration de
I’expression de la correction K. Il faut dire qu’en général, il existe deux cas de figure,
selon les hypothéses dans lesquelles on se met (Harvey, 1989):

A- Premier cas
Hypothéses

1. Les bruits obéissent aux relations précédentes ; cependant, leur loi de probabilité n’est
pas explicitée.

2. L’opérateur estimation est linéaire par rapport aux mesures et a I’estimation initiale.

3. Les valeurs estimées X, doivent conduire a une minimalisation de la somme de variances
X-X"(X-X)

Conséguences

1. K est fixée.

2.Chague estimation X,est égale a 1’espérance mathématique de X, compte tenu des ré-
sultats de mesure obtenus :

3.i(k/k = E(Xy/Z1Z, ....Zy)

4. (Loi de probabilité a posteriori, c’est-a-dire compte tenu des résultats de mesure).

5.La minimalisation de Exx - X)"(x — X)implique celle de :

6.Ex-X)"w, (x-X) . Wy étant une matrice réelle, symétrique, définie, positive arbi-
traire.
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B- Deuxiéme cas
Hypotheses:

1.Les lois de probabilité des vecteurs d’état (X, X;...Xx) et des mesures (Z,Z,...Zx) sont
gaussiennes.
2.La valeur estimée X, maximalise la probabilité a posteriori (Xx/Z1Z5...Z)

Conséquences:

1. La formule d’estimation peut étre mise sous la forme linéaire
2. La matrice de correction a utiliser est donnée par 1’équation :
3. Chaque estimation X,est égale a 1’espérance mathématique de Xx, compte tenu des
mesures faites (loi de probabilité a posteriori) :
4, )?k/ =EXy/212Z5 ....Z})
5. Il en résulte une minimalisation de la quantité Ex-X)Tw, (x -X)
W étant une matrice réelle, symétrique, définie, positive, arbitraire.
Dans les deux cas précédents, le filtre de Kalman conduit a une minimalisation de la
variance E(x - X)T(x — X); et d’une maniére générale, I’estimation optimale de AX (A étant
une matrice carrée ou rectangulaire) est égale 8 AX étant I’estimation optimale de X.

1.2.5. STABILITE DU FILTRE VIS-A-VIS DE LA DIVERGENCE

Quand nous avions parlé de I'optimalité du filtre, nous n'avions pas fait allusion a sa
stabilité vis-a- vis de la divergence. En effet, un filtre optimal n'est pas automatiquement
stable et sa stabilité doit étre prouvée.

On dit qu'il ya divergence du filtre, quand I'estimation qu'il nous fournit est entachée
d'erreurs qui deviennent de plus en plus importantes. Le filtre devient alors instable et
donc insatisfaisant (Schleeet al, 1967). Le critere de convergence est donné par la ma-
trice de covariance Py (plus précisément par sa trace) qui doit étre définie positive et mi-
nimale a la fin de la derniére itération (Grewal& Andrews, 1997). Elle doit donc con-
verger vers le zéro au fur et a mesure que I’on avance dans le calcul sans pour autant lui
étre inférieure.

Les problemes de stabilité du filtre sont reliés a la connaissance exacte des matrices
Po, dx, Hi, Q et R et se traduisent par le fait que I'algorithme donne I'état erroné qui peut
bien fonctionner a travers quelques données, mais qui n'est plus optimal pour longtemps.
A ce moment, Pk ne mesure plus exactement la variance de I'erreur de I'estimation, et on
assiste a une progression de I'erreur de I'estimation du vecteur X, dans le temps.

Ce probleme peut étre d0 au fait que le modele a été utilisé d'une maniere erronée
pouvant étre engendrée par une mauvaise estimation des parametres, comme ¢a peut étre
le résultat d'une simplification du modéle lui-méme qui gere la dynamique du systéme. Il
peut étre accentué, quand les termes de bruit dans I'équation d'état du systéme, ou celle
de mesure deviennent trop petits. Dans ce cas, la covariance de l'erreur devient tellement
petite que le gain devienne lui aussi petit et par conséquent, les observations qui viennent
au fur et & mesure, ont un effet minime sur I'estimation.

Il ya un certain nombre de méthodes qui peuvent intervenir pour éviter I'apparition de
tels problémes. La procédure la plus utilisée est celle qui consiste a modifier les équa-
tions du filtre de sorte que les mesures récentes puissent avoir une influence plus grande
sur les estimations de ce dernier et plus les mesures sont lointaines dans le temps, moins
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devient leur influence. Ces modifications sont apportées par des ensembles de pondéra-
tion o 2,202 o) Pouvant étre appliqués aux observations (Zx,-s,....Z«-s) ou T est la mé-

moire du modele.

Conclusion

Le filtre de Kalman est un outil essentiel pour les ingénieurs pour résoudre les problémes
de filtrage. C’est une version moderne et probabiliste de la méthode des moindres carres, le
filtre de Kalman concerne essentiellement les systémes linéaires. On considére que le modele
est linéaire, avec un bruit additif Gaussien et 1’observation est une fonction linéaire de 1’état
entachée d’un bruit additif gaussien

A partir de l'estimateur optimal linéaire gaussien, nous avons trouvé sa forme récursive et
nous l'avons adapté afin qu'il puisse estimer un vecteur d'état variant dans le temps. Nous
sommes donc arrivés a écrire un filtre de Kalman. Ce filtre nous assure donc que l'estimateur
converge vers l'estimateur optimal.

Il est intéressant de préciser que ce filtre nécessite une étape d'initialisation afin de déter-
miner la premiére estimation du vecteur d'état ainsi que la matrice de covariance de l'erreur.
Ces matrices, si I'on ne connait pas les conditions initiales du systeme, peuvent étre obtenues
soit par une méthode ad-hoc (on fixe le vecteur d'estimation plus ou moins au pif et I'on attri-
bue une erreur importante a cette estimation), soit on utilise un autre estimateur, par exemple,
la méthode des moindres carrés classique afin d'initialiser le filtre.

Enfin, ’application du filtre de Kalman a un probléme particulier exige le passage par les
étapes suivantes :
1. Choix de la variable d’état du systeme étudié et détermination du mod¢le mathématique
2. Estimation des conditions initiales.
3. Calcul conformement aux équations récurrentes du filtre.
4. Vérification des hypotheses d’application par I’examen des résidus et critique des résul-
tats.
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Introduction

Les régimes hydrologiques varient suivant la répartition des précipitations et suivant les
conditions naturelles des bassins versants,En matiere de modélisation hydrologique on
s’intéresse aux distributions et a 1’ampleur des précipitations, au moment et a I’endroit ou
elles se produisent. L’étude hydrologique des précipitations porte donc essentiellement sur
leur quantité et leur dynamique, dans le temps et dans 1’espace. A cet effet, la qualité de
I’estimation spatiale et temporelle de la pluviométrie suppose la compréhension des modalités
de reconstitution de la ressource en eau qui elle-méme se base sur une bonne connaissance de
la structuration des champs de précipitation dans 1’espace étudié et dans le temps.

11.1.1. PRESENTATION DE LA REGION D’ETUDE

11.1.1.1. Situation géographique du bassin versant

Le Bassin Hydrographique Cheliff- Zahrez couvre une superficie d'environ 56 227 km?
(soit plus de 22% de la superficie de I'Algérie du Nord). Une région hydrographique limitée
naturellement au nord par la mer Méditerranée, a I'Ouest par la région Oranie - Choit Chergui,
a I'Est par la région Algéroise - Hoddna- Sommam et au sud par le Sahara.

Cette région hydrographique est découpée en trois grands sous bassins versants (cotier Da-
hra, Cheliff et le Zahrez), le bassin du Cheliff de son tour se divise en trois grands bassins : le
Cheliff a ’amont du barrage de Boughezoul et le Cheliff a 1’aval du barrage de Boughezoul et
le haut et moyen Cheliff; 1l est le plus grand du point de vue superficie en Algérie, il repré-
sente plus de 77 % de la superficie totale du bassin Cheliff-Zahrez. Ce méme bassin, limité au
Nord par les monts du Dahra (1578m d’altitude) et au sud par 1'Atlas saharien, comprend au
Nord, la vallée du Cheliff, au sud les hauts plateaux de Saida a Tiaret, les plaines de Nahr
Ouassel et Ain Oussera et au centre le massif de I'Ouarsenis. (ABH, Chlef 2004, (1)),

Elle est comprise entre :
La longitude 3° 50" Est et 0° 08' Ouest et 33° 53" de latitude Sud et de latitude 36° 34'Nord.

11.1.1.2. Caractéristigues morphométriques de la région

Les différents parametres morphométriques du bassin (forme, altitude, pente, relief, etc..)
interviennent, et souvent de facon combinée, dans les modeles de transformation pluie-débit
particuliérement. Devant I’importance de la taille du bassin versant du Cheliff-Zahrez (56 227
km? soit plus de 22% de la superficie de 1’ Algérie du Nord), ainsi que celle des (03) bassins
qu’il englobe; Cétier (3 202 km?), Cheliff (44 035 km?) et le Zahrez (8 990 km?) ainsi que sa
complexité géologique, notamment dans sa partie Nord, nous nous limiterons a quelques ca-

ractéristiques morphométriques susceptibles d’identifier les bassins de la région d’étude.
(ABH, Chlef (2))
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Fig I11.1.1. Sous régions du bassin hydrographique Cheliff-Zahrez
(ABH, Chlef 2010)
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1. Superficie, Altitude et formes des unités hydrologiques du bassin versant

Selon les délimitations hydrographiques, l'aire de I'étude se compose de 03 bassins : cOtier
Dahra, le Cheliff de son tour se divise en trois grands bassins : le Cheliff a I’aval du
barrage Boughzoul, le Cheliff a I’amont du barrage de Boughzoul et le haut et moyen Cheliff,
ainsi que le bassin du Zahrez (Fig.11.1.2). Leurs superficies respectives, mentionnees dans le
Tableau 11.1.1, varient de 8 989 km?* (bassin du Zahrez), a 19 979 km? (bassin Cheliff Amont
Boughzoul) et & 24 028 km? au bassin Cheliff a I’aval du Boughzoul qui a son tour contrdle
43% de la surface de réception totale de la région hydrographique. Les bassins Amont
Boughzoul et Zahrez représentent 51 % de la surface de réception totale du bassin Cheliff-
Zahrez, par contre le bassin c6tier ne représente que 6%. (ABH, Chlef, 2010)
Ces grands bassins englobent plusieurs sous bassins :

= Cotier : 03 sous bassins;

= 1’aval Boughzoul : 24 sous bassins

= 1’amont Boughzoul : 12 sous bassins

= Le bassin Zahrez : 06 sous bassins

Fig 11.1.2. Carte des sous bassins versant (Cheliff 2 ’amont de Boughzoul /SIG,2010)
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2. Orographie

Le bassin versant du Cheliff occupe une portion de 1'Algérie dont 1I’orographie est a la fois
simple et typique. Des chaines montagneuses, paralléles a la cote, séparées par les zones dé-
primées ou par de hautes plaines, en constituent les principaux traits. Cette disposition corres-
pond a la structure géologique, mais sa realisation fut assez récente puisqu'elle ne s'est tra-
duite définitivement dans le relief qu'au cours de la période Miocene. La forme du relief, les
effets des crétes ainsi que l'influence du site constituent des facteurs majeurs dans la structura-
tion des champs pluviométriques et leurs orientations dans l'espace.
En fonction de la géologie, de la lithologie et de la topographie la région d'étude s'organise en
deux grandes unites structurales : le Systeme Tellien et les Hautes plaines steppiques.

2. 1. Le Systeme Tellien
L'atlas Tellien littoral regroupe de I'Est a I'Ouest, le massif de Gontas, les monts de Zaccar le
massif de Béni Menasseurs et le Dahra, qui sépare la région d'étude de la mer et qui forme
une barriére assez continue de quelque 70 km de longueur s'étageant entre 500 et 900 m d‘alti-
tude moyenne. La dépression intertelliene occupe les plaines alluviales du Cheliff, partagée en
principales plaines
=La plaine d'El Khemis, reconnue aussi sous le nom du haut Cheliff elle est comprise
entre le seuil de Djendel a I'Est et le seuil d’Ain Defla a I'Ouest
eLa plaine d'ElI Abadia et d'Oued Fodda reconnue aussi sous le nhom du Moyen Cheliff,
elle est comprise entre le seuil de Ain Defla a I'Est et le seuil de Pontéba a I'Ouest
ela basse plaine du Bas Chélif, forme une étroite bande d'une dizaine de kilométres
de largeur qui draine le Cheliff, depuis la ville de Chlef jusqu'au confluent avecl'oued Mina.
e L ‘atlas Sud tellien borde continuellement au Sud la dépression intertelliene reconnue aussi
sous le nom de massif d'Ouersenis, forme I'ossature de la bordure sud de la zone d'étude. C'est
une chaine importante s'allongeant sur plus de 200 km, culminant a 1985 m au djebel Ouerse-
nis, son altitude moyenne s'accroit régulierement d'Ouest en Est a 1300 m environ, a I'Est de
ce massif central s'élévent les monts de Matmata de part et d'autre part les vallées de I'Oued
Deurder et du Cheliff. (ABH, Chlef 2004)

2. 2. Les Hautes Plaines steppiques
Localisées entre I'Atlas Tellien au Nord et I'Atlas Saharien au Sud, a des altitudes plus ou
moins importantes de 900 a 1 200 m. Elles sont parsemées de dépressions salées, chotts ou
sebknas (Zahrez chergui et Zahrez gharbi) qui sont des lacs continentaux formeés au Pl€isto-
céne sous l'effet des pluies torrentielles et du ruissellement important qui en découle.

3. Les parametres morphométriques du bassin versant :

Les parameétres morphométriques jouent un rdle essentiel dans la répartition des eaux a
I'échelle du bassin versant. lls influent fortement sur I'hydrologie de ce dernier.
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Tableau I11.1. 1.

Caractéristiques morphomeétriques des sous-bassins versants de la région d’étude.

indice  ndice Dénive-
_ Code Superficie Périmetre Altitude A_Iti_tude AIti_tude de de pente Ie’e_spéci- _
Bassin Sous moyenne minimale maximale  com- glo- fique Relief
bassin paCIte bale(lg) (DS)
(Km2) (km) (m) (m) (m) (ke) (m/km  (m)
113 992,85 179,96 900 600 1800 16 1691 53284 Relief trés fort
114 138369 176,81 870 500 1600 133 17,67 65729 Relief trés fort
115 767,29 167,95 600 300 1300 17 1501 41578 Relief assez fort
116 857,64 185,65 980 300 1800 146 1941 56842 Relief trés fort
117 743,97 142,68 575 300 1600 176 2387 651,00 Relief trés fort
118 680,55 141,1 610 200 1500 151 23,73 619,08 Relief trés fort
119 898,54 173,69 640 200 1700 162 2138 640,87 Relief trés fort
120 570,52 142,58 370 200 1100 167 1449 3461 Relief assez fort
121 116132 21275 785 200 1800 175 18,08 616,13 Relief trés fort
122 143744 224,12 375 100 1100 166 11,31 4288  Relief assez fort
123 140547 22512 710 100 1700 168 17,3 64858 Relief trés fort
Cheliff 124 564,72 122,13 275 75 1000 144 20,12 478,12 Relief assez fort
Paval Bou- 125 151302 202,89 805 300 1300 146 1321 513,83 Relief trés fort
guezoul 126 928,45 185,18 460 75 1300 17 16,02 48815 Relief fort
127 799 4 162 550 200 1000 16 1295 366,14 Relief fort
128 759,63 145 310 50 800 147 10,04 27671 Relief fort
129  1277,66 176 1095 600 1300 138 1151 41142  Relief fort
130 657,57 128 910 600 1300 14 1565 40132 Relief fort
131 892,21 162 650 300 1300 152 1621 48419 Relief fort
132 1352,8 188 1100 800 1400 143 922 339,12 Relief fort
133 122861 198 775 300 1300 158 13,03 45672 Relief fort
134 1250,98 193 490 100 1200 153 148 52347 Relief trés fort
135 1462,52 212 345 50 900 155 10,03 38357 Relief fort
136 431,41 112 215 0 700 151 1285 2669  poiict fort
Sous total 240283 640 0 1800
101 791 1395 1410 1100 1700 201 645 12562 Relief assez fort
102 2019 2685 1205 900 1700 1,67 5 22467  Relief assez fort
103 9638 177 1050 800 1300 16 4,76 147,83  Relief assez fort
104 1329 156,5 1130 800 1500 15 7,69 2254  Relief assez fort
105 1403 2033 970 700 1400 152 58 217,14  Relief assez fort
Cheliff a 106 2033 233,9 870 600 1300 145 658 296,64 Relief fort
I’amont 107 2833 2927 1000 600 1500 154 693 36889 Relief fort
Bouguezoul 108 1549 251,3 890 600 1200 1,79 4 1574  Relief assez fort
109 699,3 152 1060 800 1300 161 545 14424 Relief assez fort
110 1403 2221 950 700 1700 1,66 6,1 22839  Relief assez fort
111 2339 2846 840 600 1500 165 4,76 230,3  Relief assez fort
112 2617 3388 790 600 1600 185 429 21924 e oo
Sous total 19096,8 940 600 1700
1701 1330 176,9 1110 800 1600 136 1111 40521 Relief fort
1702 2223 2527 1200 800 1600 15 588 277,35 Relief fort
1703 1936 257,7 950 800 1500 164 532 23404 Relief assez fort
Zahrez 1704 4376 95,8 1280 1100 1500 128 741 15495 Relief assez fort
1705 1434 200 1200 800 1600 148 455 172,13  Relief assez fort
1706 1628 213 910 700 1600 148 857 34584 Relief fort
Sous total 8989 1020 700 1600

Source : Agence Nationale des Ressources Hydrauliques (ANRH), Alger ,2010)
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= On constate, aussi, que l'ensemble de la région étudiée (Cétier Dahra, Cheliff et Za-
hrez) se range dans la classe du relief modéré.

= Dans ce méme sens, et du fait que ce genre de classement comparatif s'applique mieux
a ses bassins de petite taille, I'importance relative de la surface des bassins étudiés
«égalisé » en quelque sorte le relief, d'ou les faibles différences entre les classes du re-
lief trouvées.

4.Le réseau hydrographique :
Le bassin Cheliff résulte de la jonction de deux cours d’eau importants : 1’Oued Touil et Nahr
Ouassel, drainant respectivement une superficie de 16 338 km2 et 3 651 km? et dont la con-
fluence donne naissance a 1’Oued Cheliff
Les longueurs des Oueds permanents et temporaires par bassin sont mentionnées dans le
tableau (11.1.2) et la figure suivante :

Fig 11.1.3. Réseau Hydrographique (Cheliff 2 ’amont de Boughzoul /SIG,2010)
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Tableau I1.1. 2. Longueur des oueds permanents et temporaires par bassin versant.
_ Code sous Nom Longueur Longue_ur Longueur
Bassin bassin permanents temporaires Total
sous bassin Lp (km) Lt (km) L(km)
113 Oued Cheliff Djellil 167 439 606
114 Oued Cheliff Ghrib 197 598 795
115 Oued Cheliff Harbil 72 326 398
116 Oued Deurdeur 176 329 505
117 Oued Cheliff 107 252 359
118 Oued Ebda 75 393 467
119 Oued Rouina 178 575 753
120 Oued Cheliff Tikazel 55 345 401
121 Oued Fodda 419 657 1076
122 Oued Ras Ouahrane 172 988 1160
123 Oued Sly 564 670 1233
Cheliff a I’aval 124 Oued Cheliff 119 298 417
Bouguezoul 125 Oued Tiguiguest 546 527 1073
126 Oued Rhiou Tleta 277 442 719
127 Oued Djidiouia 254 359 613
128 Oued Cheliff Tarhia 316 180 497
129 Oued Mina amont 263 535 798
130 Oued Taht 58 393 451
131 Oued Mina moyenne 186 365 551
132 Oued Abd amont 28 576 604
133 Oued Abd aval 124 754 878
134 Oued Mina hadda 287 723 1011
135 Oued Mina aval 171 535 707
136 Oued Cheliff Mari- 87 105 192
Sous- Total 4 898 11 366 16 264 l
101 Oued Sebgag 114 428 542
102 Oued Namous 121 1274 1395
103 Oued Touil Amont 38 502 540
104 Oued Sakni - 363 363
105 Oued Touil Moyen - 641 641
Cheliff 2 Pamont 106 Oued Touil Aval 5 842 847
Bouguezoul 107 Oued Sousselem 233 1340 1573
108 Oued Mechti Zerga 260 552 812
109 Oued Ouassel 113 208 321
110 Oued Ouassel 319 621 940
111 Dait El Firania 100 702 802
112 Diaa Boughzoul 165 922 1087
[ Sous Total 1468 8 395 9 866 \
1701 Oued Mesrane - 940 940
1702 Oued Djelfa Hadjia 116 1356 1472
Zahrez 1703 Zahrez Rhfirbi - 700 700
1704 Daiet Mefiteg - 190 190
1705 Oued Medjedel - 711 711
1706 Zahrez Chergui - 545 545
| Sous Total 116 4 442 4 558 |

Source : Agence Nationale des Ressources Hydrauliques (ANRH), Alger
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11.1.2. LE RESEAU PLUVIOMETRIQUE

Dans le cadre de I’analyse pluviométrique, nous accentuerons tout d’abord sur la critique et
I’homogénéisation des données statiques, Aussi une telle opération est-elle nécessaire pour
envisager les possibilités d’amélioration des données d’observation en vue de disposer de
séries plus continues et plus fines a I’échelle du terrain d’étude. Apres quoi, nous aborderons
les principaux caractéres de précipitations et I’importance de leur variabilité.

Le bassin Chélif-Zahrez est équipé d’un réseau pluviométrique de 174 postes, géré par
I’ Agence Nationale des Ressources Hydrauliques (ANRH), répartis uniformément a travers le
bassin, avec une densité d’un poste pour 315km?. (Boucefiane AEK, 2010)

11.1.2.1. Caractéristiques du réseau pluviométrique :

=L a partie septentrionale du bassin aval-Boughzoul zone des grandes altitudes (hautes
plaines), la plus arrosée est la paradoxalement la plus depourvue en postes pluviomeé-
triques.

= 67 postes pluviométriques dans le haut et le moyen Cheliff, soit une densité d’un poste
pour 208 km?. 61 postes sont en service et 6 sont actuellement a 1’arrét.

=40 postes pluviométriques dans le bas Cheliff et la Mina avec une densit¢ d’un poste
pour254 km?. 31 postes sont opérationnels et 9 postes sont a ’arrét.

= 28 postes pluviométriques dans le bassin Amont du barrage Boughzoul, soit une densité
d’un poste pour 1000 km?. 26 postes sont opérationnels et (02) sont actuellement a Parrét.

= 09 postes pluviométriques dans le bassin du Zahrez, dont (03) postes sont en service, avec
une densité tres faible, soit moins d’un poste pour 1000 km?.

= La densité de couverture en informations pluviométriques est trés inégale d’une zone de
faibles altitudes (plaines du Haut et Moyen Cheliff ou le réseau est plus concentré) a une
zone de grandes altitudes (monts de 1’Ouarsenis et Dahra ou la densité du réseau est moins
importante), (ANRH, Alger)

11.1.2.2. Répartition géographique des précipitations

L’étude plus ou moins précise des variations spatiales des précipitations annuelles
moyennes passe par I’¢laboration d’une carte d’isohyetes. En effet, la connaissance de totaux
précipités issus de stations plus ou moins dispersées artificiellement dans la région ne suffit
pas, a elle seule, pour cerner la disposition globale dans les zones pluviométriques, (ANRH,
Alger)

= Une concentration des précipitations sur les versants Est des monts du Dahra et Nord du
Zaccar (bassin Cotier), avec une moyenne interannuelle de plus de 600 mm (station
F’kirina (Tachta) 020231 ; 634 mm).
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Une disposition longitudinale des isohyétes en bandes plus ou moins paralléles et valeurs
décroissantes des précipitations de 1I’Est vers I’Ouest marquée aussi par une diminution du
gradient altimétrique du bassin Cotier (de 634 mm a la station de F’kirina (Tachta) a
355 mm a la station de Sidi Ali, 020107).
= Dans le bassin du Haut et Moyen Cheliff; une concentration des précipitations sur les
versants Sud des monts du Dahra et du Zaccar, avec une moyenne interannuelle de plus de
600 mm (stations 011803 Sidi Medja et 011806 EI Anneb). Les précipitations se réduisent
dans la plaine du Haut et Moyen Cheliff ou elles varient entre 300 et 400 mm, et dans le
sud du bassin ou elles atteindraient plus de 500 mm.

= La disposition longitudinale des isohyetes en bandes plus ou moins paralléles et les valeurs
décroissantes du Nord au Sud, est toutefois, altérée au niveau de la chaine de 1’Ouarsenis
ou intervient le role important de I’altitude ainsi que la dissymétrie pluviométrique entre
les versants du Nord-Ouest au vent et les versants Sud-Est sous le vent. Ainsi, on remarque
bien une augmentation de 1’Ouest vers I’Est marquée aussi par I’augmentation du gradient
altimétrique du bassin.

= Pour le bassin versant du Bas Cheliff et de la Mina, les isohyetes illustrent claire-
ment I’augmentation de la concentration des précipitations proportionnellement a 1’altitude
de 200 mm a 500 mm; les versants Nord-ouest des monts de Tiaret ouverts au vent de la
mer sont les plus arrosés, avec une moyenne interannuelle de plus de 400 mm (Sidi Bakht
(013103) et Tiaret ANRH (012917)). Les précipitations se réduisent dans la plaine du Bas
Cheliff ou elles varient entre 200 et 350 mm.

= La région des hautes plaines (bassin Amont Boughzoul et Zahrez) est cernée en gros par la
tranche d’eau moyenne précipitée 300-350mm dont le tracé suit étroitement la limite des
versants Sud-tellien, sauf au Nord, au niveau de limite de I’Ouarsenis ou intervient le role
important de 1’altitude, ou la limite remonte jusqu’a 500 mm. Et plus au Sud par I’isohyéte
150mm.

= Dans cette région (Amont Boughzoul et Zahrez) le climat semi-aride est particulierement

développé et I’espacement des isohyetes est trés important. C’est 1a ou I’effet de la latitude

est treés sensible : les perturbations cycloniques arrivent appauvries en vapeur d’eau suite a

leur passage sur I’écran montagneux du Tell ; la principale remarque qui découle dans la

région Amont Boughzoul et Zahrez a trait a la diminution générale des précipitations (145
mm a la station Guelta Sidi Saad, 206 mm & la station de Zaafrane, 246 mm a la station de
Recheiga) par rapport aux régions Cotier et Aval Boughzoul

Le phénomeéne de variabilité spatiale est donc trés sensible dans la partie Sud de la région
hydrographique, (ABH, Chlef)
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Fig 11.1.4. Répartition geographique des précipitations

11.1.2.3.  Acquisition et traitement des données pluviométriques

Les données pluviométriques ont été recueillies aupres de 1’ Agence Nationale des Ressources
Hydrauliques (A.N.R.H) et 1’Office Nationale de Météorologie (O.N.M), sous forme de ta-
bleaux des cumuls mensuels et annuels. Elles étaient trés hétérogenes tant du point de vue
fiabilité de mesure que de la durée d’observation, ce qui a conduit a définir une période (la
plus longue possible) et d’y apporter le sois du traitement nécessaire, afin qu’on puisse dispo-
ser de données suffisamment fiables du point de vue qualité et quantité pour mener a bien
notre travail.

11.1.2.4. Choix de la période de référence
Apres une analyse plus poussée des données disponibles de la durée des séries d’observations,
on a trouvé que les séries qui ont une période de fonctionnement identique et commune et
aussi pour répondre aux exigences de I’application de filtre de Kalman multi-site pour la mo-
délisation ; sont situées entre 1959-2009, sur cette base, cette période de 51 ans a été choisi
comme période de référence.
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Pour cette période, 39 stations pluviométriques ont été sélectionnées, ils disposent dans leurs
ensemble 1989 observations annuelles réelles. (Annexe 11.1.1)

La figure suivante, représente toutes les stations pluviométriques retenues.

High and medium Cheliff
bottom Chellif
@ Rainfall station

Fig 11.1.5. Les stations pluviométriques retenues.

11.1.2.5. Distribution statistique des pluies annuelles :

L’étude de la distribution statistique des précipitations annuelles en Algérie a fait objet de
nombreux travaux dont celui de M.CHAUMONT. Ce dernier a constaté que la distribution
statistique des précipitations annuelles présentait une nette dissymétrie positive, il préconisait
deux modeles de distributions.

Une distribution log-normale en régime « méditerranéen » et une distribution racine-normale
en régime « sub-tropical ».Cette constatation a été certifiée par ’agence nationale des res-
sources hydraulique dans le cadre du projet PNUD1989, et par M.Meddi (1995).

*Annexe (11.1.1 : les stations avec leurs codes et leurs coordonnées Lambert
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Nous avons testé ces deux types de lois ainsi que la loi normale sur les 39stations. Les sé-
ries les plus longue et les fiables suivent une distribution racine-normale. Ce test a été pour les
données réellement observées et non encore homogénéisés. (Annexe 11.1.2)

11.1.3. HOMOGENEISATION DES DONNEES :

Ayant montré que les données pluviométriques s’ajustent a une loi racine-normale, nous
allons passer a ’homogénéisation des données pluviométriques.

L’étude de I'évolution des précipitations ne peut utiliser les données hétérogenes. Plusieurs
méthodes statistiques permettent de tester I'homogénéité des séries pluviométriques avant
utilisation.

L’analyse statistique des données pluviométriques consiste a déterminer les caractéris-
tiques empiriques d’un échantillon d’une série d’observations de précipitations mensuelles de
51 années.

Deux méthodes ont été adoptée (Annexe 11.1.3), pour combler tes lacunes dans les donnees
mensuelles et annuelles :

e La régression simple

e [’analyse en composantes principales ACP.

11.1.3.1. Méthode de la régression linéaire :
Le but de cette méthode consiste a estimer les variables pluviométriques inconnues de cer-
taines stations a partir des observations d’autres stations voisines prises pour base, il faut au
préalable, que certaines conditions soient satisfaites, notamment la linéarité de la régression et
I’ajustement a une loi de normale des variables confrontées.

*Annexe (11.1.2 :  Ajustement des séries pluviométrique
*Annexe (11.1.3 : Les différentes méthodes de comblement des lacunes
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La méthode des moindres carrés a été utilisée pour combler les données manquantes dans
les séries ; Elle s'effectue par le calcul de régression simple de type linéaire entre les séries
lacunaires et les séries des stations complétes environnantes aux latitudes semblables et quasi
immediates ; pour cela nous disposons des observations de quatre (04) stations pluviomé-
triques.

11 s’agit des stations pluviométriques de base dans chaque sous bassin versant suivante :

e St 02 : Station Ain baadji sur Oued Sousselem (010701).

e St 17: Station Ghrib sur Oued Cheliff Ghrib (011405).

e St 33 : Station Bordj Bou Naama sur Oued Ras Ouahrane (012304).
e St 39: Station L’Hillil sur Oued Mina (013507).

«» Reésultats de la régression et la corrélation :

Le comblement des lacunes par régression simple est basé sur les coefficients de corrélations
significatifs. On prend par exemple, la station de Zemalet EI Amir Aek et le reste des résul-
tats sont présentées dans : (Annexe 11.1.4)

Station pluviométriques Droite de régression

Code Nom de station
8}_85102 ®  Individus Prédictions
——————— Conf. préd. (95,00%) Conf. moyenne (95,00%)
30
25
20
Zemalet el 15
Amir Aek

Sto1

10

-10

St 02

R (coefficient de corrélation) 0,77 ; R? (coefficient de détermination) 0,60 ; R%aj. (Coefficient de détermination ajusté) 0,59

Fig 11.1.6. la régression linéaire (la station de Zemalet EI Amir AEK (010502))

*Annexe (11.1.4: La régression linéaire
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= A/ L’échelle Annuel :
Le comblement des lacunes par régression basée sur les coefficients de corrélations les plus
significatifs n’est pas toujours fiable aux échelles annuelles car : Les coefficients de corréla-
tions annuelles ne sont pas toujours représentatifs des conditions climatiques réelles du bassin
de fait que les régimes climatiques sont trés nuancés d’une région a ’autres ; Il a été indispen-
sable de prendre en considération des réalités géographiques de toute la région.

Evolution de la moyenne des coefficients
de correlation maximaux Annuels
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Fig 11.1.7. La corrélation annuelle de toutes les stations dans le bassin versant de Cheliff

= B/ A L’échelle Mensuel :

Le degré de corrélation est différent d’un mois a un autre ; La meilleure corrélation entre
les stations est située en hiver (janviers, décembre, février) et a la fin du printemps (mai) alors
que, elle est moins élevée en été et plus particulierement pour le mois d'ao(t qui est caractéri-
sé par des averses orageuses.

Evolution de la moyenne des coefficients
15 de correlation maximaux mensuels
z
5
g 1
®
]
o
» 0,5
o
%
8
0
@ Q& N & & © Q > & ) 3
& & ¢ & & &Y ¥ Ty ¥
° © © Mois

Fig 11.1.8. La corrélation mensuelle de toutes les stations dans le bassin versant de Cheliff

Rappelons que cette méthode de comblement des lacunes ne permet jamais de retrouver
exactement ce qu'aurait pu étre une mesure « vraie » (Laborde, 1999). Au contraire, elle a
permis « de remplacer les valeurs manquantes par des estimations présentant des qualités
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(vraisemblance) et des indices de confiance (variance d'estimation), mais toujours sous ré-
serve de validité du modéle statistique retenu ».
La présence de ce hasard statistique peut provoquer des erreurs de jugement, car on risque

d’établir des régressions entre des stations dont le coefficient de corrélation apparait trés éleve
alors qu’elles n’ont en réalité aucun lien climatique. De ce fait, il a été trés indispensable de
prendre en considération des réalités géographiques de la région.

Le comblement des lacunes par régression avec des stations proches et disponibles, est
fastidieuse et peu fiable (a cause des erreurs accidentelles et ou systématiques). Donc, une
nouvelle approche plus globale a été définie permettant de lisser les erreurs et anomalies de
mesure.

11.1.3.2. Méthode de ’ACP:

L’Analyse en composantes principales est une méthode purement statistique consiste a
traiter les séries de données pluviométriques en tenant comptes des réalités géographiques et
des meilleures affinités climatiques (voir chapitre 1.1). L’avantage de cette méthode est de
restituer les données manquantes dans les séries observées a une échelle plus fine (mensuelle
non pas annuelle), elle permet d’analyser un nombre important de variables et de faire ressor-
tir la relation entre ces variables dans le cas de son existence.

L’ Analyse en Composantes Principales intervient, en premier lieu, dans le but d’analyser
le taux de la variance pour chaque axe (chaque composante), 1’objectif étant de dégager les
axes qui expliquent un taux elevé de la variance. Puis nous analyserons, par la suite, les rela-
tions existant entre les axes et les variables. Enfin nous examinerons la matrice de corrélation
pour voir la relation qui existe entre les variables.

1. Le travail effectué par la méthode de ’ACP :
® On a examiné premierement chaque sous bassin versant a part par la méthode de I’ACP, et
on a conclu les résultats suivants :
-Dans I’analyse de la matrice de corrélation. On conclut que la station pluviométrique St02 se
corréelé bien avec les 03stations pluviométriques St 03, St06 et St07 avec des coefficients de
corrélation supérieur ou égal 4 0,7.
- Dans I’analyse de la matrice de corrélation. On conclut que la station pluviométrique St17 se
corrélé bien avec les 02stations pluviométriques St16, St 19 avec des coefficients de corréla-
tion supérieur ou égal a 0,7 et 0,8.
- Dans I’analyse de la matrice de corrélation. On conclut que la station pluviométrique St39 se
corrélé bien avec les 02stations pluviométriques St36, St 37 avec des coefficients de corréla-
tion supérieur ou égal & 0,7. (Annexe 11.1.5)
®m Ensuite on a effectuée sur les racines carrées des données pluviométriques de toutes les
39stations.

Annexe (I11.1.5: Résultats de I’ACP dans le bassin versant a ’amont Bouguzoul « 010 », le bassin versant
Haut et moyens Cheliff « 011 » ; le bassin versant Bas Cheliff « 012 » ; le bassin versant a 1’aval Bouguzoul
« 013 »)
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2. Résultats :

Tableau I1.1. 2. Résultats de I’ Analyse en composantes principales

Composantes F1 F2 F3
Valeur propre 38,45 15,09 2,66
Variabilité (%) 53,79 22,18% 5,32%
% cumulé 53,79% 75,97% 81,29%

Les résultats montrent qu’une bonne de part de la variance (76%) est accaparée par les
deux seules premicres composantes et qu’a partir de la troisieéme, la part expliquée devient
faible, moins de (10%).

LEGENDE:

ment

@ haut et moyen cheliff £
presc— o " (D baschet wnl

{
§  stion pluviometrique i it @ sttion N it

(@) (b)

a) Premiere composante principale : représente la cartographie de la répartition temporelle
d’ensemble des précipitations annuelles, Elle indique le coefficient de corrélation entre
chaque variable et la premiére composante (F1).

b) Deuxiéme composante : représente la cartographie de la répartition spatiale de la varia-
bilit¢ pluviométrique dont le coefficient de corrélation positif de Sud au Nord du bas-
sin, Ce qui explique que la pluviométrie dans le bassin Cheliff diminue du nord au sud
(éloignement de la mer).

c) La troisiéme composante principale n’as pas de structure spatiale nette, elle explique
une part tres faible de la variance (5%<10%).

Nous avons considéré donc que seules les deux premieres composantes ont une signification
climatique avec un pourcentage de variance de 76%.Cela signifie que les séries pluviomé-
triques se raménent & une combinaison linéaire de ces deux vecteurs avec un Coefficient de
corrélation multiple de 1’ordre de (0,7597)*°=0,87

m 57



m Chapitre 11.1: La région d‘étude et Traitement des données

conclusion

Ce chapitre, a permet d'analyser les précipitations de notre région d’¢tude (le bassin ver-
sant de Cheliff), Nous avons donc utilisé toute information disponible et choisir le nombre
définitif des stations pluviométriques retenue de 39, qui ont une série hydrologiques iden-
tique, observés sur une méme période (51ans) et cela pour répondre aux exigences de la tech-
nique de Filtre de Kalman pour la prédiction multi-site des précipitations.

On peut déduire a travers ce chapitre:
- L'étude critique des données d'observations pluviométriques pour choisir la période la

plus longue possible possédant peu de lacunes et homogeéne (méthode de régression
simple et méthode de I’ACP)

Les séries pluviométriques les plus longue et les fiables suivent une distribution racine-
normale.

- La détections des erreurs commis lors du traitement des données, nous a permet de
choisir le nombre des stations pluviométriques retenue dans notre étude (39)

- Les racines carrées des données pluviometriques de toutes les 39 stations montrent que
la variance de 76% est accaparée par les deux seules premicres composantes et qu’a
partir de la troisieme, la part expliquée devient tres faible, moins de (10%) ; cela ex-
plique que les séries pluviométriques se rameénent a une combinaison linéaire avec un
Coefficient de corrélation multiple de 1’ordre de 0,87

- les séries chronologiques des précipitations annuelles et mensuelles, couvrant une pé-
riode d’observation commune de 51 ans (1959 a 2009) ont été investies. Ces derniéres
sont observées a 39 stations pluviométriques dans le bassin versant de Cheliff.
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Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’é¢tude de 1’applicabilité de la technique du filtre de Kalman
(FK) discret a la modélisation et la prédiction multi-site de la pluviométrie annuelle et
mensuelle dans le bassin versant de Chéliff, ainsi que 1’amélioration des erreurs de
prédiction. L’avantage majeur du FK est la procuration de I’erreur de prédiction qui présente
en soit un indicateur de précision. En outre, son algorithme travaille dans le domaine
temporel avec une nature récursive et dispose d’un estimateur optimal dans le sens des
moindres carrés. Un autre aspect de son optimalité est I’incorporation de toute 1’information
disponible sur le systeme, les mesures et les erreurs, dans un opérateur adaptatif qui est recalé
a chaque fois qu’une nouvelle mesure devient disponible.

Le résultat escompté serait un modéle optimal de prédiction en ligne qui ne doit étre fige,
ni dans I’espace ni dans le temps, et qui s’adapterait automatiquement aux changements dans
les conditions météorologiques du bassin versant en question.

11.2.1. DONNEES DE LA PREDICTION MULTI-SITE

Les données utilisées sont les précipitations annuelles et mensuelles observées par
I’ Agence Nationale des Ressources Hydrauliques(ANRH) sur le bassin versant de Chéliff.

Ces données sont enregistrées dans trente-neuf stations pluviométriques, quatre d’entre
elles sont situées sur des barrages en exploitation. Leur répartition sur le bassin versant du
Cheliff est tel que montré sur la Figure 11.1.6 (voir Chapitre 11.1). Ces données forment des
séries chronologiques ayant une période d’observation commune de 51 ans allant de 1959 a

20009.

11.2.1.1. HYPOTHESES
e Le systeme est linéaire. : Cette hypothese est vérifiée par le filtre qui est linéaire
e Les résidus sont des bruits blancs gaussiens. : Cette hypoyhese doit étre vérifiée a la fin du
travail :(avec les tests de ’autocorrélation pour tester les résidus)

11.2.1.2. Formulation espace-état du modéle adopté

L’une des étapes les plus importantes dans I’application de la technique du Filtre de
Kalman est la formulation de 1’équation d’état et de la mesure conformément a la structure
d’un modéle espace-état tel qu’indiqué dans le Chapitre 1.2.
La variable état du systeme est un vecteur formé selon le cas, des précipitations annuelles et
mensuelles observées simultanément aux trente-neuf stations pluviométriques considérées.
Ainsi, pour n=39 le vecteur d’état du systéme et de la mesure a pour dimensions (39x1), alors
que les matrices de covariance de transition d’état et celle de mesure sont de dimension
(39x39). Par suite, I’équation d’état et celle de mesure sont respectivement formulées de
la maniére suivante :
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A- Equation d’état

" Xq ] P P2 - P - Xq ] W
X2 D1 P - Paso X2 Wy
=| . Lo S oo (112.1)
X
Avec: L7890k [Paor Pr2 - Paose [y | X309 k., |Wag |
k-1
Cx, ]
X2
: Vecteur d’état au temps k

| X39 |

Pu P - Pizg
Por Do - Pozg

: Matrice de transition d’état

| Pron Pro2 + Prze |y
W, ]
A : Vecteur de bruit du systéme
| Wag
k-1

B- Equation de mesure :

1,39
X Vv
H2,1 Hz,z . H2,39 2 2

= . . . . . . ceeeeennn (11.2.2)

—239—k | Hygy Hayo H39,39_k | X39 | —V39—k
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: Vecteur de mesure au temps k

I Hl,l H1,2 : H1,39

Hy, H,, . H
21 2.2 2% |+ Matrice de mesure au temps k

_H39,1 Hyo - H39,39_

: Vecteur d’état au temps k

: Vecteur de bruit de mesure au temps k

11.2.2. CONDITIONS INITIALES

Une fois que la formulation du modele est accomplie, le filtre de Kalman et ’exécution de
son algorithme requiert la spécification des grandeurs suivantes :
e Vecteur d’état initial,

Matrice de covariance d’erreur associée au vecteur d’état initial,
Matrice de covariance des bruits du systéme,

Matrice de covariance des bruits de mesures,

Matrice de transition d’état,

Matrice de mesure.
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Ceci va étre effectué selon les étapes suivantes :

11.2.2.1. Vecteur d’état initial et matrice de covariance d’erreur associée
En présence d’une information a priori, le vecteur d’état initial X,, , pour k = 1 est constitue
de la moyenne des précipitations respectivement annuelles puis mensuelles observées aux 39

différentes stations pluviométriques en question (X, X, X; . . . . . Xs.) COMme suit:
A
X2

Xpo=| | (11.2.3)
[ Xso)

Cependant, pour spécifier la matrice de covariance d’erreur associée Py -; qui n’est pas
connue, nous pouvons commencer avec des éléments ayant des valeurs assez élevées dans la
diagonale principale. De cette maniére, 1’algorithme bénéficiera d’une certaine flexibilité afin
de s’ajuster aux valeurs sensibles, dans un temps relativement court.

Dans le présent travail, nous avons choisi une telle matrice (39x39) comme suit :

1000 . . . 0
Pwo=| T (11.2.4)

0 . . . 1000

Ce choix va conduire a une augmentation de la matrice de covariance Py s 1 et celle du gain
du filtre Ky , permettant ainsi au filtre adaptatif de pondérer plus lourdement la
nouvelle information (la nouvelle mesure Z;, dans I’ équation (1) du (Chapitre 1.2 (&)
1.2.3.3). Ainsi, la trace de la matrice de covariance initiale est de 10000. Une telle valeur est
supposée décroitre d’une maniére continue, pour atteindre asymptotiquement une valeur
positive et stable proche de zéro. Cette réduction est accomplie au cours de 1’exécution de
I’algorithme du filtre de Kalman, qui s’adapte automatiquement dés que ce dernier recoit une
nouvelle information objective. Si cette valeur asymptotique de la trace de la matrice de
covariance ne change pas significativement durant la procédure de calcul, on peut conclure
que le filtre a convergé. Cette caractéristique attribue a la trace de la matrice de covariance le
mérite d’étre une mesure fiable de la performance du filtre de Kalman.
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11.2.2.2. Matrice de covariance des bruits du systéme et celle des bruits de mesure
De plus, du moment que 1’on espére que les mesures soient moins bruitées que la dynamique
du systeme, la matrice de covariance du bruit du systeme Q et celle du bruit de mesure R,
toutes les deux (39x39) ont été choisies comme suit :

100 . . .0
Q= . (11.2.5)
0 l(I)O
50 . . . 0
R=  |© L (11.2.6)
0 50

11.2.2.3. Matrice de transition d’état et matrice de mesure

L’une des difficultés majeures dans 1’application du filtre de Kalman est I’estimation de la
matrice de transition d’état ¢, ;. Il faut noter cependant, que la valeur de cette matrice
n’affecte pas considérablement les résultats du filtre de Kalman, tel que 1’ont montré les
études de (Harrison and Stevens, 1975a, b). Par conséquent, pour 1’estimation de la matrice
de transition d’état, dans le présent travail on considére les inter-corrélations entre les
observations des trente-neuf stations pluviométriques.

Quant a la matrice de mesure Hy, du moment que toutes les stations pluviomeétriques
fournissent des observations, nous avons opté pour la matrice unité (39x39).

1. . .0

e 1.2.7)

11.2.3. LES EQUATIONS RECURRENTES DU FILTRE DE KALMAN

Les cing relations matricielles récursives indiquées au (Chapitre 1.2 ;(&) :1.2.4) sont les
équations de base dans le calcul du filtre de Kalman. Elles sont utilisées de la maniére qui suit
ce qui constitue 1’algorithme du filtre de Kalman.

e Mise a jour du vecteur d'état
................... Equ(1): X = Xjremr + Ki(Zi — He X q) ceeeennn (11.2.8)

e Estimation du gain
................... EQu(2):  Kp= Pyje_1He (Hye Pejp_1He +Ri)L ceeer. (11.2.9)
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e Correction de la matrice de covariance de l'erreur d’estimation
................... Equ<3) Pk.-"k = (f— Hka} Pk.-"k—l (“210)

e Prédiction du vecteur d’état

................... EqU (4) jﬁ;k+1,."k = ¢k+1,."kjﬁ;k.-"k (“211)
e Prédiction de la covariance de l'erreur de prédiction
................... Equ ( 5): Pk‘l'i.-'lk = d}k‘l'i.-'lkpk.l'lkd}i-'l'lfk + QJ{ ceee (||212)

11.2.3.1. Matrice gain du filtre
Le calcul de la matrice gain du filtre Ky est la premiere étape de calcul dans le présent travail.
Compte tenu de toute I’information précédente et des hypothéses du filtre, la matrice gain
(39x39) peut étre calculée pour une prédiction a un pas en utilisant 1’équation indiquée au
(chapitre 1.2 &1.2.3.3), pour k=1 comme suit :

1000 . . . 0r1000. .0 50 . . .0

Ke=| . 5 O (11.2.13)

0 . . . 1000 o . . . 1000 o . . . 50

11.2.3.2. Utilisation de la mesure pour actualiser I’estimation
C’est la seconde étape des calculs pour le méme pas de temps k =1. L’estimation est corrigée
moyennant la nouvelle mesure Zj afin d’améliorer I’estimation initiale Xyo . Ceci est fait
en faisant intervenir un terme de correction comprenant la différence  (Zx — Hr Xypn )
pondérée par le facteur K; tel qu’on obtient :

X0 (| Ky K o Kigg 7, ] Xi ] )
X = ke + k2,1 k2’2 . k2‘39 - ZZ - YZ
1. C , , P (11.2.14)
_X39_1,0 \ _k39,1 Koo - k39,39_1 Ly )y —Y39-1/0)

11.2.3.3. Matrice de covariance d’erreur- associée a D’estimation corrigée par la
mesure
Par substitution de la matrice de covariance d’erreur Py associée au vecteur d’état initial
, Xy, delamatrice gain K; ainsi que la matrice de mesure Hy indiqué au chapitre 1.2, nous
pouvons obtenir la matrice de covariance d’erreur associée a I’estimation corrigée par la
mesure, comme suit :
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000 . . . 0 Ky K, - K 00 . . . 0

k2,1 kz,z : kz,sg ( )
11.2.15

Pin=| . : - . L . L
0 ' ' ' 1000 1/0 k39,1 k39,2 . k39,39 1 0 ' ' ' 1000 1/0

11.2.3.4. Prédiction un pas en avant de ’estimation (actualisée) corrigée par la mesure

L’estimation corrigée Xyo  est projetée un pas en avant par I’intermédiaire de 1’équation
(Chapitre 1.2 (&) 1.2.3.3). Ou le terme Wy _; est ignoré simplement parce que sa moyenne est
nulle et parce qu’il est non corrélé avec les W précédents. Ceci nous conduit a la prédiction
un pas en avant de 1’estimation corrigée tel que :

X B N — -
X ! ¢1,1 ¢1,2 : ¢1,39 X4
’ ¢2,1 ¢2,2 . ¢2,39 Xa
- o ' (11.2.16)
RET1 201 _¢39,1 ¢39,2 ' ¢39,39_2/l | X390 n

11.2.3.5. Matrice de covariance de I’erreur de prédiction un pas en avant
De méme, en substituant la matrice de transition d’état, la matrice de covariance d’erreur
associée au vecteur d’estimation corrigée Py, et la matrice de covariance du bruit de systéeme
Q dans (Chapitre 1.2 , (&) 1.2.2.4),Nous pouvons calculer la matrice de covariance d’erreur de
prédiction un pas en avant P,;; associée a X, comme suit :

¢1,1 ¢1,2 . ¢1,39 Pm P1,2 . P1,39 _(/’1,1 P (/’1,39_ T w .0

Py = by by o Py P o P | [®1 %2 - O + | . . (11.2.27)

_¢39,1 bior - ¢39,39_2,1_P39‘1 Py - P39,39_1,1_€939‘1 Py Progo |,

Pour la prochaine itération dans le calcul, X,; et Py; sont considérés comme conditions
initiales, et ainsi de suite pour le reste des itérations, jusqu’a la fin des calculs.

Comme tel, avec I’information disponible et les conditions précédentes, les équations multi-
sites recursives du filtre de Kalman, ainsi que leurs boucles, ont été calculées durant toute la
période d’observation. Ce calcul a ét¢ effectué¢ sur deux temps le premier sert a 1’estimation
des parametres du modele, le deuxieme sert a la validation de ce dernier.
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11.2.4. RESULTATS ET INTERPRETATIONS

Pour développer et appliquer I’approche du modéle de FK a la modélisation et la
prédiction multi-site des précipitations dans le bassin versant du Chéliff, les observations
enregistrées aux 39 stations pluviométriques, observées au pas de temps mensuel et annuel,
sur une période de 51 ans (1959 - 2009) ont été étudiées. La variable état du systeme est un
vecteur donnant les précipitations observées simultanément aux trente-neuf stations
pluviometriques considérées.

L’exécution consécutive des équations de Kalman sur la période d’observation représente
I’application de 1’approche du FK a la modélisation et & la prédiction des précipitations
annuelles et mensuelles (Modélisation de FK sous Matlab). A la fin des calculs, il s’avere
que certaines des valeurs prédites sont sous-estimées et d’autres sont surestimées. La
différence entre les mesures et leurs prédictions conduit a une série de résidus (innovations)
pour chaque station.

11.2.4.1. Prédiction au pas annuel (temporelle et spatiale)

L’estimation des valeurs initiales évoquées plus haut est incontournable pour le démarrage
des calculs. A cet effet, le vecteur d’état initial Xxx—; (pour k = 1) est constitué par les
moyennes des précipitations annuelles observées aux 39 stations pluviométriques en question
(X 1, 2,..., 39) ; la covariance d’erreur associée Py—1 €St une matrice ayant la valeur de 1000
sur la diagonale principale et zéro ailleurs. Une valeur aussi élevée sur la diagonale principale
présente 1’avantage de donner une certaine flexibilité a 1’algorithme de calcul afin de s’ajuster
aux valeurs sensibles dans un temps relativement court. Un tel choix va mener a une
augmentation de la matrice de covariance P et celle du gain du filtre, permettant ainsi au
filtre de pondérer plus lourdement la nouvelle mesure. Pour la covariance initiale du bruit du
systeme Q@ une matrice avec la valeur de 100 sur la diagonale principale et zéro ailleurs a été
adoptée, et puisqu’on espére que les mesures soient moins bruitées que la dynamique du
systéme on a pris une matrice de bruit de mesure R avec la valeur de 50 sur la diagonale
principale et zéro ailleurs. En ce qui concerne I’estimation de la matrice de transition d’état
¢ui-1 initiale elle est constituée par les inter-corrélations entre les observations des 39
stations pluviométriques ; Harrison et Stevens (1975) a montré que la valeur initiale d’une
telle matrice n’affecte pas considérablement les résultats du filtre de Kalman. Quant a la
matrice de mesure Hy, du moment que toutes les stations pluviométriques fournissent des
observations, nous avons opté pour la matrice unité (39x39).

La période commune d’observation entre les 39 stations pluviométriques étant de 51 ans,
les observations des 30 premiéres années ont été utilisées a 1’estimation des parameétres du
modele alors que les 21 derniéres ont servi a la validation de ce dernier. L’exécution
consécutive des équations de Kalman sur la période d’observation représente I’application de
I’approche du (FK) a la modélisation et & la prédiction de précipitations annuelles pour les
stations pluviométriques mentionnées plus haut.

La minimalisation de la trace de la matrice de covariance de 1’erreur de prédiction est un
critére de convergence et d’optimalité du filtre. Comme le montre la Fig.11.2.1 la trace de
cette matrice commence par des valeurs élevées, au début des calculs, puis décroit
rapidement pour converger vers une valeur positive stable, la plus proche possible de zéro.
Cette convergence confirme 1’adéquation du modele ajusté au processus étudié et signifie que
I’algorithme de calcul est efficace et que les prédictions qu’il fournit sont optimales.
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Fig 11.2.1. Trace de la matrice de covariance d’erreur de prédiction

En effet, dans cette premiére phase la mesure est plus crédible que I’estimation fournie par le
modele car les calculs sont influencés par les conditions initiales tout a fait subjectives, mais
avec le déroulement des calculs ces derniéres sont vite ignorées, et le filtre accorde plus
d’importance a la mesure qui sert au fur et a mesure a I’amélioration des estimations des
parametres du modeéle.

Donc initialement, quand les parametres du modéle ne sont que des estimations vagues, la
mesure représente toute I’information objective et le rdle de la matrice gain est justement
d’assurer que la mesure soit plus lourdement pondérée dans I’estimation des parametres
d’état. Dans ce cas, la matrice gain du FK prend des valeurs importantes, et la conséquence
est une estimation automatiquement mauvaise ce qui explique des erreurs relativement
importantes durant les premiéres itérations. Mais, avec le déroulement des calculs quand la
confiance assignée a la précision des parametres du modele commence a augmenter, les
valeurs de la matrice gain commencent a diminuer progressivement pour atteindre
asymptotiquement une valeur proche de zéro Fig.11.2.2 ce qui signifie la diminution de
I’influence de la mesure dans la mise a jour de I’estimation des parametres du modele et les
erreurs associées.
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Fig 11.2.2. Gain du filtre de Kalman
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Les résultats montrent également que les prédictions obtenues pour les 39 stations sur les 51
années suivent de plus prées les observations historiques, et les différences entre les deux sont
minimales sauf pour les premieres itérations. Ces différences sont données en termes de
pourcentage d’erreur relative. La Fig.11.2.3 en est un exemple, elle montre les prédictions
obtenues a la station Teniet-el-had avec le pourcentage des erreurs relatives associées.
L’examen de cette figure montre la grande concordance dans les variations des observations
et des prédictions et montre également le degré de cette concordance en termes d’erreur
relative en pourcent.

Station de Teniet -el-had (011 605)

B
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Fig 11.2.3. Prédictions annuelles a la station pluviométrique Teniet - el-had de 1959 a
2009

D’un autre point de vue, la Fig.11.2.3 constituée de deux figures, montre les observations et
les prédictions obtenues simultanément dans les 39 stations pluviométriques, avec ’erreur
relative de prédiction exprimée en pourcent. Celle de haut, correspond au début des calculs
(1960), alors que celle du bas, correspond a la fin de ces derniers (2009). Sur la premiere,
nous pouvons constater 1’importante de 1’écart entre les observations et leurs estimations
(prédictions), ceci est d0 au fait qu’au début des calculs, les parametres du modele ne sont pas
encore bien établis pour donner de bonne estimations. Le modéle qui est initialisé avec des
valeurs subjectives, au début des calculs, doit par la suite s’appuyer plus sur la mesure (seule
information objective) afin de digérer I’information apportée par cette dernicre ; ceci est
indispensable afin de pouvoir s’adapter automatiquement par la suite et le résultat est un écart
minimum entre ’observation et la prédiction au fil des itérations prochaines, comme le
montre la Fig.11.2.4. En termes de pourcentage d’erreur relative cette différence qui
commence par un maximum de -37,7 % a la station numéro 18 (Teniet-el-had) , a titre
d’exemple, se réduit a la valeur de -4,3% vers la fin des calculs (2009).
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Fig 11.2.4. Prédictions annuelles des précipitations aux 39 stations pluviométriques (exp :année
1960 et 2009)

m Le reste des résultats de la prédiction annuelle dans la dimension spatiale et temporelle
est donné en (Annexe 11.2.1) et (Annexe 11.2.2)

*Annexe (11.2.1 : Prédictions spatiale pas annuelle
*Annexe (11.2.2 : Prédictions temporelle pas annuelle
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11.2.4.2. Prédiction au pas mensuel (temporelle et spatiale)

L’application du FK a été également effectuée sur les précipitations mensuelles des 39

stations pluviométriques, celles-ci sont observées du mois de Septembre 1959 au mois
d’Aout 2009 présentant ainsi une période d’observation de 612 mois. Comme il a été
mentionné plus haut, les 240 premiers mois (20 ans) ont servi a 1’estimation du mode¢le le
reste & sa validation.
L’optimalité des résultats ainsi obtenus est exprimée par 1’allure de la courbe sur la Fig.11.2.5,
celle-ci décrit le comportement décroissant des éléments de la diagonale majeure de la
matrice de covariance qui représentent la variance de I’erreur de prédiction. Il est montré
comment au début des calculs, cette derniére prend des valeurs importantes et comment apres
un certain nombre d’itérations, elle décroit rapidement et comment par la suite, elle continue
sa décroissance d’une maniere réguliére pour atteindre des valeurs qui se rapprochent de zéro
a la fin des calculs, tout en restant positive.

x10*

2.5 —
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Fig 11.2.5. Trace de la matrice de covariance d’erreur de prédiction

La matrice gain Fig.11.2.6 présente une allure similaire a celle de la covariance de I’erreur de
prédiction ce qui montre que les parametres du modéle ont atteint leurs valeurs optimales
pendant la période d’estimation (240 premiers mois) et témoigne encore une fois de
I’adéquation du modéle.
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Fig 11.2.6. Gain du filtre de Kalman au pas mensuel
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La Fig.11.2.7 est un exemple des prédictions multi-sites obtenues au pas mensuel sur les 612
mois allant de septembre 1959 a octobre 2009, elle montre comment les observations et les
prédictions a la station Zmalet-el-Amir AEK se suivent si étroitement sur la totalité du
parcours que I’erreur relative exprimée en pourcent, varie seulement entre +5 et -5 %.

Zmalet EI Amir AEK Station (st01) (Sept 1959-Aout2009)
[ [ [ [ [ [

i
@
=}

Observation
100

* Prediction

Monthy Precipitations (mm)

Time (Mouths)

[ [ [ [ | [

Relative Erreur (%)
o

5 I I I I i I
Fig 11.2.1. Prédictions mensuelles obtenues a la station de Zmalet EI Amir AEK (Sep 1959-
Aout 2009)

La qualité des predictions obtenues peut également étre appréciée d’un point de vue spatial.
La Fig.11.2.8 en est une preuve. Cette derniére présente les observations et les prédictions
mensuelles obtenues aux 39 stations durant le mois d’octobre. Les différences entre les
observations et les prédictions correspondantes sont tellement minimales que 1’on n’arrive
méme pas a distinguer entre les deux courbes. Ceci est traduit en termes d’erreur relative en
pourcent avec des valeurs qui varient entre +4% et -2% ce qui confirme une fois de plus, la
performance du filtre au pas mensuel

o

Erreur relative (% )

Fig 11.2.2. Observations et prédictions des précipitations aux 39 stations pluviométriques pour
le mois d’Octobre

m Le reste des résultats de prédiction mensuelle (temporelle et spatiale) est donné en
Annexe :(11.2.3) et (11.2.4)

*Annexe (11.2.3 : Prédictions spatiale pas Mensuel , *Annexe (11.2.4 : Prédictions temporelle pas Mensuel
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11.2.4.3. Analyse des innovations du filtre (résidus)

Les erreurs de prédictions ou innovations du filtre pour les des 39 stations étudiées,
comme c’est indiqué par la Fig 11.2.9, présente des valeurs trop élevées durant les cing
premiers pas par rapport au reste des valeurs. Nous rappelons que cette différence est
tout a fait normale et inévitable. Elle est due principalement a I’adaptation de I’algorithme
du filtre qui fait que durant les premiéres itérations I’on assigne plus de confiance a la
mesure en tant qu’information objective qu’au modéle ajusté. Le résultat est un écart
important entre I’observation et son estimation par le filtre, mais une fois que ce dernier
converge tout rentre dans I’ordre : le modele ajusté reprend beaucoup plus de confiance et
les innovations qu’il produit sont par conséquent beaucoup plus petites a la fin des calculs,
c’est le cas de toutes les stations étudiées comme c¢’est indiqué par a figure citée.
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Fig 11.2.9. Innovations du FK a Station (St10502 ; St 10701 ; St 10703 ; St 10704 ; St
10804)respectivement (1959-2009)

m Le reste des résultats des innovations du FK est donné en (Annexe 11.2.5)

L’analyse de toutes ces innovations est effectuée afin de vérifier les hypothéses du filtre
de Kalman concernant I’indépendance et la Normalité. Ces analyses sont effectuées
uniquement sur la dimension temporelle, car d’un point de vue nombre d’observations, elle
est plus intéressante.

*Annexe (11.2.5 Innovations du FK a St (05) jusqu’a St(39) (1959-2009)
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e L’indépendance

Pour les prédictions temporelles, les différences entre les Précipitations observés et leurs
prédictions pour toutes les stations concernées ont été testées quant a I’indépendance.
Ceci est fait moyennant I’examen visuel du tracé de la fonction d’auto-corrélation & 99%
de confiance, et le test d’indépendance de Box-Pierce. La Fig 11.2.10 montre bien le
tracé de cette fonction d’auto- corrélation des innovations pour les 5 stations considérées,et
le reste des résultats ,voir Annexe (11.2.6(a)).
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Fig 11.2.10. Fonction d’auto-corrélation des innovations au Station (St10502 ; St 10701 ; St
10703 ; St 10704 ; St 10804) respectivement (1959-2009)

L’inspection visuelle de la figure montre que ces innovations ne présentent pas d’auto-
correlations significatives, ce qui affirme I’indépendance des innovations du filtre pour la
totalité des stations considérées. Les valeurs des auto-correlations sont représentées dans
I’ Annexe Annexe (11.2.6(b)).

Ces résultats montrent tous des variations faibles et non significatives des auto-corrélations qui
tendent vers zéro, ce qui affirme I’indépendance des innovations du filtre, pour les stations
pluviométriques en question. Les résultats du test de Box-Pierce tel que c’est indiqué par le Tableau
suivant (Tableau 11.2.1) qui est pour confirmer cette indépendance.

Le test est basé sur la somme des carrés des N premiéres auto-corrélations de la série de données
et que si la probabilité P est supérieure ou égale a 0,10 ’on ne peut pas rejeter I’hypothese que la
série en question est aléatoire ou indépendante a 90% de confiance ou plus. C’est le cas de toutes les
séries des innovations étudiées, d’ou la confirmation de leur indépendance a 90% et plus de
confiance.

*Annexe (11.2.6 (b) Tableau des fonction s d’auto-corrélation des innovations [St (06) a St(39) ]
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Tableau 11.2. 1.  Test de Box-Pierce pour les innovations mensuel du filtre.

Code station Nom de la station N Statistique P
du test

St 01 10502 Zmalet el amir aek 11 18,66 0,62
St 02 10701 Ain baadj 11 15,89 0,53
St 03 10703 Rechaiga 11 19,55 0,65
St 04 10704 Ksar chellala 11 23,68 0,79
St 05 10804 Mehdia pepiniere 11 20,68 0,69
St 06 10904 Dahmouni trumulet 11 14,53 0,48
St 07 10905 Ain sebain 11 17,38 0,58
St 08 11004 khemisti 11 11,12 0,37
St 09 11006 Tissemsilt 11 15,97 0,53
St 10 11104 Ain boucif 11 18,19 0,061
St 11 11206 Chahbounia 11 9,44 0,31
St 12 11207 Kef lasfar 11 20,2 0,67
St 13 11208 Boughzoul 11 15,6 0,52
St 14 11301 Ksar el boukhari 11 19,73 0,66
St 15 11302 Derrag 11 12,9 0,43
St 16 11404 Zoubiria mongorno 11 14,7 0,49
St 17 11405 Ghrib bge 11 16,12 0,54
St 18 11605 Teniet - el-had 11 15,51 0,52
St 19 11606 Sidi mokrefi 11 19,31 0,064
St 20 11607 Tarik ibn ziad 11 13,05 0,44
St 21 11703 Bordj el amir khaled 11 17,87 0,60
St 22 11803 Sidi medjahed 11 9,45 0,32
St 23 11904 Rouina mairie 11 16,56 0,55
St 24 12108 Fodda bge 11 14,88 0,50
St 25 12205 Benaria 11 12,99 0,43
St 26 12304 Souk-el-had 11 10,05 0,34
St 27 12306 Bordj bounaama 11 16,03 0,53
St 28 12309 Oued- sly 11 16,66 0,56
St 29 12503 Sidi hosni 11 11,56 0,39
St 30 12605 Ammi moussa 11 9,77 0,33
St 31 12706 Mendes 11 16,02 0,53
St 32 12908 Tiaret GRHA 11 13,54 0,45
St 33 12915 Louhou 11 15,44 0,51
St 34 13004 Ain el haddid 11 11,11 0,37
St 35 13202 Rosfa 11 12,35 0,41
St 36 13503 Oued djemaa 11 7,45 0,25
St 37 13504 Saline oued djemaa 11 6,77 0,23
St 38 13506 E1 matmar DRS 11 12,12 0,40
St 39 13507 L’ Hillil 11 15,14 0,50

N: nombre des premieéres auto-corrélations;
P: probabilité.

e La Normalité

La Normalité des innovations (Anderson, 1942) a été testée dans la dimension
temporelle, le tracé de ces ajustements Normaux aux innovations des différentes stations
considérées de 1959 a 2009 a été effectué a 95% de confiance et la Fig 11.2.13 montre la
qualité de I’adéquation de ces ajustements pour les différentes stations.
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Il ya quelques stations qui s’ajustement a la loi normale ne semble pas étre adéquat.
L’une des raisons les plus possibles de ce défaut de normalité pourrait étre les premiéres
valeurs qui sont dues a I’adaptation du filtre et qui sont inévitablement mauvaises au début

des calculs.

Ajustement Normal aux innovations de 39 stations
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Fig 11.2.13. Ajustement Normal aux innovations de (St10502 ; St 10701 ; St 10703 ; St 10704 ; St
10804) respectivement (1959-2009)

m Pour le reste des resultats : Annexe (11.2.7)

La qualité de I’adéquation de ces ajustements Normaux aux séries des innovations a été
vérifiée par le test du Chi-deux a 95 % de confiance dont les résultats sont présentes dans le

Tableau 11.2.2.

Ces derniers montrent effectivement qu’a 1’exception de quelques stations comme :

St
St
St
St
St
St
St
St
St
St
St
St
St

01
04
08
11
18
20
22
26
29
30
34
36
37

10502
10704
11004
11206
11605
11607
11803
12304
12503
12605
13004
13503
13504

Zmalet el amir aek

Ksar chellala

Khemisti
Chahbounia

Teniet - el-had

Tarik ibn ziad
Sidi medjahed
Souk-el-had

Sidi hosni

Ammi moussa

Ain el haddid

Oued djemaa

Saline oued djemaa

affichent une valeur de probabilité P inférieure a 0,05 toutes les autres stations présentent des
innovations gaussiennes a 95 % de confiance.

*Annexe (11.2.7 Ajustement Normal aux innovations de 39 stations
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Tableau 11.2. 2. Test d’adéquation du Chi-deux de I’ajustement normal a 95% de confiance
des innovations du filtre.

. . Statistique

Code station Nom de la station B o) du test p
St 01 10502 Zmalet el amir aek -5,59 8,76 22,1 0,024
St 01 10502 Zmalet el amir aek * -7,6 3,98 10,35 0,114
St 02 10701 Ain baadj -0,72 4,19 16,87 0,444
St 03 10703 Rechaiga -0,33 2,42 15,22 0,401
St 04 10704 Ksar chellala -16,6 10,08 20,43 0,030
St 04 10704 Ksar chellala w 0,6 4,64 9,515 0,130
St 05 10804 Mehdia pepiniere -0,27 2,55 15,08 0,397
St 06 10904 Dahmouni trumulet -5,4 4,67 16,73 0,440
St 07 10905 Ain sebain -1,92 5,82 18,38 0,484
St 08 11004 khemisti -21,6 0,2 21,77 0,026
St 08 11004 khemisti | =29,1 0,1 10,185 0,426
St 09 11006 Tissemsilt -2,5 0,7 14,42 0,379
St 10 11104 Ain boucif -5,3 2 16,07 0,423
st 11 11206 Chahbounia -11,7 0,9 20,09 0,002
St 11 11206 Chahbounia * (0,868 0,45 9,345 0,660
St 12 11207 Kef lasfar -4,5 1,1 12,74 0,335
St 13 11208 Boughzoul -6,2 0,9 14,39 0,379
St 14 11301 Ksar el boukhari -11,0 1,4 16,04 0,422
St 15 11302 Derrag -32,4 1,5 17,69 0,466
St 16 11404 Zoubiria mongorno -30,9 1,7 19,34 0,509
St 18 11605 Teniet - el-had -37,0 12,9 24,64 0,040
St 18 11605 Teniet - el-had % 0,6 6,05 11,62 0,160
St 19 11606 Sidi mokrefi -13,7 1,5 26,52 0,884
St 20 11607 Tarik ibn ziad -12,7 22,1 23,7 0,013
St 20 11607 Tarik ibn ziad * -14,7 10,65 11,15 0,213
St 21 11703 Bordj el amir khaled -8,0 2 16,58 0,553
St 22 11803 Sidi medjahed -31,6 20,4 20,1 0,020
St 22 11803 Sidi medjahed * | =33,6 9,8 9,35 0,120
St 23 11904 Rouina mairie -5,6 1,3 12,98 0,433
St 24 12108 Fodda bge -11,8 1,97 14,86 0,495
St 25 12205 Benaria -23,6 2,006 16,74 0,558
St 26 12304 Souk-el-had -31,5 22,4 20,7 0,020
St 26 12304 Souk-el-had * | =33,5 10,8 9,65 0,210
St 27 12306 Bordj bounaama -27,1 2,58 13,58 0,453
St 29 12503 Sidi hosni -9,81 0,048 22,21 0,020
St 30 12605 Ammi moussa -13,8 0,74 20,42 0,020
St 29 12503 Sidi hosni * 0,758 0,024 10,405 0,310
St 30 12605 Ammi moussa * 0,768 0,37 9,51 0,140
St 31 12706 Mendes -8,62 4,24 17,67 0,589
St 32 12908 Tiaret GRHA -9,49 3,81 15,19 0,506
St 33 12915 Louhou -7,57 3,84 17,09 0,570
St 34 13004 Ain el haddid -10,8 0,04 21,76 0,020
St 34 13004 Ain el haddid | =12,8 0,02 10,18 0,210
St 35 13202 Rosfa -2,69 1,44 14 0,467
St 36 13503 Oued djemaa -9,19 21,11 23,1 0,020
st 37 13504 Saline oued djemaa -1,32 35,67 25,42 0,020
St 36 13503 Oued djemaa | 0,378 10,155 10,85 0,110
St 37 13504 Saline oued djemaa * 0,248 17,435 12,01 0,320
St 38 13506 E1 matmar DRS -3,01 1,73 13,77 0,459
St 39 13507 L’ Hillil -3,53 1,23 16,79 0,560
Bn: Moyenne de la loi normale ajustée;
(*) : tronquée des 5 premieres valeurs.
5 : écart-type de la loi normale

P: probabilité
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Dans le but de déterminer la cause de ce défaut de normalité afin de le corriger, nous avons

procédé a I’ajustement normal de la série des innovations de Station (St1) et (St4) en écartant les 5
premiéres valeurs aberrantes.

Pour cela la Fig.11.2. 14 confirme bien notre thése en montrant la qualité de cet ajustement aux
nouvelles séries d’innovations et le résultat du test du Chi-deux vient & son tour confirmer

I’adéquation de ce dernier ce qui nous permet de confirmer la normalité des innovations pour
I’ensemble des stations étudiées.

mPour le reste des resultats : Annexe (11.2.8)
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Fig 11.2.14. Ajustement Normal aux innovations de (St10502 ; St 10704 ) tronquées des 5
premieres valeurs

*(Annexe 11.2.8 Ajustement Normal aux innovations des stations [St 01;St 04; St 08; St 11; St 18;St 20; St 22;
St 26;St 29;St 30;St 34;St 36 etSt 37] tronquées des 5 premiéres valeurs
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11.2.5. MOYENNE ET DEVIATION STANDARD DES PREDICTIONS MULTI-SITES

11.2.5.1. Prédictions multi-sites « Pas annuelle » :

Le Tableau 11.2.4 présente certaines caractéristiques statistiques moyennes des
observations et des prédictions obtenues aux 39 postes pluviométriques sur la période
d’étude. C’est un résumé d’information qui nous permet de comparer les prédictions obtenues
par rapport aux observations enregistrées, en termes de certains parameétres statistiques de
localisation centrale (moyenne) et de dispersion autour de cette position centrale (écart-type).
Ces parametres sont des moyennes calculées pour la dimension temporelle et la dimension
spatiale. 1l est montré que la moyenne des prédictions pour la dimension temporelle est de
22,95 mm contre une valeur de 22,37 mm pour les observations, avec une erreur relative de -
4,22% et que 1’écart-type moyen est de 18,6 mm contre une valeur de 18,16 mm pour les
observations, avec une erreur relative de -4,04%. Le méme constat est fait pour la dimension
spatiale avec une moyenne des prédictions de 24,24 mm contre une valeur de 22,6 mm pour
les observations, avec une erreur relative de -7,28% et un écart-type moyen des prédictions de
22,36 mm contre une valeur de 21,46 mm pour les observations, avec une erreur relative de
-11,23%.

Tableau 11.2. 3.  Certaines caractéristiques statistiques moyennes des observations et des
prédictions annuelles obtenues aux 39 stations (1959-2009)

Observation Prédiction Erreur relative (%)

Moyenne Ecart-type  Moyenne  Ecart-type  Moyenne Ecart-type

Prédictions

2237 18.16 22.95 18.60 -4.22 -4,04
temporelles
Predictions 2260 21.46 2424 2236 -7.28 -11.23
spatiales

La Fig.11.2.15 retrace les variations de 1’écart-type moyen des 39 stations au cours de la
période d’étude (1959-2009) et ce pour les observations et les prédictions annuelles obtenues,
elle montre des valeurs qui sont constamment supérieurs pour les prédictions. Ce résultat
exprime une éventuelle tendance du filtre de Kalman a la surestimation des estimations qu’il
fournit.

40— T T T T T T T T

—— observation
prédiction

g

[
[4)]

Ecarttype moyen (mm)

8

1 1 1 1 1 1 1 1 1 {
1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005 2010
Temps (@nnée)

10

Fig 11.2.15. Ecart-type moyen des observations et des prédictions annuelles aux 39 stations
(1959-2009)
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11.2.5.2. Prédictions multi-sites « Pas mensuelle » :

La tendance du modeéle développé au cours de ce travail a la surestimation est également
confirmée pour les précipitations mensuelles. Le Tableau 11.2.2 met en évidence cette
tendance en affichant des valeurs moyennes de la moyenne et de 1’écart type plus élevées
pour les prédictions que pour les observations. Ceci est valable aussi bien du point de vue
temporel que spatial. La Fig.11.2.16 le confirme.

Tableau 11.2. 4. Certaines caracteéristiques statistiques moyennes des observations et des
prédictions mensuelles obtenues aux 39 stations (Sep.1959 — Aout. 2009)

Observation Prédiction Erreur relative (%)

Moyenne Ecart-type Moyenne Ecart-type Moyenne Ecart-type

Temporel 14,62 12,90 15,22 13,03 -3,37 -1,41
Spatial 22,51 10,50 23,62 10,81 -4,95 -2,30
20 T T T T T T T T T
18- —— observation

—— prédiction

16

14

=1
P

10

Ecartype moyen (mm)

2 1 1 1 1 I 1 I I 1 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Temps (index du mois )

Fig 11.2.16. Ecart-type moyen des observations et des prédictions mensuelles aux 39 stations
Sep.1959 - Aout.2009)

Les résultats montrent que les prédictions multi-sites obtenues par le FK suivent de plus
pres les observations enregistrées avec une erreur relative moyenne en valeur absolue de
I’ordre de 7,28 % pour le pas annuel et de 4,95 % pour le pas mensuel. Ces erreurs de
prédiction sont minimales, elles sont dans tous les cas largement inférieures a 10% ce qui est
trés acceptable. Ceci prouve la performance du FK dans la modélisation et la prédiction des
précipitations au bassin versant de Chéliff, méme en présence de saisonnalité et malgré la
variabilité géographique et I’indépendance temporelle des séquences pluviométriques.
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Ces résultats expriment clairement que les déviations standards des valeurs observées sont
plus grandes que celles des valeurs prédites, ce ci pourrait traduire une éventuelle tendance du
(FK) multi-site a une sur-estimation.

Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons développé un modéle de type filtre de Kalman pour la
prédiction multi-site des précipitations. A cet effet, les séries chronologiques des
précipitations annuelles et mensuelles, couvrant une période d’observation commune de 51
ans (1959 a 2009) ont été investies. Ces derniéres sont observées a 39 stations
pluviométriques dans le bassin versant de Cheliff, au Nord d’Algérie, et Les prédictions
annuelles et mensuelles obtenues dans la dimension temporelle tout comme la dimension
spatiale, sont trés proches des valeurs observéees sur la méme période, ce qui indique que le
filtre de Kalman multi-site est un outil efficace pour la modélisation et la prédiction des
précipitations dans le Chéliff.

La performance du modele développé a été mise en exergue par le calcul du pourcentage
de I’erreur relative des prédictions multi-sites ; Ce pourcentage moyen sur toute la période
d’observation est nettement inférieure a 10% ce qui est treés acceptable.

Une éventuelle tendance du modele a la surestimation a également été soulignée par des
moyennes et des écart-types plus importants pour les prédictions que pour les observations.

Le modele développé présente 1’avantage considérable de prendre en compte non
seulement la nature stochastique des précipitations mais aussi leurs variations temporelles et
spatiales,

En fin, nous pouvons dire que le filtre de Kalman, qui est une technique basée sur le
concept des moindres carrés, posséde une propriété trés importante a savoir 1’optimisation
séquentielle, qui veut dire que le modele est mis a jour d’une manicre adaptative au fur et a
mesure que les sorties du systeme hydrologique (mesures) arrivent. L’un des avantages de
cette technique est que la stationnarité n’est pas pré requise, comme c’est le cas dans la
plupart des modéles en hydrologie, ceci permet des changements dans les parametres du
modele et dans les variances qui sont une maniére de rendre compte de la non linéarité de la
réponse du systeme hydrologique concerné. Un autre avantage de la technique est que
I’application est faite dans le domaine temporel, cette caractéristique joue un réle important
dans la prévision en temps réel des series chronologiques en hydrologie. En plus,
’algorithme du filtre de Kalman peut étre amorcé avec un minimum d’information objective
disponible, pour s’ajuster automatiquement, au fur et a mesure que les nouvelles données
arrivent. Ces caractéristiques font du FK 1’un des outils les plus appropriés et donc le plus
courtisé, particulierement dans les situations ou tout change et, en plus les résultats qu’il
fournit sont optimaux.
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CONCLUSTION GENERALE

Dans la présente étude, nous avons developpé un modéle stochastique linéaire
multi-site, formulé en espace-état, pour satisfaire la structure d’un filtre de Kalman
discret.

La premiére équation de ce modéle exprime I’état du systéeme hydrologique
concerné, dans notre cas, c’est un vecteur donnant les précipitations annuelles
(respectivement mensuelles) a plusieurs sites a la fois.

La deuxieme équation exprime la mesure de cette grandeur d’état, qui est dans ce
cas un vecteur de méme dimension que I’état, obtenu par observation de précipitations
annuelles (respectivement mensuelles) aux sites précedents.

Le développement de ce modéle a pour objectif, I’application de la technique du
filtre de Kalman (FK) a la prédiction multi-site des précipitations annuelles et
mensuelles et I’amélioration des erreurs de prédiction.

L’estimateur développé au cours de ce travail a la particularité de pouvoir s’adapter

automatiquement chaque fois qu’une nouvelle information (mesure) devient disponible.
Par conséquent, des prédictions optimales des précipitations annuelles (respectivement
mensuelles) sont obtenues aussi bien dans le temps que dans I’espace.
En effet, dans le cas ou I’on dispose d’une information historique au préalable, une fois
que le modele a été sélectionné, d’abord les conditions initiales concernant le vecteur
d’état, les covariances des bruits du systéme et de la mesure doivent étre déterminées,
puis la matrice de transition d’état et la matrice de mesure doivent étre spécifiées, pour
qu’en fin les calculs puissent €tre amorcés.

Dans la présente étude, nous nous intéressons aux séries chronologiques des
précipitations annuelles et mensuelles, observées aux 39 stations pluviométriques dans

le bassin versant de Cheliff et couvrant une période d’observation commune de 51 ans
allant de 1959 a 20009.

Les prédictions multi-sites des précipitations annuelles et mensuelles, obtenues
dans la dimension temporelle pour chacune des 39 stations pluviomeétriques en
question, sont trés proches des valeurs observées aux 39 stations sur la méme période.
De méme pour les prédictions multi-sites dans la dimension spatiale, les valeurs
observées et les prédictions correspondantes se suivent d’une maniére assez proche
I’'une 1’autre pour toute la période d’observation, ceci indique que le filtre de Kalman
multi-site est un outil efficace pour la modélisation et la prédiction temporelle et
spatiale des précipitations annuelles et mensuelles.
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En fin, la justesse du modéle du filtre de Kalman ou son aptitude a représenter le
processus naturel des précipitations annuelles et mensuelles, a été vérifiée par 1’étude
de I’indépendance des innovations du filtre d’une part, par le biais de leur fonction
d’auto-corrélation et d’autre, par 1I’ajustement Normal de ces innovations.

Le pourcentage de I’erreur relative des prédictions multi-Sites a également été un
moyen d’apprécier cette justesse. Le pourcentage moyen de I’erreur relative de
prédiction sur toute la période d’observation est inférieure a 10% ce qui est tres
acceptable.

En outre, le calcul des moyennes et des déeviations standards pour les donneées
observées et leurs valeurs prédites a montré que les déviations standards des valeurs
observées sont plus grandes que celles des valeurs prédites, ce qui pourrait traduire une
éventuelle tendance du (FK) multi-site a une surestimation.

A la lumiere de tous les resultats précédents, il est clair que la technique du FK
multi-site est efficace pour la modélisation des précipitations annuelles et mensuelles,
aussi bien dans la dimension temporelle que spatiale. Le résultat obtenu est un modele
dynamique qui présente 1’avantage considérable de prendre en compte les variations
dans le temps des parametres du modéle, de la variance des bruits d’état et celle de la
mesure et dont les erreurs de prédictions sont minimales.

Conclusion: 85
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Tableau.01: Les cordonnées Lambert des stations pluviométriques

Sous Bassin versant

Code station

Nom de la station

Les cordonnées Lambert (m)

10502 | StO01|Zmalet el amir ack | X: 464.2 |Y:177.75 |Z: 850
10701 St 02| Ain baadj X: 4036 |Y: 214,45 |Z: 1025
010 10703 St 03 | Rechaiga X: 4345 |Y:2345 |Z: 830
(Cheliff a I"amont 10704 | St04 | Ksar chellala X: 4654 |Y:2128 |Z: 850
Bouguezoul) 10804 [ St05|Mehdia pepiniere | X: 4148 |Y: 240  [Z: 900
10904 St 06 | Dahmouni trumulet | X: 4148 | Y : 240 Z: 900
10905 St 07 | Ain sebain X:401,3 |Y: 23885 |Z: 925
11004 St 08 | khemisti X: 4335 |Y: 26345 |Z: 935
11006 St 09 | Tissemsilt X: 4202 |Y: 257 Z: 858
11104 St 10 | Ain boucif X: 540.75 |Y: 2878 |Z: 1250
11206 St 11 | Chahbounia X: 4913 |Y: 24935 |Z: 665
11207 St 12 | Kef lasfar X: 4808 |Y: 2528 |Z: 690
11208 St 13 | Boughzoul X: 5071 |Y: 27225 |Z: 643
011 11301 St 14 | Ksar el boukhari X:5038 |Y:2879 |Z:630
(Haut et moyens 11302 St 15 | Derrag X: Y: Z:
Cheliff) 11404 St 16 | Zoubiria mongorno | X: 5135 |Y: 3126 |Z: 932
11405 St 17 | Ghrib bge X: 48725 |Y: 3184 |Z: 460
11605 St 18 | Teniet - el-had X: Y: Z:
11606 St 19 | Sidi mokrefi X: 4632 |Y: 30425 |Z: 425
11607 St 20 | Tarik ibn ziad X: 45015 |Y: 2995 |Z: 660
11703 St 21 | Bordj el amir khaled | X : 455.85 |Y: 3138 |Z: 370
11803 St 22 | Sidi medjahed X: 45215 |Y: 337.05 |Z: 850
11904 St 23 | Rouina mairie X:4198 |Y:3273 |Z: 190
12108 St 24 | Fodda bge X 402 Y: 3056 |Z: 430
12205 St 25 | Benaria X: 37815 |Y:3384 |Z:320
12304 St 26 | Souk-el-had X: Y: Z:
12306 St 27 | Bordj bounaama X:4026 |Y:2841 |Z: 1050
. 12309 St 28 | Oued- sly X: Y: Z:
012 (Bas Chelifr) 12503 | St29 | Sidi hosni X: 39295 |Y: 24205 |Z: 790
12605 St 30 | Ammi moussa X:256,4 |Y: 28615 |Z: 140
12706 St 31 | Mendes X: 3337 |Y: 26295 |Z: 465
12908 St 32 | Tiaret GRHA X: 3734 |Y:2328 |Z: 1100
12915 St 33 | Louhou X: 3639 |Y: 20915 |Z: 1040
13004 St 34 | Ain el haddid X:3345 |Y: 197 Z: 829
13202 St 35 | Rosfa X:3306 |Y:1795 |Z: 960
. 13503 St 36 | Oued djemaa X: 31515 |Y.: 27725 |Z: 75
013 (Bas Cheliff) 13504 | St37 | Saline oued djemaa | X : 3155 |Y: 2833 |Z: 60
13506 St 38 | El matmar DRS X:3001 |Y:2715 |Z:73
13507 St 39 | L Hillil X: 288,65 |Y: 272 Z: 125

Source : ANRH Alger(2010)
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ANNEXE N° 11.1.2:

Ajustement a une loi racine normale
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ANNEXE N° 11.1.2:

Ajustement a une loi racine normale
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ANNEXE N° 11.1.2:

Ajustement a une loi racine normale
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ANNEXE N° 11.1.2:

Ajustement a une loi racine normale
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ANNEXE N° 11.1.3:

Les méthodes de comblement [1/1]
des lacunes

a) Methode des rapports :

La méthode des rapports utilise le rapport entre la somme des precipitations pendant un
période homogene de la station a ajuster et la somme des précipitations pour la période
correspondante a la station de comparaison.

Y =bX

Y : valeur pluviométrique pendant une période homogene de la station a ajuster
X :valeur correspondante a la station de référence
b : constante d’ajustement

b=V
U
V : Somme des précipitations pendant un période homogene de la station a ajuster.
U: Somme des précipitations pour la période correspondante a la station de
comparaison.

Cette méthode a été utilisée pour combler les lacunes a I’échelle mensuelle.

b) Meéthode de la régression linéaire :

Cette méthode permet le comblement des lacunes d’observation par rapport a une station
de référence, cette derniére doit étre proche a une station a corriger.

L e facteur qui lie cette régression est le coefficient de corrélation ‘r’ estimé a partir de
‘n’ couples de valeurs observées simultanément, sa formule est :

- S (X =X, -Y)
\/Zin:l (Xi - X)2 'Zin:l(Yi - 7)2

Xi : variable connue de la station de réference a partir de laquelle est estimée la variable
inconnue de la station incomplete.
Yi : Variable de la station incompleéte.

X : Moyenne de la série d’observation de référence.

Y : Moyenne de la série incompléte.
Cette méthode a été utilisée pour combler les lacunes a 1’échelle annuelle.
On se basera sur la valeur du coefficient de corrélation " r ", une erreur de premiere espéce
a de 5 %, un nombre de degré de liberté o=n -2 et la taille de I'échantillon « n » pour
valider par la table de Fisher (Dagnellie, 1992) la signification de ce coefficient comparant au
coefficient de corrélation critique " r./" donné par la table.
Les nouvelles séries permet la détermination des différentes caractéristiques (moyenne,
écart type et coefficient de variation) d'un échantillon, mensuellement et annuellement .



ANNEXE N° 11.1.4:

Résultat de ’A.C.P

A.1. Le bassin versant Cheliff a ’amont Bouguezoul « 010 »

Variables (axes F1 et F2 : 73,00 %) Variables (axes F1 et F3 : 67,57 %)
1 2 1 4
Y o5 ] SPYos A 05 < SPVO5
§ § SPV04
[%-)
5 SP Ry
2 0 ; ' Woz || 3 o , SPYRN02
o o SP§PE03
F Tves % SPv07
8 05 1 31 Rt S 05 1
f SPVO05 !
=il =il
=i, -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
--axe F1 (58,83 %) --> --axe F1 (58,83 %) -->
Variables (axes F1 et F4 : 66,94 %)
q Variables (axes F1 et F6 : 61,72 %)
1
A
1 os 1 SPVO Y o5 .
X I SPV03
a3 X 3 SPV06
®x 0 T T PVO1 ~ 0 . PVO1
< el SPVO02
b SPVO02 ©
P & PV@5\07
S 05 1 3 05 i
=l -1
-1 -0,5 0 0,5 1 il -0,5 0 0,5 1
--axe F1 (58,83 %) --> --axe F1 (58,83 %) -->
Variables (axes F2 et F3 : 22,90 %) )
Variables (axes F2 et F4 : 22,27 %)
1 X 3 1
A A
105 SPVO5 -| T o5 J SPVOa4
R SPV04 =
< - SPV/,
~ -
< 0 T PVObyot < 0 : SPVOL
o PV SPVO06 b 02
5 i s SPV05 VS
§ 05 3 8 05 1
-1 -1
-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1
--axe F2 (14,16 %) --> --axe F2 (14,16 %) -->
Fig 11.1.1. Cercle de correélation (Analyse graphique)

A.2. Le bassin versant Haut et Moyen Cheliff « 011 » :

Variables (axes F10 et F1 » Variables (axes Fl10 et Fz"
R 42, 12,18 %)
! 21 A A
g 05 # 0 < 05 <
g Buos g o
g o T T @ 0 T a
= N 2
2 o5 ] % 05 %
© ' 1

-1 -1

4 05 0 05 1 1 05 0 05 1 4 05 0 05 1
--axe F10 (2,38 %) --> --axe F10 (2,38 %) --> --axe F10 (2,38 %) -->
Fig 11.1.2. Cercle de corrélation (Analyse graphique)
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ANNEXE N° 11.1.4:
Résultat de ’A.C.P

[2/2]

A3.

Le bassin versant du Bas Cheliff « 012 »:

Vlariables (axes Flet F2: 73,57

1Variables (axesFletF3:

1Variables (axes F2 et F3:

%) 64,93 %) 23,52/%) ¢

A SPV29\/24 . .

< 05 1 SPV2 1 o5 1 SPV29 i

g 3 shouzs || 3

R — A= war | 3
5 | e |

5 S

% o5 ] 61 % os ] spv27 H

-1 -1
1 05 0 0,5 1 41 05 0 05 1 1 05 0 05 1
-- axe F1 (57,49 %) --> -- axe F1 (57,49 %) --> -- axe F2 (16,08 %) -->
Fig 11.1.3. Cercle de corrélation (Analyse graphique)
A.4.Le bassin versant du Bas Cheliff « 013 »:
\1/ariables (axes F1 et F2 ’ V?riables (axesFletF3:71,1 Variables (axes F2 et F3 : 20,3‘
74,39/%) %) ! %)

1 oos 1 SPEE % o5 J Spv34 A

S spvas || ¥ g

]

S 0 T SPV3 ;: 0 T T lg\l/%% ;:

~ %%Y/%g o sPva7 ||

i SPV36 || % o3 ||

35 1 8 05 1 8

-1 1
1 05 0 05 1 4 05 0 05 1 1 05 0 05 1
--axe F1 (62,57 %) --> --axe F1 (62,57 %) --> --axe F2 (11,82 %) -->

Fig 11.1.4. Cercle de corrélation (Analyse graphique)
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ANNEXE N° 11.25:

Innovations du FK [de St (05) a St(39)]

(1959-2009)
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ANNEXE N° 11.2.6:

innovations de 39 stations
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ANNEXE N°11.2.8:
Ajustement Normal aux innovations des stations
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% PROGRAMME FK: This program performs discrete Kalman filter (Variations temporelles et Spatiales)
By Samra Harkat and Malika Boukharouba (2013)

PHI=corrcoef(D);

P=cov(D);

[XV.KG.PT] = KalmanShart(D, 39,91, PHLP);

Pr=XV'

% Pas Temporelle: pour i =1:33 (stations)

39figure,subplot(Z.11).plot(D(1:51.4)).hold on,plot(Pr(l:31.4)):xlabel(' Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’) subplot(2.1.2).plot(Er(1:314)) xlabel(' Temps(Année)'):ylabel( Erreur relative(%)'):
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:51,5)).hold on,plot(Pr(L:51,5)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel (Précipitations annuelles(mm)’) subplot(2.1,2).plot(Er(1:51.5)).xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%)’);
figure,subplot(2,11).plot(D(1:51.8)).hold on,plot(Pr(1:31.6)):xlabel( Temps (Annee)'):ylabel(' Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2), plot(Er(1:51,6)).xlabel(' Temps (Annge)'):ylabel( Erreur relative(%)");
figure,subplot(2,11).plat(D(1:51,7)).hold on,plot(Pr(l:51,7)):xlabel(' Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplat(2.1.2).plot(Er(1:51,7)) xlabel( Temps(Année)'):ylabel(' Erreur relative(%)");
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:51.8)).hald onplot(Pr(1:51,8)):xlabel( Temps(Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2),plot(Er(:51,8)) xlabel(' Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%));
figure,subplot(Z.11).plot(D(1:51,9)).hold on,plot(Pr(l:31.9)):xlabel( Temps (Annee) );ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(Z.1.2).plot(Er(l:31,9)) xlabel( Temps (Année)'):ylabel( Erreur relative(%)");
figure,subplot(Z11).plot(D(1:5110)).hold on,plot(Pr(l:31,10)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’).subplot(Z.1.2).plot(Er(1:1,10)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel(' Erreur relative(%));
figure,subplot(Z.11).plot(D(1:3111)).hold on,plot(Pr(L:3L11)):xlabel(' Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2),plot(Er(:511).xlabel( Temps(Année) ):ylabel(‘Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z.11).plot(D(1:5112)).hold on.plot(Pr(1:51.12)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’).subplot(2.1.2).plot(Er(1:3112)). xlabel ( Temps (Année) ):ylabel( Erreur relative(%)"):
figure,subplot(2,11).plot(D(1:5113)).hald on,plot(Pr(l:1.13)):xlabel( Temps (Annee)):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(Z.1.2).plot(Er(1:51,13)). xlabel(' Temps (Année) ):ylabel( Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z,11).plot(D(1:5114)).hold on.plot(Pr(l:5114)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel ').subplot(21.2),plot(Er(1:51,14)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel(‘Erreur relative(%));
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:31.15)).hald on.plot(Pr(l:5115)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel ').subplot(2.1.2) plot(Er(1:31.15)) xlabel( Temps (Année) ):ylabel (Erreur relative(%));
figure,subplot(2.L.1),plot(D(1:51.16)).hold on.plot(Pr(l:51.16)):xlabel(' Temps(Annee) ):ylabel ( Précipitations annuelles(mm)').subplot(Z.1.2).plot(Er(1:51,16)), xlabel(' Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%)");
figure,subplot(2,11).plat(D(1:5117)).hold on,plot(Pr(:5117)):xlabel(' Temps (Annee)');ylabel(' Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2,1.2),plot(Er(1:51,17)) xlabel( Temps (Année)'):ylabel( Erreur relative(%)");

(i

(i

'Précipitations annuelles(mm)

‘Précipitations annuelles(mm)
(

figure,subplot(2.1.1).plot(D(1:51,18)).hald onplot(Pr(1:51,18)):xlabel(' Temps(Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’),subplot(2,1.2).plot(Er(1:51,18)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel('Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z11).plat(D(1:5119)) hold on,plat(Pr(l:31,19)):xlabel ( Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplat(Z,1.2),plot(Er(l:31,19)), xlabel( Temps (Année) );ylabel( Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z.11).plot(D(1:51.20)).hold on,plot(Pr(l:31.20)):xlabel( Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2.1.2),plot(Er(1:51,20)).xlabel( Temps (Année)'):ylabel(Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z.11).plot(D(1:51.21)).hold on.plot(Pr(l:51.21)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’) subplot(2.1,2),plot(Er(1:51.21)). xlabel ( Temps (Année) ):ylabel( Erreur relative(%)");
figure,subplot(2.11).plot(D(1:51.22)).hold on.plot(Pr(1:51.22)):xlabel( Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(Z.1.2).plot(Er(1:51,22)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%)');

D(1:31.23)).hald on.plat(Pr(1:51.23)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2).plot(Er(1:51.23)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%));
figure,subplot(2.1.1).plot(D(1:51,24)).hold on,plot(Pr(1:81.24)):xlabel( Temps (Annee)'):ylabel('Précipitations annuelles(mm)’).subplot(Z.1,2).plot(Er(1:81,24)),xlabel( Temps(Année) ):ylabel(‘Erreur relative(%)');
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:51.25)).hold on.plot(Pr(1:51.25)):xlabel(' Temps(Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2),plot(Er(1:51.25)). xlabel( Temps (Année) ):ylabel( Erreur relative(%)');
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:51.26)).hold on,plot(Pr(1:51.26)):xlabel( Temps(Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplot(Z.1.2),plot(Er(1:51.26)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel('Erreur relative(%)):
figure,subplot(2,11).plat(D(1:51.27)).hold on,plot(Pr(1:81.27)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)') subplot(2.1.2) plot(Er(1:51.27)).xlabel( Temps(Année) ):ylabel('Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z11).plot(D(1:51.28)).hold onplot(Pr(l:31.28)):xlabel( Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2.1.2),plot(Er(1:31,28)).xlabel( Temps(Année) );ylabel (Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z11).plot(D(1:51.29)).hold onplot(Pr(l:a1.29)):xlabel( Temps(Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2.1.2),plot(Er(1:31,29)).xlabel( Temps (Année) ):ylabel('Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z,11).plot(D(:51,30)).hold on,plat(Pr(l:51,30)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel('Précipitations annuelles(mm)’),subplot(2.1,2),plot(Er(1:51,30)),xlabel( Temps(Annge)'):ylabel(Erreur relative(%)');
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:a1.31)).hold on.plot(Pr(l:51.31)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel ( Précipitations annuelles(mm)’).subplot(Z.1.2).plot(Er(1:a1,31)), xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%)");
figure.subplot(2.1.1).plot(D(1:31.32)).hald on,plat(Pr(l:51,32)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(Z.1.2),plot(Er(1:51,32)) xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%));
figure,subplot(Z,11).plot(D(1:51.33)).hald on.plat(Pr(l:51,33)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’).subplot(2.1.2),plot(Er(1:51,33)).xlabel( Temps(Année) ):ylabel (Erreur relative(%)');
figure,subplot(2,11).plot(D(:51,34)).hold onplot(Pr(L:51,34)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2.1.2) plot(Er(1:51,34)) xlabel( Temps (Année) ):ylabel( Erreur relative(%)");
figure,subplot(2,1.1).plot(D(1:51,35)).hold on.plot(Pr(l:51.35)):xlabel( Temps (Annee) ):ylabel('Précipitations annuelles(mm)’).subplot(2.1.2), plot(Er(:51,35)).xlabel( Temps(Année) ):ylabel( Erreur relative(%)');
figure,subplat(2.1.1)plot(D(1:31.36)).hold on,plat(Pr(l:51,36));xlabel(' Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1,2).plot(Er(l:51,36)) xlabel(

):

figure,subplot(2,11).plat(D(1:51,37)).hold on,plot(Pr(l:51,37)):xlabel ( Temps (Annee)'):ylabel( Précipitations annuelles(mm)') subplot(2.1,2)plot(Er(1:1,37)).xlabel(' Temps (Année)
figure,subplot(Z11).plot(D(1:51,38)).hold on,plat(Pr(l:51,38)):xlabel( Temps(Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles(mm)’).subplot(2.1.2) plot(Er
) ) (i

(1:a1,38)):abel( mm
figure,subplot(Z.1.1) plot(D(1:31.39)).hold on plat(Pr(l:51,39));xlabel(' Temps (Annee) ):ylabel( Précipitations annuelles

),
).plot(
).plot(D
) plot(
).plat(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(
) plot(
) plot(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(

figure.subplot(2.1.1).plot(
).plot(
).plot(
) plot(
).plot(
).plot(
).plat(
).plot(
).plot(
).plot(
).plot(
) plot(
).plot(
).plot(D!
).plot( )):ylabel('Erreur relative(%)’);
).plat(D ' '
).plat(D

):
)

FF

% Pas Spatiales : Pour n=1:3! ( nombres d'années)

figure.subplot(2.1.1).plot(D(1.1:33)).hold on.plot(Pr(1.1:39)):xlabel(Numera de station’):ylabel( Précipitations annuelles (mm)').subplot(2.1.2).plot(Er(1.1:39)). xlabel('Numera de station');ylabel ('Erreur relative(%));
figure.subplot(2.1.1).plot(D(2.1:39)).hold on.plot(Pr(Z.1:39)):xlabel('Numera de station');ylabel('Précipitations annuelles(mm)’).subplot(Z.1.2),plot(Er(Z.1:39)) xlabel ( Numero de station’);ylabel(Erreur relative(%)’):
figure.subplot(2.1.1).plot(D(8.1:39)).hold on.plot(Pr(3,1:39)):xlabel('Numera de station');ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2.1.2).plot(Er(3.1:39)).xlabel('Numera de station'):ylabel( Erreur relative(%)'):
figure,subplot(2,11).plot(D(4,1:39)).hald on,plot(Pr(4,1:39)):xlabel('Numero de station');ylabel( Précipitations annuelles(mm)').subplot(2,1.2),plot(Er(4,1:39)).xlabel('Numero de station');ylabel(Erreur relative(%)");
figure,subplot(2,11).plot(D(5,1:39)).hold on,plot(Pr(5.1:39)):xlabel ('Numera de station');ylabel (' Précipitations annuelles(mm)'),subplot(2.1,2),plot(Er(5,1:39)) xlabel('Numern de station');ylabel(' Erreur relative(%)");
figure.subplot(Z.1.1).plot(D(B.1:39)),hold onplot(Pr(B,1:39)):xlabel('Numera de station');ylabel('Précipitations annuelles(mm)').subplot(2,1.2), plot(Er(B.1:39)). xlabel('Numera de station');ylabel('Erreur relative(%)');
figure,subplot(Z,11).plot(D(7:39)).hald on,plot(Pr(7.1:39)):xlabel(Numero de station');ylabel( Précipitations annuelles(mm)') subplot(Z.1.2).plot(Er(7,1:39)).xlabel (‘Numera de station');ylabel(‘Erreur relative(%));
figure,subplot(Z.11).plot(D(8.1:39)).hold on,plot(Pr(8,1:39)):xlabel('Numera de station');ylabel(' Précipitations annuelles(mm)’).subplot(2,1.2) plot(Er(8,1:39)).xlabel(Numera de station');ylabel(‘Erreur relative(%)');

function [XV,KG,PT] = KalmanShort(D,NC,NR,PHI,P)

% This program performs discrete Kalman filter

% D = This is the data matrix with NC columns (stations) and NR rows (data)
% PHI = Transition matrix (NCxNC) IT CAN
% BE CALCULATED AS corrcoef(D)

% P = Covariance matric (NCxNC) IT CAN
% BE CALCULATED AS cov(D)

% X = The Kalman prediction (NCxNR)

% KG= The Kalman gain (NCxNC)

% PT=The covarianve trace (NR)
H(1:NC,1:NC)=0;

Q(1:NC,1:NC)=0;

R(1:NC,1:NC)=0;

for i=1:NC ,'r‘ [
Hii)=1; l
Qiij=100;

R(i,))=10;

end

% Kalman operations

PT(1)=trace(P);

Z(1,1:NC)=D(1,1:NC);

for kk=2:NR
Z(kk,1:NC)=D(kk,1:NC);

% State update X(k/k)=PHI(k/k-1)*X(k-1/k-1)
X(1:NC,1)=PHI*D(kk,1:NC)’;

% State estimate update, P(k/k-1)=PHI(k/k-1)P(k-1/k-1)PHIT(k/k-1)+Q(k)
P=PHI*P*PHI'+Q;

% Kalman gain calculation, K(k)=P(k/k-1)H(K)T[H(k)P(k/k-1)H(K)T + R(k)]
KG=P*H/(H*P*H'+RY);

% State variable updata calculation,

%X (kIK)=X(k/k-1)+K (K)*[Z(K)-K(Kk)*X (k/k-1)]
X(1:NC,1)=X(1:NC,1)+KG*(Z(kk,1:NC)"-H*X(1:NC,1));
XV(1:NC,kk)=X(1:NC,1);

% Estimation error covariance matrix calculation,

% P(k/k)=P(k/k-1)-K(k)*H(k)*P(k/k-1)

P=P-KG*H*P;

% Trace of the covariance matrix
PT(kk)=trace(P);

end

1:01,38)). xlabel('Temps (Année) );ylabel( Erreur relative(%)');

)’

Temps(Annge)');ylabel('Erreur relative(%)');
)). ). (I )

mm)'),subplot(Z.1.2) plot(Er(1:51,39)).xlabel( Temps (Année)');ylabel (Erreur relative(%)');




