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AVANT-PROPOS

Conforme aux programmes LMD (Licence-Master-Doctorat) définis par arrété ministériel du
ministére de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique, ce fascicule s’adresse
aux ¢tudiants de premicre année Licence dans le domaine des Sciences de la Mati¢ére (SM) et
des Mathématiques et Informatique (MI). Il est congu pour atténuer au mieux les difficultés
inhérentes au discours scientifique tout en conservant la rigueur nécessaire. Cet ouvrage
présente I’ensemble des notions et des bases abordées en mécanique du point durant la premiére
année de Licence SM et MI. De plus, des exercices corrigés sont proposés en fin de chaque
chapitre afin de permettre aux étudiants de tester leurs connaissances et de se préparer
efficacement aux partiels et aux examens.

Le premier chapitre est consacré a des rappels mathématiques essentiels, incluant les équations
aux dimensions, le calcul des erreurs et les notions vectorielles. Ces concepts fondamentaux
permettent d’établir les bases nécessaires a 1’expression des lois physiques. L’objectif est
d’introduire des définitions claires et des notations appropriées pour une meilleure
compréhension.

Le deuxiéme chapitre est dédié a la cinématique du point matériel. Il vise a décrire les
mouvements des objets sans s’intéresser aux causes qui les produisent. Ce chapitre se focalise
exclusivement sur les mouvements des points matériels.

Le troisieme chapitre traite de la dynamique du point matériel dans le cadre de la mécanique
newtonienne, en s’appuyant sur les trois lois de Newton : la loi d’inertie, la loi fondamentale de
la dynamique et la loi des actions réciproques. Il aborde également les lois de forces régissant
certaines interactions, ainsi que la notion de moment cinétique d’une particule par rapport a un
point de référence.

Le quatriéme chapitre introduit une troisiéme approche d’analyse : celle du travail et de
I’énergie. Cette méthode permet d’¢éliminer le calcul direct de 1’accélération en établissant un
lien entre la force, la masse, la vitesse et le déplacement. Ce chapitre traite du travail d’une
force, de I’énergie cinétique d’un point matériel, ainsi que des notions d’énergie potentielle et
totale. Il aborde également les concepts de champ de forces, ainsi que la distinction entre forces
conservatives et non conservatives.

Le cours présenté dans ce polycopié¢ est le fruit de plusieurs années d’enseignement dispensé
aux étudiants de premiére année Licence Sciences de la Matiere (SM) et des Mathématiques et
Informatique (MI) a I’Université Hassiba Ben Bouali de Chlef. Il constitue un support essentiel
pour le module de Physique 1 : "Mécanique du Point Matériel".

Nous souhaitons a tous les étudiants un excellent parcours universitaire et une pleine réussite
dans leurs études.
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Chapitre I : Rappel mathématique

1. Analyse dimensionnelle

1.1.Grandeur physique

L’observation des phénomenes physiques est incompléte si elle n’aboutit pas a des informations
quantitatives c'est-a-dire la mesure des grandeurs physiques. Pour étudier les phénomeénes
physiques, il est nécessaire de bien définir certaines grandeurs utiles a leur compréhension. Une
grandeur physique mesurée ou calculée est liée a un aspect ou un phénomene particulier de la
physique, elle peut étre scalaire ou vectorielle.

1.1.1. Grandeur scalaire
Une grandeur scalaire est une quantité physique qui n'est spécifiée que par sa grandeur. On peut
l'exprimer avec un nombre, suivi ou non d'une unité (75 Kg, 40 Watt, 30 seconde ...)

1.1.2. Grandeur vectorielle

Grandeur physique dont la définition exige 1'énoncé d'un nombre, d'une direction et d'un sens

sur une direction comme la vitesse ¥ , accélération a, la force F...

1.2.Unités de base du systéme international :
Toutes les grandeurs physiques ont une unité. Sans unité, une grandeur n’a aucun sens.
L’ensemble de toutes les unités forme un systeéme cohérent défini a partir de quelques grandeurs
fondamentales, et toutes les autres grandeurs ont des unités dérivées. Nous utilisons le systéme
international (SI), qui est basé sur les grandeurs suivantes : le metre m (unité de longueur), le
kilogramme kg (unité de masse), la seconde s (unité de temps) et ’ampére A (unité de courant
¢lectrique), on I’appelle également le systéme MKSA.
Dans des domaines particuliers de la physique, il est commun de définir des unités
supplémentaires, par exemple, la température « absolue » s’exprime en kelvins (K) en
thermodynamique bien qu’elle résulte de 1’agitation thermique des molécules et puisse de
définir a partir des unités de la mécanique.
En pratique, il n’est pas rare de faire ses mesures avec d’autres unités plus pratiques ; le systeme
CGS. (Centimetre, Gramme, Seconde) correspond a la pratique courante.
Le systéme international d'unités est composé de sept unités de base correspondant aux sept
grandeurs de base.
Le probleme que posent les unités est celui de ’'universalité et de la cohérence, d’ou I’intérét
du choix d’un systéme international qui définit les unités étalonnées de facon identique en tout
point du globe.

- Le systeme CGS est fondé sur le Centimetre, le Gramme et la Seconde.
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- Lesysteme MKSA est basé sur le Métre, le Kilogramme, la Seconde et I’ Ampére. C’est
le systeme précurseur du systéme international d’unités (SI).
- Les unités légales du systéme international (SI) : Le SI est fondé¢ sur le MKSA a qui on

a ajouté le kelvin (K), la mole (mol), la candela (cd), le radian (rd) et le stéradian (sr).

1.3.Equations aux Dimensions

1.3.1. Définition
L’équation aux dimensions et une relation entre la quantité¢ étudiée et les grandeurs
fondamentales qui représentent I’unité de cette quantité. La dimension d’une autre grandeur G
Est notée [G]

Si une quantité physique G est mesurée en kg@m#Fs?, sa dimension est :

[G] = M* LBTY

OuM : Masse, L : Longueur et T : Temps
On obtient ainsi une équation dite équation aux dimensions.
L’équation aux dimensions permet :
- De déterminer I’unit¢ composée d’une grandeur en fonction des grandeurs
fondamentales.
- De tester si une formule est homogéene.
- Prédire une formule correspondante a une grandeur physique.

- De faire des conversions d’unités.

Tableau 1.1 Des unités fondamentales du SI

Grandeur Symbole Unité Symbole
Masse M Kilogramme kg
Longueur L Meéetre m
Temps T Seconde S
Intensité du courant électrique I Ampere A
Température thermodynamique 0 Kelvin K
Intensité lumineuse J Candela cd
Quantité de matiére u Mole mol.
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1.2 Tableau des unités supplémentaires

Grandeur Symbole Unité Symbole
Angle plan a Radian rd
Angle solide Q Stéradian sr

1.3.2. Utilisation des équations aux dimensions ¢’analyse dimensionnelle’’ pour

vérifier I’homogénéité d’une formule

Soit les deux formules :

>T=\F Ou T= |2
) l

Ces deux expressions donnent la période d’oscillation d’un pendule simple de longueur / et g

est ’accélération de la pesanteur. Le premier membre a la dimension d’un temps ; il faut que le

deuxiéme membre ait la méme dimension, sinon la formule est fausse.

1% cas:

1/2
[é] = [g]17Y?[1]*/? = (LT~%)~Y/2,LY/2 = T homogéne (pas juste)

. 1/2
21Me cas [%] = [g]Y?[1]7Y/? = (LT~?)Y2.L7Y/2 = T~ pas homogene (pas juste)

1.3.3. Regles sur les équations aux dimensions

>

Tous les termes d’une somme ou d’une différence ont la méme dimension. Dans le cas
contraire, 1’équation est forcément fausse. On ne peut additionner que des termes ayant
la méme dimension : [A + B] = [A] = [B]

La dimension du produit de deux grandeurs est le produit des dimensions de chacune
des grandeurs : [A.B] = [A].[B]

La dimension de A™ est égale & [A]™ ou n est un nombre rationnel sans dimension,
Les nombres et les angles sont des grandeurs sans dimension. En particulier, un angle,
exprimé en radians, est le rapport de la longueur de 1’arc intercepté au rayon du cercle.
Le rapport de deux grandeurs de méme dimension est sans dimension.

Les fonctions mathématiques (cos, sin, tan, exp, In ...) et leurs arguments sont sans

dimension. Par exemple cos(x) et x sont sans dimensions ; [cos(x)] =1, [2m]=1...
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» L'équation aux dimensions de toute grandeur X peut se mettre sous la forme :

[X] = L* MPT¢14j¢q/ N9

» Si[X] = 1 est dite sans dimension ou de dimension 1.

- - [
- Exercice 1

En utilisant les dimensions des grandeurs de base, compléter le tableau suivant :

Grandeur physique Symbole Formule utilisée = Dimension Unité (SI)

Vitesse linéaire %

Vitesse angulaire

S

Accélération

Force

Pression

Travail

Energie

Charge électrique
Champ électrique
Différence de potentiel

Résistance électrique

T ™ S m e m T uvowm 9

Puissance électrique

- Exercice 2

L’équation d’état d’un gaz parfait est (p.V=n.R.T), ou : p est la pression du gaz, V le volume

qu’il occupe, n le nombre de moles de gaz et T sa température.

I- Quelle est la dimension de la constante universelle des gaz parfait R ? Quelle est son unité
dans le systéme international ?

2- L’équation d’état d’une molécule de gaz réel est donnée par :

R.T —
p= (V _ b) HEXP (R. TC.lV)

Dans cette expression a et b sont des coefficients tels que a=3,5 .10 SI et b=2,5 .10 SI
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- Donner les équations aux dimensions de a et b et déduire leurs unités dans le systéme

international ?

- Exercice 1

Solution

En utilisant les dimensions des grandeurs de base, compléter le tableau suivant :

Grandeur physique

Vitesse linéaire

Vitesse angulaire

Accélération

Force

Pression

Travail

Energie

Charge électrique

Champ électrique

Différence de potentiel

Résistance Electrique

Puissance électrique

Formule

utilisée
v=x/t
w=v/r
a=v/t
F=m.a
P=F/s
W =F.l

E=1/2m.v?
dg =1i.dt
E=F/q
U=r.F
R=U/i
P =R.i?

Dimension
[vl=LT™?
[w] = T7*
[al = LT

[F] = ML T2
[F]= ML T2
W] = ML? T2
[E] = MI2 T2

[q] =IT

[E] = MLT31

[U] = MI2 T3]1

[R] = ML2 T~3]2

[P]=ML>T"3

Unité (ST)

Kg.m s~ 2(Newton N)

Kg.m™! s %(Pscal Pa)

Kg.m? s™%(Joule )

Kg.m? s™%2(Joule ])

Coulomb

Volt/m

Volt

Ohm

Watt



- Exercice 2

a. [R]=?
p.V=nRT = R=Y2
n.T

L’équation (1) nous permet d’écrire  [R] = [p]lv]

Sachant que :
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(1)
2)

p:perssion = [p] = ML~ T2
V:volume = [V] =13
n:nombre de mole = [n] =N
T:température = [T] =6

MLt TH.(3)

(2) > [Rl=—————==MLI?T 2N 9= [R]=ML>T 2N"1971

(V).(6)

- L’unité de (R) dans le ST est donc : Kg.m? s™2 mol™*K "t ou J. K~ mol™?

b. [a] =? et [b] =?
p=(m)ew () O

- On sait que deux grandeurs physiques ne s’additionnent que si elles ont la méme

dimension

Vl=[p]=L1*= [b] = L3

. . —-a . . . .
- On sait aussi que ’argument f = YT de la fonction exponentielle est sans dimension :

=[fl=|-=|=1= [-a = [R.T.V] = [d]

RTV

= [R].[T].[V]

= [a]= (ML2T 2N~ (0)(L?) = [a] = ML> T™2N!
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2. Calcul d’incertitudes

2.1.Introduction

En sciences expérimentales il n’existe pas de mesures exactes, puisque toute mesure d’une
2
grandeur quelconque est nécessairement entachée d’erreur. On ne peut parler que d’estimation

de I’erreur de mesure car la valeur vraie est inconnue.
Les erreurs de mesure peuvent provenir de plusieurs sources :

- Qualité des instruments ;
- L’expérimentateur (I’erreur est humaine !) ;

- Lavariabilité de la grandeur mesurée.

Par conséquent, lors du mesurage d’une grandeur, on évaluera son incertitude. On distingue
deux types d’erreur de mesure ; I’erreur de mesure aléatoire et I’erreur de mesure systématique.

En conséquence :

- Derreur de mesure est égale a la somme de I’erreur aléatoire et systématique.
- L’incertitude sur un résultat peut étre écrite sous forme d’incertitude absolue ou relative.

2.2.Les Erreurs De Mesures Systématiques

Ce sont des erreurs constantes qui possedent la méme valeur a chaque fois que la mesure est
effectuée. Par conséquence, elles ne seront pas diminuées par une série de mesures répétées.

Plus généralement les erreurs systématiques ont des origines diverses :

- Erreur d’’étalonnage ;

- Oubli d’un paramétre ;

- Procédure erronée ;

- Dispositif inadapté ou mal utilisé (exemple : une régle dont il manque le premier

centimetre).
Les erreurs systématiques sont souvent difficiles a détecter.
2.3. Les Erreurs De Mesures Aléatoires

Elles proviennent d'une déviation aléatoire de la valeur d'une mesure. Cette déviation est
différente a chaque fois qu'une méme mesure est effectuée. Ainsi, Lors de mesures répétées
nous obtenons généralement une dispersion des résultats. Contrairement a I'erreur systématique,

I’erreur aléatoire ne peut €tre corrigée. Une répétition des mesures peut 1’atténuer.
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Exemple : Erreur de lecture sur un appareil a aiguille entraine une erreur aléatoire
2.4. Incertitude Absolue

Quelque soit la précision de la mesure d’une grandeur X, nous n’obtenons qu’une valeur
approchée X. La différence entre la valeur exacte et la valeur approchée s’appelle erreur absolue

qu’on désigne par 6X :
5X =X — X,

Cette erreur est en général inconnue. Partant des caractéristiques de ’appareil utilisé et de la
méthode utilisée, nous pouvons toujours nous assurer que I’erreur commise ne dépasse pas une
valeur limite absolue connue sous le nom de incertitude absolue de la grandeur X .

|6X] < AX
Nous déduisons que la valeur exacte est comprise entre deux valeurs limites connues :

X+AX et X—AX = X=X+t AX

Pour plus de précision, nous pouvons donner une définition mathématique a I’incertitude
absolue en suivant le raisonnement suivant :

Soit une grandeur X = f(x,y, z) ou, X, y et z représentent des grandeurs mesurables comportant
des incertitudes.

L’incertitude absolue de X, c'est-a-dire AX , est matérialisée par la différentielle dX telle que
AX <dX

Puisque le signe de I’erreur est inconnu il est tout a fait logique de prendre la valeur absolue
pour les différentielles.

Sachant que

_of . 9of of
dX = a—dx+@dy+a—dz

L’incertitude absolue AX de X s’écrit donc :

AX < f|A + f|A + |5

|6 |6 0z

2.5.Incertitude Relative
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On appelle incertitude relative d’une grandeur X le rapport entre 1’incertitude absolue et la
valeur approchée, soit AYX , et elle est égale au module de la différentielle logarithmique :
AX ’dX
X X
L'incertitude relative n'a pas d'unités, elle s'exprime en général en %.

2.5.1. Calcul d’incertitude sur une mesure indirecte

. . . . . . \
b

Dans la pratique, il arrive souvent que l'on ne puisse mesurer directement la valeur d'une

grandeur X. Toutefois, celle-ci est généralement liée a un certain nombre d'autres grandeurs x,

y, Z, ..., etc. directement ou indirectement mesurables. Il existe deux techniques simples pour

le calcul de 1‘incertitude relative :

2.5.1.1.Méthode de la différentielle totale d’une fonction
La différentielle dX d’une fonction X=f{x,y,z) est définie par :

_of af of
dX = 6xdx+6ydy+azdz

Le calcul de l‘incertitude relative AYX on suit les étapes suivantes :
- Calcul de la différentielle de la fonction (dX)
- On divise la différentielle de la fonction sur la fonction (%)

- Sommation des incertitudes c-a-d, passons de d a A.

2.5.1.2.Méthode de la différentielle logarithmique d’une fonction

. : - . . AX ) , er s
Pour déterminer D’incertitude relative YX, a partir de la méthode de la différentielle

logarithmique d’une fonction, on suit les étapes suivantes :
- Calcul du logarithme de la fonction, logX,
- Calcul de la différentielle du logarithme de la fonction d(logX),

- Sommation des incertitudes c-a-d, passons de d a A.

- Exemple
Soit: x = ab
c

La fonction logarithmique : logx = loga + lagb — logc



Chapitre I : Rappel mathématique

- La différentielle logarithmique :
dx da db dc

X a b c

- L’incertitude relative est :

2.6.0pérations et incertitudes

Tableau 1.3 Opérations et incertitudes

Opérations X AX AX/X
Somme a+b Ada + Ab (4a + Ab)/ (a + b)
Différence a—»>b Ada + Ab (4da + Ab)/ (a — b)
Produit a*b bxAa + axAb Ada/a + Ab/b
Quotient a/b (b * Aa + a * Ab)b? Aa/a + Ab/b
Puissance a™ n.a™ ! x Aa nAa/a

- Démonstrations

d X=a+b=>lnX=1n(a+b):d_X_d(a+b) AX _ A(a+b)

X (a+b) X  (a+b)
° X=a—b=>lnX=1n(a_b):d_X=d(a—b) AX _ Aa+b)
X (a-b) X (a—b)
e X=axb=InX=In(a)+In(h) =L =40, 4O _, X _da_ 2
X a b X a b
. X=g=>lnX=ln(a)—ln(b):d—X=@_@=A_X=A_a ab
b X a b X a b

e X=q"= InX = ln(an) =n.ln (a) — d7X — nda(a) = AYX — n,(ja)

- Exercice 3

On cherche a déterminer ’accélération de la pesanteur (g) a partir d’un pendule simple, en

utilisant la relation de la période (T) donnée par :

T =2m \/g, ou L est la longueur du pendule

10
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On mesure L=15 cm a 2% prés et T=0,8 s a 3% prés. (72 = 10)

- Calculer la valeur de g ainsi que sa précision et écrire g sous forme :g = (go + Ag)
avec Ag son erreur absolue.
- Exercice 4
1- La résistance électrique (p) d’un fil électrique de cuivre, de diametre (D), de longueur (L)
et de résistance (R) est donnée par la formule :

_71'.R.D2
P="41

Donnez I’incertitude sur la résistivité électrique (p) en utilisant :

a- La méthode de la différentielle totale.

b- La méthode logarithmique.

2- On donne pour I’application numérique :

R = (0,4562+0,0002) Q, L= (2.000040.0001) m et D= (0.3040.01) mm

- Calculer (p), ’erreur absolue (Ap) et donner la précision de la mesure (%p)

- D’apres vous, quelle mesure serait-il souhaitable d’améliorer.

Solution
- Exercice 3
L
T = Zn\/; ()
Ly =15¢cm = 0.15m To = 15cm = 0.15m
{ AL = 206 = 0.02 { 2T = 39 = 0.03
LO TO

A partir de la relation (1) , on peut écrire :

2
1) = T2=4n2§:>g=4:2L )
4m?L
9o = 7;020
(2) = {ag _ A@n?) | AL AT
o e Tty

0

11
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go = 9.375ms™t

= {Ag 1
g_ =0.08 =8% = Ag = go * 0.08 =9.375 x0.08 = Ag = 0.75 ms
0

D’ou
g =1(9.375+0.75)ms™! ou (8.625 < g < 10.125) ms~!

- Exercice 4
1- DL’incertitude sur la résistivité électrique (p)

_7T.R.D2
P="21

Ap =?
a. La méthode de la différentielle totale

On voit que p est fonction de trois variables R, D, et L

a d d
= dp(R,D,L) = (32)dR + () dL + (2£) aD (1)
Comme 7 et 4 sont des constantes, elles ne subissent aucune variation : dm = d4 = 0

Dérivons p(R, D, L) par rapport a (R) a (L) et a (D)

ap
> (—)= 9
OR
1.R.D? .D? ) m.D?\ 3(R d m.D?
4L 4L OR 4L ) OR oR 4L
ap
> (5)-
oL
m.R.D? (n.R.DZ) 1 ap (n.R.Dz) ) (1) dp _ m.R.D? (—1) dp _ -mR.D?
4L 4 L dR 4 JoaL\L L 4 12 AL 412
(3)
a (1 1\
carz (1) =)
oL \L L
ap
> (52) ="
oD

12
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p= m.R.D? (n.R) 5 =>a_p= (n.R)a(DZ) dp mR.2.D

4L 4L a0 \a.L) aD @R 4l

dp _ m.RD
= o0 2L 4)

Lorsqu’on remplace les équations (2), (3) et (4) dans 1’équation (1) on obtient :

(1) = dp(R,D,L) = (%) dR + (Z22) dL + (Z2) dp

4.12

On passe a la notation absolue :

—m.R.D?
4.12

m.R.D

= Ap =22 |AR+|

AL+| |AD

= ap= (2= )AR+(”RD)AL+(”RD)AD (5)

On peut écrire la relation (6) sous la forme suivante :

%”zi[(“)mﬂ (”RD )AL+ (Z22) )]

AR AL AD
=20, 002
p R L D

b. Me¢éthode du logarithme :

m.R.D?

_TRDE (o) =1 .R.D?
=721 08\ = 108\ T4 T

= log(p) = log(m) + log(R) + log(D?) — log(4) — log(L)
= log(p) = log(m) + log(R) + 2.log(D) — log(4) — log(L)

Dérivons cette expression :

= [log(p)]" = [log(m)]" + [log(R)]" + [2.log(D)]" — [log(D)]' — [log(L)]'

dp _d(m) d(R) _d(D) d(4) d(L)
=>7_n+R+2D_4_L
0 0

dm = d4 = 0 Car 7 et 4 sont des constantes

dp dR _dD dL
= ——=—42———
p R D L

Passons a la notation absolue :

13



Chapitre I : Rappel mathématique

bp _OR 4D AL
= — = — J— —_ J—
o R D L

Obtient en définitif,

Ap AR AD AL
= — = — R -

+2—+
p R °“D L

2- Application numérique

. R. D? 3.14 % 0.4562 * (0.3 * 10_3)2 L6115 » 10-80)
= Y = - = 1. * .
P="21 p 4% 2 p mn
Ap _ 0.0002 0.01 0.0001 Ap

bl + =L = 6716+1072 = 6.7169
p 04562 “"030" 2 D * %

On remarque que la valeur de D est déterminé avec moins de précision, il faut donc augmenter

la précision (diminuer I’erreur absolue) de D pour améliorer le resultat.
Le résultat final de p

Ap =p*6.716 * 1072 = 1.0823 « 107° = p(1.6115 + 0.1082) * 1078 Q. m

14
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3. Calcul vectoriel

L’usage des vecteurs en mécanique est fondamental. Il permet de représenter les vitesses et les

accélérations des points, les rotations des solides, le déplacement, les forces exercées.
3.1.Définition

Un vecteur est segment de droite AB, ayant une origine A et une extrémité B. On le note

symboliquement par AB .1l est complétement défini si 1’on se donne :

- Son origine ou point d’application A.

- Sadirection qui est celle de la droite (A).

- Son sens qui est le sens du mouvement d’un mobile allant de A vers B.

- - Sanorme (ou module) toujours positive qui est la longueur AB. On le note ||E||

- Un vecteur unitaire i est un vecteur dont le module est égal a 1 (||i]] = 1 ). On peut

: . - AB
exprimer un vecteur unitaire sous la forme : u = Azl
Point d’application
Direction Sens
Module /
u
— )y >
A .
/‘ AB B

Vecteur unitaire

Figurel.1Caractéristique d’un vecteur
3.2.Propriétés
3.2.1. Vecteur libre

Si I’on se donne simplement la direction, le sens et le module.

3.2.2. Vecteur lié : un vecteur li¢ est un vecteur dont le support et le point d’application

sont fixes.

15



Chapitre I : Rappel mathématique

Figure 1.2 Vecteur lié
3.2.3. Vecteur glissant

Un vecteur glissant est un vecteur caractérisé par son module, son sens et son support. On peut

glisser ce vecteur sur son support sans changer son effet physique.

Figure 1.3 Vecteur glissant

3.2.4. Vecteur unitaire

A chaque vecteur on peut associer un vecteur unitaire qui a la méme direction et de norme égale

a un. On obtient le vecteur unitaire en divisant le vecteur initial par son module :
A= |A|g=A = ||A||g = .5
Avec : |/T| = ||/T|| =A

3.3.Systeme de coordonnées cartésiennes

3.3.1. Repere cartésien

Dans un espace tridimensionnel, le repére cartésien se compose d'une origine (point O) et des

axes orientés et orthogonaux (perpendiculaires entre eux) passant par cette origine.

- Axe des abscisses (noté Ox) ;
- Axe des ordonnées (noté Oy) ;

- Axe des cotes (not¢ Oz) ;

Le repere cartésien est constitué de trois vecteurs unitaires et orthogonaux notés comme

suivant :

16
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- 1. porté par I’axe Ox et orienté selon son orientation.

J: porté par I’axe Oy et orienté selon son orientation.
-
k : porté par I’axe Oz et orienté selon son orientation.

Z
A

"

o~
— Y
V=<

Figure 1.4 : Repere orthonormé

3.3.2. Composantes cartésiennes d’un vecteur

Soit V un vecteur, la projection de ce dernier sur les axes Ox, Oy et Oz donne :
V=Vi+V]+Vk

Les composantes du vecteur sont les valeurs algébriques des projections orthogonales de A

sur les directions définies par les vecteurs de base. Les valeurs algébriques sont respectivement

Vi, Vy et V,; sont appelées les composantes de vecteur Vv

-

- - > , . . = V,
Donc: A =Vt + Vyj + V,k eten peut I’écrire sous la forme suivante V = <V;>

17
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Figure 1.6 Composantes d’un vecteur.

Le module d’un vecteur V (K;) est donné par: V = |V| = ||[V|| = \/sz + 1,2 + 1,2

Vz

Dans ce repere cartésien, nous définissons.

- p laprojection du vecteur V dans le plan (Oxy),

- @ l’angle formé par cette projection avec I'axe (Ox),

- 8 l'angle formé par le vecteur V avec l'axe (Oz2)

Tel que :
(cosgo = E
p
A
sing = =
{ p
V2
0 =—
cos 7
P
L sinf = v
D’ou:
V, = V.sinf.cose
V, = V.sin6.sing
V, =V.cos6
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En considérant, en plus, les angles «, § et y formés par le vecteur V avec les axes (Ox) (Oy)

et (Oz) respectivement, on peut déduire que :

V, =V.cosa
V, =V.cosp
V, =V.cosy

En sommant les carrés, on obtient :

cos?a + cos?f + cos?y =1

On pourra écrire le vecteur V comme suit :
V = Vi = V(cosal + cosB] + cosyk)

On en déduit l'expression du vecteur unitaire :
U = cosal + sinfJ + cosyk

On note :

. . - y = . .
Les coordonnées du vecteur unitaire u porté par le vecteur V s'appellent les cosinus directeurs

du vecteur V. o, B et v sont les angles directeurs.

3.4.Addition de vecteurs

Plusieurs méthodes sont utilisées pour additionner des vecteurs. Lorsque les vecteurs sont dans

un plan, on peut utiliser la méthode du triangle, la méthode du parallélogramme ou la relation

de Chasles.

3.4.1 Meéthode du triangle

Le vecteur ¥ + W relie le point initial de ¥ au point final de W (figure 1.4).
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e

U=V+W

Figure 1.7 : Méthode du triangle

3.4.2 Meéthode du parallélogramme

Lorsque les vecteurs ont la méme origine, la résultante est alors la diagonale du

parallélogramme formé (figure 1.5).

U=V +W

Figure 1.8 Méthode du parallélogramme

- Exemple

V, =x,i+ yij+ 2.k et V, =x,0+y,] + 25k
Vit Vo= (X1 + %)+ (1 +32)) + (21 + 2)k

v Propriétés

- L'addition de vecteurs est commutative. Cela signifie que, si U et W sont des vecteurs,
alorsV+wW=w+7v

- L'addition de vecteurs est aussi associative. Cela veut dire que, sisi il ,¥ et W sont des
vecteurs, alors (U + V) +wW =u + (¥ + W)

- L'addition a un élément neutre : le vecteur nul. En effet: % + 0 = ¥

- Enfin, si ¥ estun vecteur, alors —¥ est le vecteur ayant la méme direction et la méme

. <, - . , - - =
intensité que U , mais de sens opposé. Donc v + (—v) = 0
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La différence ¥ — W de deux vecteurs est définie comme ¥ — W = ¥ + (—w)

Figure 1.9 La différence de deux vecteurs

- Exemple

171 = x1f+y1f+Z1E et 172 = X27+y2]_)+ZZE

I7')1 - I72 = (%1 — xz)_l)+ (V1 _3’2)_])"' (z; — Zz)—k)

3.5.Multiplication par un scalaire

Si A est un scalaire et V un vecteur, alors le produit AV est défini comme suit :

2%
/ v [ -1.5¢

r

Figure 1.9 Multiplication vecteur par un scalaire

- -SiA>0, alors le produit AV est le vecteur dont l'intensité a A fois l'intensité de V et
dont le sens est le méme que V

- -SiA<0,, alors le produit AV est le vecteur dont l'intensité a A fois l'intensité de V et
dont le sens est 1'opposé de celui de Vv

- Sia=0ousiV =0 ,alorsle produit AV est le vecteur nul.
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3.6.Produit scalaire

Le produit scalaire entre deux vecteurs donnés IZ et V, non nuls est un produit qui donne
comme résultat un scalaire (nombre réel).
3.6.1. Forme géométrique du produit scalaire

Par définition du produit scalaire :

V= ]71 * ]72 = |V1| |I72|.C059

Ou, 0 = (171, 172) est I’angle entre les deux vecteurs IZ et 17)2
0>0=V,xV,<0

0<0=V,xV,>0
920:]71* ‘72:0

v
!

172. cos6@

Figure 1.10 : Illustration du produit scalaire

Le produit scalaire de deux vecteurs est égal au produit du module d’un vecteur avec la

projection du l'autre vecteur sur celui-1a, ou vice versa.
- — \2 2 2
- (B + V,) =V2.VZ+2V,.V,.cos 0

- — \2
- (= V) =V2.VE—2Vy.V,.cos 6

3.6.2. Forme analytique du produit scalaire
En posant (xq,y1,2,) et (x3,V,,2,) les composantes respectives de V, et V, dans la base
orthonormée directe (7,7, E) :

- -

V1 = x1?+ yJ"‘ le et ‘72 = x2i>+y2]_>+22k
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Le produit scalaire de ces deux vecteurs est le scalaire défini par la relation :

V,* V, = (%10 + yoJ + le) « (X0 + yo] + ZZE)
= Vyx Vo= (% x2) + (1 % y2) + (21 % 22)

Car la base (T,f, E)) est une base orthonormée directe :

*

I
S =

Il
M
*
& &

~

Il

~¢ ~y
I
-
R

J
xk
| =

~J

= 1ly1

3.6.3. Propriétés du produit scalaire

et = = . .
SiV;,V, et V3 sont des vecteurs non nuls et si a et § sont des scalaires, on a alors :

- Commutativité
171 * I_/)z = I72 * I71
T[ e

- Orthogonalité : Si 71 + 0 et 172 + 0, alors 171 1 VZ (VI,VZ) == =V, *

Vil Vo= (% x0) + (1% y2) + (21 % 25) = 0
- Distributivité par rapport a 1’addition :
Vix (Vot Vo) =Vyx V, + Vi Vg
- Distributivité par rapport a la multiplication :
a(ﬁV) = (a.[?)l_/) = ﬁ(al_/))
Linéarité :
- VsV =2

V,=0

- Le produit scalaire de deux vecteurs non nuls colinélaires est égale le produit de leurs

modules.
Sl 171 F* 66’t 172 F* 6alors ‘71 ” ‘72 — (17)1,‘72) = O — I_/)l * 172 = |I_/)1| |I_/)2|
- L’angle formé¢ entre les vecteurs 171 et VZ est donné par :

v+ 7, () + (v xy) + (29 % 23)

cos(l71, Vz) = —

|V1|' |‘72| - Vx12 + 312 4+ 232 % 1,2 + ¥, + 2,2
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3.7.Produit vectoriel
Le produit vectoriel entre deux vecteurs donnés A et B non nuls est un produit qui donne
comme résultat un autre vecteur C
3.7.1. Forme géométrique du produit vectoriel
Par définition du produit vectoriel :
C=AANB= |ﬁ|.|§|.sin(9).ﬁ
0 = (/T, E) est I’angle entre les deux vecteurs Aet B

R .
Uu: le vecteur unitaire

Iy

Figure 1.11 Produit vectoriel

Le vecteur C est perpendiculaire au plan construit par A et B. La direction de C est donné par

la régle des trois doigts de la main droite

g

45"y

Wi o
R Y

‘__.4"
. B
4 A - \H"“-mh*

Figure 1.12 Regle des trois doigts de la main droite

La norme de produit vectoriel représente I’aire du parallélogramme formé par les deux vecteurs

-

Aet B.:
€| = |A A B| = |Al.|B]sin (4, B)
h = |§|sin (/f, §) , donc la surface :

S=|dn B|= |4
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3.7.2. Forme analytique du produit vectoriel

Le produit vectoriel peut étre calculé par la méthode directe en coordonnées cartésiennes dans

‘ roq: e Ax B By
un repére orthonorme direct: A = | 4, |, B = | B,
AZ BZ

-

AN B = (Ad+Ayj+ Ak) A (Bl + B, + B,k)

P B L 1A, AL |Ax Ayl
—ArNB=|4, 4, @:%; ; _[Ae A ; ;h
y z x z x y
B, B, B,
= (A,.B, — ByA, )l — (Ay.B, — ByA,)] + (Ay. B, — B, A, )k

3.7.3. Propriétés du produit vectoriel

- -

SiA, Bet C sont des vecteurs et si a et B sont des scalaires, on a alors :

- Nul si et seulement si I’un des vecteurs est nul ou si les deux vecteurs sont colinéaires :

— - —

ANB=0=A=00uB=00udl B
- Noncommutatif: AN B=—BAA

- Non associatif : 4 A (§/\ 5) * (AT/\ §) AC
- Distributif par rapport a la somme vectorielle :

CA(A+B)=CAA+CAB
- Linéarité : pour tout réel n : n. ([1)/\ §) = (n/f) A B=AA (n §)
- ANA=0

N - —

j=k
- Dansmabase(?,f,%): k = Tand T/\L=fAj’=EA =0
AT=]

Doivent respecter la reégle de tire-bouchon (On place un tire-bouchon le long de 1’axe (0z), et
on le fait tourner dans le sens trigonométrique, qui ramene (0x) vers (oy) =(oz) est dirigé vers

le haut)
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&=l

Lanl ]
Y —

=

_/

Figure 1.13 : Permutation circulaire

3.8.Double produit vectoriel

-

Le double produit vectoriel des vecteurs A, Bet

C estun vecteur défini par :
A)/\(L_?)/\C_')) = (/T*C_'))*ﬁ—(ff*ﬁ)*f
3.9. Produit mixte

3.9.1. Forme géométrique du produit mixte

Par définition le produit mixte des vecteurs A , Bet C estla quantité scalaire :

i»(BAC)=|A|.|B AC| cos(AnD)

Ou D : le vecteur perpendiculaire aux plan formé par les deux vecteurs BetC

Figure 1.14 Produit mixte.

La valeur absolue du produit mixte mesuré représente le volume du parallélépipede construit
par les trois vecteurs.

3.9.2. Forme analytique du produit mixte
Soient trois vecteurs dans un repére orthonormé directe A= <

A — B - C
Az By
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Le produit mixte peut étre calculé par la méthode suivante :

Ay A, A,
A+(BAG)=|B. B, B,
Ce C, C,

= A,(B,.C, - C,.B,) — Ay(B,.C, — C;B,) + A,(B,.C,, — C;B,))

3.9.3. Propretés du produit mixte

Le produit mixte est invariant par permutation circulaire :

ﬁ*(§A5)=§*(5 Aﬁ)=5*(/f /\§)
a
AW B
Figure 1.15 : Permutation des vecteur

3.10. Dérivée d’un vecteur

Soit un vecteur :
OM = x(O)T+ y(t)] + z(D)k
La dérivée du vecteur OM dans la base fixe (T, 7 E) ) est définie par :

dOM _dx(t), dy(t), dz(t)-
at - dar tar /T dtk

Et la dérivée seconde est donnée par :

d?0M  d?x(t), d*y(t), d?*z(t)-
= [+ J+ k
dt? dt? dt? dt?

Il est important de noter que dans ce cas les vecteurs de la base sont considérés fixe ;

c.a.d.

di _dj dk

2 e at
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Les régles habituelles de dérivation peuvent se généraliser aux vecteurs, Mais 1’ordre des

facteurs dans le produit est trés important. Ainsi, si f(t) est une fonction scalaire et si AetB

sont des fonctions vectorielles, on a alors :

d( i+ pB) = da dB
g\ AT BB =ag +hg
. o (dd - . dB
— B)=|— —
ac (47 B) <dt FEAAx dt)
d(ﬁ B) = 9/\§+/T/\d§
dt -~ \dt dt
d, .. df . dA
E(fA) = AT
3.11. Moment d’un vecteur par rapport a un point

Le moment de vecteur V par rapport au point A est défini par :
W,(V) = 4B AT
Ou B est un point quelconque de la ligne d’action de vecteur Vv
De par les propriétés du produit vectoriel, le vecteur moment est perpendiculaire a la fois au

- — .
vecteur V' et au vecteurAB . Son sens est donné par la régle du tourne-vise.

tire -bouchon

\, / rotation

Figure 1.16 Moment d’un vecteur par rapport a un point
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3.12. Moment d’un vecteur par rapport a un axe
Le moment d’un vecteur V par rapport a un axe orienté (A) est défini par :
W, (V) = @ 4 A (V) = G(AB A V)
Ou % est le vecteur unitaire de 1’axe (A).

> - axe (4)

.
\ v’
’
. /

\/\/’
A

/
! -
r‘

Figure 1.17 Moment d’un vecteur par rapport a un axe

Le moment d’un vecteur V par rapport a un axe, c’est donc une grandeur scalaire.

3.13. Les Opérateurs :

On dit que la fonction f (X, y, z) est un champ scalaire si elle prend une valeur scalaire en tout
point de I’espace M (x, y, z).

Exemple : f (x,y,z) = 3x%y — xz?> + 3y

On dit que la fonction V(x, y,z) estun champ vectoriel si elle prend une valeur vectorielle en
tout point de I’espace M (x, y, z).

Exemple : V(x,y,2) = (2x — y2)i+ (3x% — 22)] + 2xyz%k

On définit I’opérateur nabla % par :
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<
I
|

Tel que :

a o o e . \
%3y 95 - ont les dérivées partielles par rapport a (X, y, z)

Nous allons définir le gradiant, la divergence et le rotationnel a 1’aide de cet opérateur.

3.13.1. Gradient : grad

On appelle gradient d’une fonction scalaire f'(x, y, z) un vecteur défini comme étant :

of . df . of -
o' Tyl Taz"

- Exemple : calculer le gradient de la fonction suivante : f (x,y,z) = 3x2y3z

gradf =V(f) =

gradf = 6xy3z1+9x%y%z] + 3x%y3k
3.13.2. Divergence : div
On appelle divergence de la fonction VectorielleVZ(Vx,Vy,Vz) un scalaire défini comme

étant
divV =V*V=—4+—"+—
v i dx + dy + 0z
- Exemple : calculer la divergence de la fonction vectorielle :
V(x,y,z) = x2yl — 3yz?] + 4xy?k

= divV =V * V = 6xy — 322

3.13.3. Rotationnel : rot

Soit un champ vectoriel VZ(VX,Vy,VZ) on définit le rotationnel de V comme suit :

+T -] +k
= RN d 9 0 v, dn\, <6VZ GVx>% av, IV\-
= N =l = —|=-——-— _— — — -
rot(y) =Vav ox 0dy 0z <6y 9z )" " \ox oz J* ox dy k
Ve VoV
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- Exemple : calculer le rotationnel du vecteur :

V(x,y,z) = 3x2yl — 3yz%] + 4xy?k

rot(V) =V AV = (8xy — 6yz)T — (4y2 — 0)] + (0 — 3x2)k

= rot(V) = (8xy — 6yz)T — 4y?] — 3x2k
3.13.4. Laplacien :
Le Laplacien d’une fonction scalaire f (x, y, z) est égale a la divergence de son gradient donné

par la relation suivante :

N 5 0?2 K K
VWﬂ=V%ﬂ=a£+a£+a£

- Exercice 5

Soit deux vecteurs A et B repérés dans le triedre (Oxyz), définis par :

- —

A=31+4/-5k et B=—-i+]+2k

1- Calculez leurs modules, puis représentez les deux vecteurs

2- Calculez:A+B etA—B

3- a-Calculez les produits scalaires (/T. §) et (E. /T). Que remarquez-vous ?
b-Déterminez I’angle 6 = ([1), §)

4- Calculez les produits vectoriels (/TAE)) et (EA/T). Que remarquez-vous, et que
représente |/TA§ | ?

5- On considére un vecteurC = x7 + yj + zk. Trouvez les variables X,y et z pour que
A+B+C=0
6- Calculez le produit mixte C. (/TAI? ) Que présente ce scalaire,

avec D = —27 — 5] + 4k

- Exercice 6
Soit un vecteur A défini par: 4 = (2xy + z3)7 + (x% + 2y)] + (3xz2 — 2)k.

1- Calculez div(/f).
2- Montrez que m(/f) =0
3- Trouvez une fonction scalaire(x, y, z), telle que A= grad(p)
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Solution

- Exercice 5
1- Les modules pour les deux vecteurs AetB
|A] = /32 + 42+ (=5)2 = V50 = 5V2

|B| = J(-12)2 + 12 + 22 =6

AR

=37+4] — 5k

A

Figure 1.18 Présentation graphique

2- Calcul:A+B etA—B
A+B=(G+(-1))i+@+ 1]+ ((=5) +2)k = 20+5/—3k
A+B=(0B-(D)i+@-1Dj+((-5) —2)k = 4i+3]—7k

3-

a- Calcul les produits scalaires (/T. §) et (§ . /T)

3\ /-1
v E.§=<4>.< 1)=3.(—1)+4.1+(—5).2=—9

-5/ \ 2

. /-1\ /3
v B.A=<1 ).(4)=(—1).3+1.4+2.(—5)=—9

2/ \-5

—= AB=B.4 le produit scalaire est commutatif
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b- Langle 6 = (A), §)

AB -9

IA[B] ~ svzve —0.5196

On sait que : 4. B = |4].|B|.cos(6) = cos(6)

Ou encore 6 = 121°

4- Calculez les produits vectoriels (/TAE) et (EAE).

R E A R
v AAB=|3 4 _5/=0B+57—-(6-5+@B+4k=131—]+7
-1 1 2
= ANBE =131—] + 7k
R E A g R
v BM=|_1 1 2|=(5-8)i-G-6)+(—4-3)k
3 4 -5

= —1371+j -7k
— BAA = —137+] -7k
= BAA = —137+j — 7k = AAB = le produit vectoriel n’est pas commutatif

-

On sait que aussi : | A§| = |ff| |§| Sin(ﬁ, §)=A.h=S

Cette valeur absolue représente la surface S de parallélogramme

|AAB| = 132 + 12 + 72 = V219 ~ 14.798
En utilisant la relation (2) on obtient :

|AAB| = 5v2.v6.5in(121°) ~ 14.846

Figure 1.19 La surface S de parallélogramme

5- Trouver les variables x,y et z pour le vecteur C=xi+ yi+ zk

Pour : A)+§+C_)=6

k
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.. 3 -1 X 3—1+x 2+ x B 0
peave=(1)+(2)+0)-(3515)- (353)-o- ()
-5 2 z —54+2+4+z —3+z 0

24+x=0 x=-2 R
=>{5+y=0 =>{y —-5=(C=-21-57+3.k
—44+z=0 z=3

6- Calcul le produit mixte D. (ATAE)

o -2\ /13
C.(AAB) = (—5) : (—1) =(-2).13+(-5).(-1)+47=7
4 7

La valeur de ce produit mixite . (EAE)) : présente le volume de parallélépipede

- Exercice 6

A= Qxy+ 23T+ (x2 + 2y)] + (3xz% — 2)k.

. = a - a - a 7
On sait que : V —£l+£] +£k
()
0x 2xy + z3
- ] a(2xy+z3)  9(x?+2y) . 9(3xz%-2)
- el el D — 2 —
1- div(A) =V *A 5 || ¥ +2y e
9 | \3xz%-2
0z
= div(A) = 2y + 2 + 6xz
+7 -7 +k
2- Tot(A) =TV AA = ;—x :—y % =(0—-0)— (322 -32))] +

2xy +z3 x*+2y 3xz?-2

= 70t(A) =0

3- Trouver la fonction scalaire @ (x, y, z), telle que A= grad(p)

(0
% = 2xy + z°3 (1)
P _ 2
—_— = 2 (2
= < dy x°+ 2y (2)
do 5
KE = 3xz“ — 2 (3)
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1= g—(ﬁ =2xy+ 23 = o(x,y,2) = f(ny + z3) dx

= ox,y,2) =x*y+xz2>+ f(y,z)  ..(4)

@et )= L=+ LLD g

= af(g;; Doy = f(2) = f 2ydy = y* + g(2) - (5)
En remplagant (5) dans (4), ¢(x,y,z) devient :

o, y,2z) =x*y+xz3+y*+g(z) ..(6)

(3)et (6) = g—f =3xz% + 0%_(22) =3xz%2 -2

aga_(ZZ) =-2=g(z)=-2z+C*% (7))

D’ou I’expression final de ¢(x,y, z) :

= @(x,y,z) == x%’y + xz3 + y? — 2z + C*¢
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Chapitre II : Cinématique du point

1. Introduction

Le mouvement d'un objet correspond a un changement continu de positions occupées par cet
objet. La branche de la physique qui étudie les mouvements est la mécanique qui se subdivise

en deux sous-branches que sont la cinématique et la dynamique.

La cinématique (du grec kinhma «kinémay signifiant mouvement) qui consiste a décrire ce
mouvement sans s'attacher aux causes qui le produisent, alors que la dynamique relie les causes

du mouvement, que sont les forces, au mouvement lui-méme.

Nous nous limiterons dans tout ce qui suit a 1'étude du mouvement des points matériels. Par
définition un point matériel est un objet sans dimensions spatiales. Bien entendu, dans la plupart
des cas, il s'agit d'une approche (approximation), les objets réels occupant généralement un
certain espace. Néanmoins, ce concept est utile dans bon nombre de situations réelles ou on ne
s'intéresse pas aux rotations de I'objet sur lui-méme ou lorsque les dimensions de 1'objet peuvent
étre négligées. Par exemple, si nous souhaitons d’écrire le mouvement de la terre autour du
soleil, nous pouvons considérer la terre comme un point matériel. Nous obtenons ainsi des
données correctes sur son orbite. Cette approximation est justifiée par le fait que le rayon de

l'orbite de la terre est trés grand par rapport aux dimensions de la terre et du soleil.
2. Référentiel

Un référentiel absolu ou Galiléen est la donnée d'un corps matériel, réel ou imaginaire,
considéré comme immobile, auquel sont associés un systeme de coordonnées lié rigidement au
solide de référence, permettant de déterminer les positions successives du point matériel étudié,

et un repere de temps. On distingue, ainsi les repéres galiléens suivant :

2.1.Référentiel du laboratoire : il s'agit d'un référentiel lié a un point quelconque de la
Terre. C'est celui qui est en général utilisé pour parler du mouvement dans la vie
quotidienne ;

2.2.Référentiel géocentrique : il s'agit d'un référentiel dont 1'origine est au centre d'inertie
de la Terre, les axes pointent vers trois étoiles considérées comme fixe ;

2.3.Référentiel héliocentrique : il s'agit d'un référentiel 1ié au centre d'inertie du Soleil et
ses axes pointant vers trois €toiles considérées comme immobiles ;

2.4.Référentiel de Copernic : il s'agit d'un référentiel 1i¢ au centre de masse du systeme
solaire, dont les axes du repére pointent vers trois étoiles considérées comme

immobiles.
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3. Trajectoire

La trajectoire d’un point est I’ensemble des positions successives que le point occupe au cours
du temps et au cours de son déplacement par rapport a un référentiel donné. Une trajectoire est

donc une ligne imaginaire (voir la figure ci-dessous).

Mit:)
My fa)

Mt} "
/./f-f Mity) Mity) f..-f’r_r ™~
Y

M'H',:l

e '.'——\_\_

S

Figure 2.1 Trajectoire.

e Si la trajectoire est un cercle ou un arc de cercle on dit que le mouvement est circulaire.
e Si la trajectoire est une droite on dit que le mouvement est rectiligne.

e Si la trajectoire est une courbe on dit que le mouvement est curviligne

Cette trajectoire dépend du référentiel d’étude. L’équation cartésienne de la trajectoire, dans le
cas d’'un mouvement plan, est la donnée de y en fonction de x. On obtient I’équation de la

trajectoire par élimination du temps entre les deux équations horaires.
4. Vecteur Position
La position du mobile est entierement déterminée par son vecteur position a chaque instant.

Soit le mobile M repéré par des coordonnées cartésiennes X, y et z sur les axes X, Y et Z. dans

le repere R, a I’instant t.

Ou x, y et z sont respectivement les projections du point M sur les axes Ox, Oy et Oz.

—_— -
Le vecteur position 7 = OM s’écrit en fonction de ses coordonnées dans la référence (O,1,7,k) :

—

OM=7 = x()T + y(O)] + z(O)k
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71 Trajectoire

=)

ka4

X,
D%
Figure 2.2 Vecteur Position

5. Vecteur Déplacement

Un point matériel M en mouvement occupe des positions différentes. A 1’instant t1, il est au

point M1(x4, y1,21) et & un instant to, il est au point Ma(x,, y,,2Z,) (figure 1I-1). Le vecteur

MM, s’appelle le vecteur de déplacement.

Mle = OMZ - OM]_

1b111b12 == |]b11]b12|iz
Avec U vecteur unitaire porté par le vecteurM; M,

R
A?: MlMZ :?2 —?1

”(\' N ~:[)

-

NARNTA
\

.”_*(,\': W) .::)

4

i5\1

ol |

() »
—

-
>

J

Figure 2.3 Vecteur Déplacement
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Avec :

—_—

OM, : 74 : Vecteur position a I’instant t;
OM, : 7, : Vecteur position a I’instant t»

T = X (6)T+ vy, ()] + Zz(tz)z

Avec . . 5
1= ()T +y1(81)] + z1(t)k

—
=l

= AF = (X —x)T+ Yy =y + (22— Zl)ig
= AF = Axi + Ayj + Azk

6. Vecteur vitesse
La vitesse d’un mobile est le rapport entre la variation de sa position (ou la distance parcourue)
et le temps écoulé pendant ce changement de position.

Dans les mesures cinématiques, il faut distinguer deux types de vitesses :
6.1.La vitesse moyenne

Soit un mobile M qui se trouve a I’instant t; en position M1(x4, ¥4, Z;) et a ’'instant ¢, en position
Ma(x2, Y2, 22)
La vitesse moyenne de M est définie sur I’intervalle de temps[t,, t,] par les grandeurs :

Une grandeur vectorielle :

3 _ M; M, _ (X2 —x)T+ (V2 =y + (22 — z1)k
Yt —ty tp—t

_AF AxT+ Ayj + Azk
At At

Une grandeur scalaire (la valeur) :

- MM, | (8x)? + (Ay)? + (Az)?
Vmoy = ¢ T At

—

Dans la systéme cartésien (O,1,],k)

( (x2 — x1)
vay(x) tZ _ tl

5 2 —y1)
Umoy'< vay(Y) - t, — tl

(z2 — 71)
kvmoy(z) tz - tl
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Si le mouvement est sur une droite, donc :

(x —x1), Ax
1=

Vpoy = ————1=—1
moy ot —tg At

-

La vitesse s’exprime, dans le systéme international, en s/m ou sm™’

6.2.Vitesse instantanée
En réalité ce mouvement ne se fait pas a une vitesse constante, a chaque instant on aura une
situation de la vitesse, on parlera de vitesse instantanée. C’est la limite de la vitesse moyenne

lorsque la différence du temps est trés petite cela veut dire qu’elle tend vers zéro.

3, = lim %, = lim M2 _ |y &7 _ diuMz _ dF
7 Atso MOV T AfSo At At—0 At dt dt

. A% > dx
lim—= v, =—
t—0 At dt

Soit une fonction y=f(x) ; on appelle sa dérivée la quantité égale a

fx +Ax) = f(x)
m

-0 Ax

") =1l
£ = li
Ce n’est autre que la définition de la dérivée d’une fonction.

Le vecteur vitesse est donc la dérivée du vecteur position par rapport au temps. Il en résulte que

le vecteur vitesse est tangent a la trajectoire.

T E— i Trajectoire du
Mity) ,-"’f“'_"‘w. Vi //f point M
Figure 2.4 Vitesse instantanée

Expression du vecteur position en coordonnées cartésiennes

—

OM=7 = x1+ yj + zk
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Le vecteur vitesse du point M s’obtient en dérivant son vecteur position par rapport au temps :

dOM d7  dx dy .
=—=—==7+2X7+

dz 7
dt dt dt dt dt

k

¢ = ————

Sa norme est :

)+ () + )
e Exemple

Une particule se déplace le long de I’axe des (x) de telle sorte que sa position a chaque instant

est donnée par : x(t) = 3t +2 (m)

a- Calculer sa vitesse moyenne dans I’intervalle compris entre :
o ti=Isettr=2s
e t;=Isett3=3s
o D=Dsett3=2s
b- Calculer sa vitesse instantanée aux instants ty, t> et t3
e Solution
a. La vitesse moyenne est donnée par la relation
_ AX _Xp T X
A e —

e L'application de cette relation entre les instants ti-tz; ti-t3 et t2-t3 :

_ X2—X1 _ X37X1 _ X3—X2
Umoy(1—>2) - tt, (1) Umoy(1—>3) - — (2) Umoy(2—>3) = taot, (3)

» Connaissant les instants t; et tr, il suffit de les remplacer dans 1'équation x(t), pour

déterminer les positions de la particule :

> t; = 1s: x(t) = 3(1D%2 + 2 = 5m
> t, = 2s: x(t;) = 3(2)2 + 2 = 14m
> t3 =3s: x(t3) = 3(3)%> + 2 = 29m
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14-5
(1) = vmoy(1—>2) - - 9m/s
29
(2) = Vmoy1>3) = = 12m/s
29 — 14
(3) = Vmoy(zo3) = — 1 —15m/s

b. La vitesse instantanée est donnée par :

2
v(t) = dx(t) d(3;t+2) = 6t = v(t) = ... (4

> tp =1s: () =>v(ty) = 6(1) = 6m/s
> t, =25 () =>v(ty) = 6(2) = 12m/s
> t3 = 3s: (4) = v(t;) = 6(3) = 18m/s

7. Le vecteur accélération

Une autre caractéristique du mouvement d’un point matériel est le vecteur accélération. On
utilise une notation similaire a celle pour la vitesse, d, pour signifier qu’il s’agit de

I’accélération du point M.

7.1.L’accélération moyenne
L’accélération moyenne est la variation de la vitesse entre deux positions par rapport au temps.
Soit v, la vitesse du mobile a un instant t; et v, sa vitesse a instant ¢,

. Le mobile subit une accélération moyenne telle que :

i Mo
Moy At t,—ty
7.2.L’accélération instantanée

L’accélération instantanée est 1’accélération a un instant t donné :

- - - - 2> 2—’
R y Av Y v,—v; dv d°r d°OM
= lim—=Ilim—--—-=—ovun-=—owu=——
E7 a0 At A0 t, —t;  dt  dt? T dt?
Les coordonnées du vecteur accélération suivant les coordonnées cartésiennes sont:
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Soit :

_d¥% _d*0M _ d2x9+ d2y9+ dzzE
“dez T dez dee T aer! T ae

Vg

8. Equations de mouvement
8.1.Mouvement rectiligne

8.1.1. Mouvement rectiligne uniforme :

» Le mouvement est rectiligne si la trajectoire est une droite.

» Le mouvement est rectiligne uniforme (MRU) si le mobile garde la méme vitesse durant

tous son parcours. v =cts = a =0

X=Xz Myt)

v

0 t = t

Figure 2.5 Le mouvement rectiligne

e M.RU=v(t) = v, =cst

_dv(t)  dv
T4 T ar

dx(t ®) t
v(t) =29 = (29 dx(t) = f)_vo.dt = x(t) = xo = vo(t - 0)

== X(t) = v0t+ X0

Condition initiale : pour = x =x,

e Le Diagramme du mouvement

b o
-
. Wiy o T
. \a;:- Ve 1,,,-‘1:'
i, MY - v .
- . | o T -
- AT

\b" _{I'\{\L’J
L

T N, <0
o7 N a=0
a 0

=5
=2
-

Figure 2.6 Variations de x, v et a en fonction de t
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8.1.2. Mouvement rectiligne uniformément varié :
Le M.R.U.V est le mouvement rectiligne uniformément varié si a = cst
e M.RRUV=a= q,=cst

o v(t)=?

Onsaitque: a = d’;—(:) = dv(t) = a.dt = f;;(t) dv(t) = ft a.dt

to=0

Alorssi:at=0;v=vy et x=xg

= Ol = a.[tl,co = V(1) — v = a(t - 0)

= v(t) =at+v,

o x(t)=7?
Ona:
_dx() x(t) ot x(0) ot
v(t) == fxo dx(t) = fto:o v(t).dt = fxo dx(t) = ftozo(a.t+v0).dt =
xrt) _ 1 2 t _1 2
[x(®)]y,” = [Ea.t + vo't]t(,:o = x(t) —xp = St + vt

L’équation horaire du mouvement s’écrit :
1
x(t) = Ea.t + vo. t + x,

- Remarque :
» Le mouvement est dit rectiligne uniformément accélére (M.R.U.A) si: a.v >0
(vecteurs vitesse et accélération dans le méme sens)
» Le mouvement est dit rectiligne uniformément décéléere (M.R.U.D)si: a.v <0
(vecteurs vitesse et accélération opposés en sens)
» Le mouvement est dit rectiligne uniforme si : a.v = 0 (v=cst)

» Le mouvement est dit en repos si : a.v = 0 (v=0)
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Xk 1 . vk Fel
x(t)=—=at* + v, +x,

o
- ‘. M7 ax0

"
A
b
A"

{f) I . , o
.1{:_:;:3; v, t AN -
- I

-

o .

—~
= Y
—

) o

Figure 2.7 Le Diagramme du mouvement

» On trouve la relation entre I’accélération, la vitesse et le déplacement

_av(®)

- = dv(t) = a.dt = v.dv(t) =v.a.dt = v.dv(t) =v.a.dt

Avec :v.dt =dx
= v.dv(t) = a.dx = f;; v.dv(t) = f;o a.dx = % (v = vp?) = a(x — xp)
= v? —vy? = 2a(x — xp)

e Exercice 1

Le mouvement rectiligne d’un point est défini par I’équation horaire :
S(t) =2t —-9t> +12t+1
1- Calculer la vitesse et 1’accélération au temps t.
2- Etudier le mouvement du point lorsque t croit de 0 a +oo .(dire dans quel sens se déplace
le point et si le mouvement est accéléré ou retardé).

e Exercice 2

Un train partant de la ville A du repos accéléré uniformément (sans vitesse initial avec un
mouvement rectiligne accéléré) sur 400m, il roule a une vitesse constante (60km/h) sur 1000

m puis décélere sur 600m avant de s’arréter a la ville B.

1- Déterminer les €quations horaires ou de mouvement x(t) pour les trois phases.

2- Tracer qualitativement les diagramme accélération a(t) , vitesses v(t) et des espaces x(t).
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Solution

e Exercicel

1- La vitesse et I’accélération au temps t.

S=2t3-9t2+12t+1

> v=$=6t2—18t+12
> a=%=12t-18
dt

2- Etudier le mouvement du point lorsque t € [0, +oo]
L’¢tude de mouvement nécessite une ¢tude  mathématique de la fonction S(t) . le

mouvement est accéléré ou retardé selon le signe de produit :

a.v >0 mouvement accéléré
a.v:{ a.v <0 mouvement retardé
a.v =0 mouvement uniforme

> v=6t>—18t+12 ; v=0=6t>—-18t+12=0

= A= (—18)% — 4.(6).(12) =36 = VA=6
h=="=1s, t; == =2
v=0=t =1s, t, =25
> a=12t—-18; ;a=0=12t—-18=0= t =1.5s
t 0 1 1.5 2 +00
Y - - B n
a - - + +
a.v - + - +
Mouvement retardé accéléré retardé accéléré
e Exercice 2
1- Les équations horaires ou de mouvement x(t) pour les trois phases
vu(t=0)=0m/s ve = 60km/h Ve = Vp vg = 0m/s
A C D B
ta=0q teg (Dg iy
400m 1000 m ' 600 m
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- Phase 1 : AC=400 m (mouvement rectiligne uniformément accélére)

» Calcule de I’accélération a,

Ve =il =2t — %) va(t = 0) = 0m/s, ve =2 =Ly
VCZ — VAZ . VCZ _ (50/3)2 25

= = = ey = — 2
2 =) 20t —x) - za00 AT ™S

» La vitesse v, (t)

:al

_ av _ v1(t) _rt v1(t) _ 25t
a; =— = dv =aq,.dt =>va dv = ftA=0a1'dt =>va dv = — tA=0dt =

25
vi(t) = —t (m/s)
» Equation de mouvement x, (t)

dx x1(t) t x1(t) t 25
=% = [[Var= [ _w@©.dt = [[Pac=[ (Et).d =

XA=0 ta=o \72

t

x1(1) _ [lé 2] _ 25 2
(X%, = ETEL L1z = xl(t)—144.t (m)

- Phase 2 : CD=1000 m (mouvement rectiligne uniforme)
» Calcule de I’accélération a,
M.R.U = a, = O0m/s?

» Lavitesse v,(t)
50
=v,(0) =2 ()

» Equation de mouvement x, (t)

d ® t ® t (50
vy(t) = d—: = f;cz dx = ftc v(t).dt = ;jzo dx = ftc (?) dt =
x() _ [50,1¢ 50
2280 =[5, =n0-x=FC-tw

50
= x,(t) = ?(t —tc) + 400
— Détermination t, =?

a xc =400 = x;(tc) = x,(tc) = 400 = x; () = —=.tc% = 400 = t = 48s

50
= x,(t) = ?(t —48) — 400
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50
= x,(t) =?t—400 (m)

Phase 1 : DB=600 m (mouvement rectiligne uniformément retardé)

» Calcule de I’accélération ag

vp? —vp? = 2a,(xg — xp) » Vc=7Vp :6O:m:53_0m/5, vp =0
v —vp? —vp? —(50/3)2 - 25 /s
i = = = = -
2T s —xp)  2(xp —xp)  2.600 2= " 70g™°
» Lavitesse v3(t)
__av _ v3(t) _rt v3(t) _ _ﬁ t
a; =— =dv=a,.dt =>va dv—ftDaz.dt =>va dv = 108ftA=0dt =
va(t) _ 25 ¢
w]® =~ 2 [t

25
= v3(t) —vp = —m(t— tp)

25 50
= v3(t) = —m(t—tp)‘l'?

— Détermination t, =?

= tp, = 108s

25 50
= v3(t) =———=(t—108) + —

108 3
25 125
$v3(t)=—mt+7 (m/s)

» Equation de mouvement x3(t)

v3(t) :%ﬁfx3(t)dx = ft:=0 v3(t).dt = fx3(t)dx = fttD (—127581:+%5)-dt

XD *D
x3(t) _|_25.,2 125 ‘
- [x]x3D=1400 - [ 216t + 3 t]tDzws
25 , 125
R xg(t)z_mt +—5-t=1750 (m)

2- Les diagramme accélération a(t) , vitesses v(t) et des espaces x(t).
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a(m/s2)

25

72

0 «s)
48 108 180

2

108
-

Figure 2.8 Diagramme accélération a(t)

v(m/s)

i 1 > t(s)
0 ' >
48 108 180

Figure 2.9 Diagramme de vitesse v(t)

x(m)
2000
1400
400
48 108 180

Figure 2.10 Diagramme d’espace x(t)

8.2.Mouvement circulaire

Supposons un mobile qui décrit une trajectoire circulaire dans le plan (Oxy). La trajectoire a un

rayon (R) et est centrée sur 1’origine des axes.
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ty

Figure 2.11 : Mouvement circulaire

8.2.1. Vitesse angulaire ou vitesse de rotation (w)

8.2.1.1.Vitesse angulaire moyenne

_AH_HZ_QI
Wmoy = Nt T — ¢,

8.2.1.2.Vitesse angulaire instantanée

_ 1 (AH)_dH_é d
=0 \ar) T ar T (rd/s)

8.2.2. Mouvement circulaire uniforme :

Dans ce cas, I’accélération angulaire est nulle et les équations de mouvement sont :

j_d6_a_ - rd
T dt dt (52
0._d9_ _ st rd
S ceset )
9=a)t+00

8.2.3. Mouvement circulaire uniformément varié

P \ W = Wy
Les conditions initiales sont : a t=0: { 0 =0,

L’accélération angulaire est constante et on a :
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6 = cst

_ 0=w=0t+w,

1,

On peut retrouver facilement, dans le cas de I’accélération linéaire, la formule :
o w=f{(H)
w?—w =26(0 - 6,)

8.3.Mouvement Rectiligne Sinusoidal

8.3.1. Equation horaire

Le mouvement d’un point matériel est rectiligne sinusoidal si son équation horaire peut s’écrire

sous la forme :

x = Xm.cos(w-t + ¢)

Ou méme

x = Xy -sinlw-t +a)

Xm : Amplitude ou élongation maximale, son unité est le métre

x : Elongation ou abscisse instantané elle varie entre deux valeurs extrémes :

—1 < cos(wt + ¢p) < 41 = —Xm < x < + X , son unité est le métre
w : Pulsation du mouvement, son unité est le radian/seconde.

¢ : Phase initiale, son unité est le radian.

wt + ¢ : Phase instantanée, son unité est le radian.

8.3.2. La vitesse

En dérivant I’équation horaire on obtient I’expression de la vitesse instantanée :

o, dx
v=3 o=
= v = —Xn.osin(fw.t + ¢)

Cette vitesse varie entre deux valeurs extrémes :
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—1 <sin(wt + ¢) < +1 > —wXn <v < +win

8.3.3. L’accélération

En dérivant I’équation de la vitesse on obtient I’expression de I’accélération instantanée

o dv
a = x = = —
dt
> a = —Xpn.0%cos(wt + ¢)

Cette accélération varie entre deux valeurs extrémes

+0* Xm > a> —0'Xp

Nous pouvons écrire 1’expression de 1’accélération sous la forme :

a= —wx
L’accélération est proportionnelle a I’élongation avec un signe opposé.
Contrairement a la vitesse, 1’accélération s’annule au passage du mobile par la position
d’équilibre (origine des abscisses), et prend une valeur maximale lorsque 1’élongation est
maximale. Nous avons résumé sur la figure 4.9 les principales caractéristiques du mouvement

rectiligne sinusoidal.

v~
"':‘..
y

{ -
| (9] X | X
x=-X, x=0 r=+X,
v=0 v =X .o v=0
a=+X, .o a=0 a=—X .o

Figure 2.12 Mouvement Rectiligne Sinusoidal

8.3.4. Equation différentielle du mouvement :

L’équation de I’accélération peut se mettre sous la forme d’une équation différentielle :

d’x
—tw x=0
dt?
a = ¥=—-wx> 5c'+w2x=0

La solution mathématique de cette équation différentielle est de la forme :
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x = Acoswt + Bsinxwt

Aprés transformation trigonométrique nous pouvons écrire : X = Xm .cos(w-t + ¢)
Xm et @ sont les constantes différentielles qui sont déterminées grice aux conditions initiales
sur I’élongation x, et la vitesse v, ; d’ou I’on obtient un systéme de deux équations a deux

inconnues qui nous permet de déterminer Xm et @

xo = Xm -cos¢

at=0- .
Vo = —Am - wsing

Les diagrammes du mouvement : La figure 4.10 représente les diagrammes du déplacement, de
la vitesse et de ’accélération du mouvement rectiligne sinusoidal (pour simplifier nous avons
choisi ¢ = 0)

X, V,a

t(s)

Figure 2.13 Diagramme du mouvement

e Exercice 3
Un vibreur sinusoidal représenté par I’équation X = 4-cos(0.1¢t + 0.5) (toutes les unités sont
dans le systéme international MKS).
Trouver :

1. L’amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale du mouvement,

2. Lavitesse et I’accélération,

3. Les conditions initiales,

4. La position, la vitesse et I’accélération au temps ¢ 5=s,
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5. Dessiner les diagrammes du mouvement.

Solution

Chapitre II : Cinématique du point

Procédons par identification de I’équation horaire générale du mouvement rectiligne sinusoidal

et I’équation donnée dans 1’énoncé de cet exercice.

x = 4.s5in(0.1t + 05) = x = X, .sin(w-t + ¢)

1. L’amplitude, la période, la fréquence et la phase initiale du mouvement.

Xm =4m,T =" T =201 = 62.85
N=-=N=159+10"2Hz; ¢ = 0.5rad

2. Calcul de la vitesse et de ’accélération :
v=2x = 0.4 cos(0.1t + 0.5)
a =% = —0.04sin(0.1t + 0.5) = —0.04x

3. Détermination des conditions initiales :
t=0 > x,=4.5in0.5= x, =1.92m

vy = 0.4¢0s0.5 ~ 0.35ms ' = p, = 0.35ms "

4. Désignation de la position, la vitesse et I’accélération au temps = 5s :

t=0 = x=4.5in(05+05) 5 x =336m

v =0.4cosl =>v=0.22m.s

1

= a = —0.04sin1 = 0.034m.s 2

5. Diagramme du mouvement :

Xv.,a
4 x=4sin{0.5t+0.5)
2L —.

I "'-_

A "‘\\ f,s"'-:..' T

LY ) W , i
R ; N BT
N A 7S 77 N
\"__ _,

4 N Y
4

‘\ L

I /'-_I__a:*-Q\.Msin[ﬂ_EHG. 5)
| =
At 3T.'4._ t{s)

".\

",
v=2o0s(0.561+0.5)

Figure 2.14 Diagramme du mouvement
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9. Etude du mouvement dans différents systémes de coordonnées

9.1.Etude du mouvement dans le systéme de coordonnées cartésien (7, E)

Soit un point M (X, y, z) en mouvement dans un repére R ou quel est attaché a la base (1, J, E)
pour reperer ou positionner le point M, on prend la projection de ce point dans le plan orizontal

(Oxy), donne le point m puis on fait la projection verticale de M sur I’axe (Oz). On obtient le

vecteur position OM

- Le vecteur position

#=0M =0m+mM = (xT + y)) + zk

= OM = xT + y] + zk

]

Figure 2.15 Vecteur position en coordonnées cartésiennes

Les coordonnées cartésiennes (x,y,z) d’un point M sont les valeurs algébriques mesurées par
rapport au point O des projections orthogonales de M respectivement sur les axes (Ox), (Oy) et
(Oz) dans le repére cartésien R(O, 7,7, E) Ces coordonnées doivent varier de — oo a + oo

- Vecteur de vitesse

Vecteur vitesse est la dérivée de vecteur position par rapport au temps.
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dW_d?_dx LAy
dr Cdr T dr Tag Ta kT

-

v =

-
Les vecteurs unitaires (7, J, k) sont fixes dans le repére cartésien, donc :

di _dj dk
dt  dt dt

( dx |
Ux:E:X
N d
=V = <vy=d—:::=
dz

y

- Module de la vitesse

151 = \/vxz tu2 42 =TT 57+ 2

- Vecteur de I’accélération

Vecteur accélération est la dérivée de vecteur vitesse par rapport au temps.

4_d2W’_dﬁ_d2 dy_,_l_dzzE di dy_,+dyk AT
=@ ~w - ae e TaEk Tttt g gk I+

( dv, d*x
ax=E=@= X
=a= e = dd? Cciltzlzy
dv, d?z _
T Taee

- Module de I’accélération

1l = Jaxz ta+az=JiP+y2 17
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d*x
a, v, d’,:
” dy
alt)=|a, 2P, |= 2
a:) \v:) | a’:
dt? )

9.2.Etude du mouvement dans le systéme de coordonnées polaires (i, iy)

Le systéme de coordonnées polaires est un repere plan a symétrie de rotation. Les éléments du
repere polaire sont r et 8. Le rayon polaire r(?) représente le module du vecteur position :
OM =7
L’angle polaire O(t), représente 1’angle compris entre I’axe OX et le vecteur position.
La base du systéme de coordonnées polaire est formée par deux vecteurs unitaires i, et Uy liée
au point M.
U, : ayant la méme direction et le sens du vecteur position : OM=+#= ri,
Uy : est perpendiculaire et vecteur i, et orienté vers le sens d’accroissement de 1’angle

6:60=(~1u)

-‘h W l'lu
-’ %
\:1 J
£ =
o Hg
N S i
’ 'M
I r I
j o £
> - »
0 -

Figure 2.15 Vecteur position en coordonnées polaires
e Relation avec les coordonnées cartésiennes

La relation entre les éléments du repere cartésien (x,y) et celles du polaire ( 7, 8) sont données

par les relations suivantes : : OM=xT + yj
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{x =r.cosf
y =r.sinf

La relation entre les éléments du repére polaire (r, ©) et celles du cartésien (x,y) sont données

par les relations suivantes :

r= x4y
0 = arctg G)

La relation entre les vecteurs unitaires du repére polaire (i, Ug) et celles du repére cartésien
(1,]) est exprimée par la relation suivante :
U, = cosO.T+ sinfj
{179 = —sinf.7+ cos@j]
diig .

= i w - U

- Vecteur de position

Le vecteur position lient I’origine O avec le mobile M OM est définie par :

—_—

7 =0M =ru,

||W|| = OM = r:rayon 0 =({u,)
~77. [0 <7 < 4o
OM:{ose < 2m

— r(t): composante radiale
OM:
6(t): composante transversale

- Vecteur de vitesse

Par définition

7 =0M = U,

,_dOM _d¥ d(ri,) dr_  di,
YSTar Tar T T ar @t a

La dérivée des vecteurs unitaires U, et Ug peut étre déterminée par I’ intermédiaire de la variable

dii, diig

- Dérivation des vecteurs unitaires il
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dﬁr d@ . - d9 - d9 —_ A — dﬁr d@ dﬁr S —
= ——sinf.1 + —cosf] = —uy = 0u — =——=0u
dt dt t % ] =3 Ue 6 dt _ dt de 6
dﬁg d@ - de . - da — A —> d'a)g d9 d'a)g Lg—
— = ——co0s0.1—— =——U,=— — === —
dt dt dt sinfj dt Ur ou, dt dt do oOu,
- dar - dﬁr - . — A —
v=—u r—=—v=7ru
G Ur T » +10Ug
- — —
=V =1V Urp + VgUg
V=7
Avec : .
vg =10

7] = v=+yv2+vy% = ’r’ z2 4+ (ré)z

- Vecteur de ’accélération

. dp d¥  d[dr_ dﬁ’rl d
a= =

dt ~ d2t dt|dt T dt dt[ r 0]
= ¥, + 70Uy + 701Uy + rOiiy — rb%,

=d=F —r0d)i, + (270 + )iy

=>Ei=ar1_ir+a9ﬁ9

a, =7 —rf?

Avec : L ..
{ag =210 + 710

I8l = a = a2 Fag? = [( —r62)’ + (206 +r6)’

9.3.Etude du mouvement dans le systéme de coordonnées cylindriques (ﬁ’p, Uy, E)

Ces coordonnées sont adaptées pour décrire un probléme a symétrie axiale d’axe Oz. C’est un
repere spatial choisi pour I’étude d’un mouvement spirale ou sur une surface cylindrique. La
définition du repére cylindrique par rapport au repere cartésien est donnée sur la figure ci-
contre. Le mouvement d’un mobile M au systeme de coordonnées cylindriques est décomposé
en deux mouvements.

Un mouvement dans le repere polaire qui est en fait la projection du mouvement de M sur le

plan (Oxy) et un mouvement de translation selon 1’axe Oz.
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Les ¢léments du repéere cylindrique sont :
p : le module du vecteur om qui représente la projection du vecteur OM sur le plan (Oxy)
0 : I’angle compris entre ’axe OX et le vecteur g = om

z: représente la hauteur du point M par rapport au plan (Oxy). Les vecteurs unitaires ﬁp, Ug et

k constituants la base du repere cylindrique.

- Relation avec les coordonnées cartésiennes
b e N
Projection des vecteurs unitaires du repere cylindriques (up,t_ig,k) dans le systeme de

coordonnées cartésiennes est exprimée par la relation suivante :

( Up = cos0.T+ sinb]
g = —sind.1+ cosOj

- -

k=k

Le repére cylindrique est en fait, une extension du repere polaire dans 1’espace, est les grandeurs
cinématiques définissants le mouvement du point M (W, U, @) peuvent étre exprimé sur la base
des expressions précédentes.

La relation entre les €léments du repére cartésien (x, y, z) et celles du polaire (7, 8, z) sont

données par les relations suivantes :

x = p.cosO
y = p.sinf
z=1z

La relation entre les €léments du repéere polaire (7, O) et celles du cartésien (x,y) sont données

par les relations suivantes :

OM =1 =/p? + 22 = /x2 + y2 + 722
9=arctg(%)

zZ=1Z

- Vecteur Position
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:‘/ ligne de la coordonnée z

_ oo B ligne de la coordonnée v
ligne de la coordonnée 6 | -

,‘in

Figure 2.15 Vecteur position en coordonnées cylindrique
Avec Om: le vecteur position en coordonnées polaires est donné par :
Om = p.u, = p(cosh.T + sinbj)
Et mM : est un vecteur paralléle a I'axe axial (0z) en coordonnées cartésiennes, donné par :

mM =z.k

- Le vecteur de position dans les coordonnés cartésiens :

OM=0m + mM = xI + yj + zk = pcos0.7 + psinf] + z. k

- Le vecteur de position dans les coordonnés cartésiens :

OM=0m+mM=p+7Z= sz.ﬁp+z.E

- _ _p=|0m|; 0<p< oo
oM:{ 6 = (0m,7) 0<60<2n
z, —oo <z< 4

- Vecteur de vitesse
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= V=7U,+1r0Ug+ 2.k
- — — i
= UV =1V U, + VglUg + v, k
V=7

Avec :{vg =16
v, =2

”17” = U:\/Ur2+l792+1722:\/7"2+(r9.)2+z'2

- Vecteur de I’accélération

Le vecteur accélération est définition par le dérivé du vecteur vitesse. L’expression finale de
I’accélération dans le systéme de coordonnées cylindriques est :

dv  d**  d(F T, + 0y + 2.k)
dt  dez dt

d = —r0di, + (270 + rd)ly + +2k

d= = ¥ U, + 70Uy + 70TUg + rbUy — rO%U, + 2.k

= d = a,U, + aglg + +a,. k
a, =7 —r6?

Avec:{ag = 270 + 16
a, =7

6l = a = JaZFa? ¥ a7 = [(F —r07) + (200 +18)’ +

9.4.Etude du mouvement dans un systéme de coordonnées sphe’riques(ﬁr, ﬁg,ﬁ,p)

Ces coordonnées sont adaptées pour décrire un probléme a symétrie sphérique, lorsque le
probléme présente une symétrie sphérique autour d’un point O que 1’on prend pour origine du
repere d’espace. Les éléments du systéme de coordonnées sphériques sont : 7,60 et ¢ telles

que:r,Bet @
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im0

Wi 'iﬁ’/‘ ;‘7:)}_ _/_,", )
as s ,—~'- ———————— "Q—v— Ligne de la coordonnée @
\ r R
'/'
b 74 ¥
XS

Figure 2.15 Vecteur position en coordonnées sphériques

r = |08

, 0=(020M), ¢=(o%0M)

Le repére sphérique est orthonormé. Il est constitu¢ de trois vecteurs unitaires (ﬁr,ﬁg,ﬁ(p )

varient avec le temps.

- Vecteur de Position

r=[0M|;0<r <+
OM: ¢=(W,?);0S9S27T
0=(0M,k);0<6<n

#=0M = Om + mM=xT + y] + zk= 1,
sing =

A 0 i sinf = om :
Avec - om :>{3’— m.sing t{ :>{0m=r.sm0

e T

—_ ¥4 —
cosp = - x = 0m.cose cosh = 2 z =r.cos0
m r

Nous en déduisons que :

y = rsinfsing

X = rsinfcos@
=
z =rcosf

La projection du vecteur position dans le repére cartésien peut étre exprimé par :

# = OM=r1( sinfcos@i + sinfsing] + cosOk)
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Dans le systeéme de coordonnées sphériques, le vecteur position prend la formule :

—_—

7 =0M = ru,
- Relation avec les coordonnées cartésiennes

On passe des coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes par les relations :

x = rsinfcose
y = rsinfsing
z =rcosf

Le passage inverse des coordonnées cartésiennes vers les coordonnées sphériques est effectué

par les relations suivantes :

r=x*+y*+2z°

@ = arctg (%)

z
L 0= arccos< )
VX% +y* +z?
- Vecteurs unitaires du repére sphériques (ur, Ug, uq,)
Il est utile de connaitre les expressions des vecteurs unitaires de systéme de coordonnées
sphériques avec celles du repére cartésien. Cela permettra de trouver les dérivées temporelle et

spéciales qui rentre dans la formulation du vecteur vitesse et accélération.

A partir du vecteur position, on peut déduire le vecteur unitaire radial

7 = rli, = r( sinfcos@i + sinbsing] + cosdk)

= I, = sinfcosl + sinbsingj + cosok

—

du,
aoe

Les vecteurs U, et Uy , appartiennes au plan méridien avec, Uy =

= Uy = cosOcos@T + cosOsingj — sinb k
Les trois vecteurs, i, Ug, et 17(,, forment un repére orthonormé, donc 1’expression du vecteur

i, Peut étre déterminé par le produit vectoriel des deux premiers vecteurs : U, = U, A g

, donc :
i -7 k
Uy = Ur A Ug = [sinfcosp sinbsing cosd | = Uy = —SinQl+ cosej
cosOcosp cosOsing —sinf
Alors :

65



Chapitre II : Cinématique du point

i, = sinfcosgl + sinBsing] + cosd k
iy = cosOcos@l + cosOsing] — sinf k
U, = —singl + cospj

e Vecteur de Vitesse

OM = ru,

dOM _d(rd,) dr N dii,
dac  dt a7 d

U=

On remarque que ’expression du vecteur unitaire U, » dépend a deux variables, ¢ et 6 alors,

la dérivée du vecteur unitaire 1, par rapport au temps s’écrite :

Alors

D’ou:

FEt ainsi :

Donc :

di,  di,df N di, do
dt df dt do dt

du
d_<pr = —sinfsingt + sinfcospj = sinb(—singi + cosej )

dar _ . 6 —
ng = Sin uq,

di, . e T
rri cosfOcosptl + cosOsingj] — sinb k

dﬁr == . . -
o= 0 ug+@sind U,

Par remplacement on obtient I’expression finale du vecteur vitesse en coordonnées sphériques :

U=

dOM _ d(ri,) dr_ s di,
at  dt _dt T ae

= U, +1(0 tg + @sind U,)

= ¥ = 7, + 10 Uy + rgsinf U,
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Les trois composantes sphériques du vecteur vitesse apparaissent clairement :
- — — —
=V = VU + VglUg + Vy. Uy
v =7

Avec : vg =16
vy = r¢sinb

> . -\ 2 ..
vl = v=\/vr2+v92+v(p2=\/r2+(r9) + r@sing?

e Vecteur de ’accélération

En dérivant le vecteur vitesse par rapport au temps, on arrive a I’expression du vecteur

accélération soit :

dv  d(FU, + 0 g + rsind U,)
dt dt

a=

d(ri,) N d(r6 1) Ly d(rgsin i,)

T dt dt

Dérivons terme par terme :

A’ e + . d’l_j'T'
=7u,. +7r
" dt
- s, . . dlg
B=10ug+r0ug+1r0——
dt
=g . . . — oo a — .« A — . . da(p
C =r@sing u, + r¢sind u, + r¢bcosd u, + r¢sinb TS
- ve > . dl—ir - n — A dl_j’g . . . — e . — .« A —
= a=ru, + rﬁ +7170Ug +710 ug + 10 i + 7¢sinb u, + r@sin u, + rpbcosb u,
s oinp L
rgsing ——
P e

—

du,
dt

> A=7U. +7
= A = #U, + 7(6 Up+@sind U,)
dig dig Q dig do _

Avec : = =—01u psind U
VeC - do dt+ de dt rt e ¢

dilg

> §=T"9.1_1)9 +Té‘l_ig +T9.7
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= B =101y + rf g + r0(—0 1, + ¢sin U,)

—

o Ledérivé de 222 .
dt
U, = —singl + cospj
di
d_t(p = ¢(cos@l + singj)

e En utilisant les deux expressions de 1, et g , on calcule
U,.sind = sin?Ocosel + sinfsing] + sinbcosl k
g.cosO = cos?Ocos@l + cos?Osing] — cosOsind k

= U,.Sind + g.cosd = cosei + singj

d‘) . . — —
Alors : % = @(sinb U, + cosO uy)

=4 — oo — .« A — . . d_)
> C =71¢sing u, +rysind u, + robcosd u, + r@sind %
= C = r¢sind U, + r$sind U, + r¢dcosd U,
+ r@?sinf(sind U, + cosO ig)
¢ Finalement
d = ¥, + 7(0 Upg+@sind U,) + 70 Ug + 10 g + r0(—0 U, + @sin ) + F@sing U, +

r@sind U, + r@0cosd U, + r¢?sinf(sind U, + cos ig)

= d = (¥ —r¢?(sind)? —162) U, + (270 + 18 — rp?sinBcos0) Uy

+ (27@sing + r $sind + 2ro¢coso) i,

a, =7 —r¢?sin?6 —r?
ag = 276 +rf — r@?sinbcosH

Avec :
a, = 2r@sing + r ¢sing + 2rf¢@cosb

lall = a = Jarz + ag? + a,?
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Tableau 2.1 Résumé de mouvement dans différents systemes de coordonnées

Vecteur Coordonnées Coordonnées Coordonnées Coordonnées
cartésiennes polaires (1,0) | cylindriques sphériques (1,0, @)
(x,y,z) Base | Base (U, Uy) (p.6,z)  Base | Base (u,, ﬁe,ﬁ(p)
@j, k) (ti,, g, k)
Position OM oM OM = ri, oM OM = ru,
= xT+y] + zk =p.ﬁp+z.ﬁ
Etp+r
Vitesse v v v V=7U,.+ v
=% +y]+2k | =7U +10Up | 10Uy + 2.k = 71, + 16 Uy
+ r@sind U,
Accélérationa | d a= Fr —|a= F—-|a
=¥+ 7 + zk | 62U, + ré®Hu, + = (¥ — r¢?(sing)?
(210 + ré)uy | (210 + —16%) U,
)i+ +zk | + (276 + 10
— r¢?sinfcos0) Ug
+ (27 ¢singd
+r ¢sinf
+ 2rf¢cos) U,

9.5.Etude du mouvement dans un systéme de coordonnées intrinséques (systéme de

Frenet) (ur, Uy)

Pour déterminer I’accélération en un point M, certains cas on utilise ses composantes

intrinséques qui sont ses projections algébriques

Considérons un mouvement dont la trajectoire est une courbe plane quelconque. Nous
dessinons un repére composé de 1I’axe M7, tangent a la trajectoire au point M et porte le vecteur

vitesse, et de I’axe MN perpendiculaire a I’axe MT
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Le systéme de coordonnées intrinseéques pour chaque point de la trajectoire est défini comme

un systéme de référence formé par deux vecteurs unitaires (ur, iy)

On définit deux vecteurs unitaires :

Uy : porté par la tangente a la trajectoire en M est orienté dans le sens positif,

Uy : porté par la perpendiculaire a la trajectoire et dirigée vers I’intérieur.

N

Figure 2.16 Vecteur vitesse et accélération et la base de Frenet.

On remarque sur la figure (2-12) que la vitesse s’€écrit alors :

- Vecteur de vitesse

- ds - —
v =—lr = v (ds=R. d@) R :rayon de courbure
- Vecteur de I’accélération
. dv dur) dv_
a=—=—= _uT
dt dt dt
Tat T dt do de
- dv - = - dv - —
:azEuT+v9uN:>a=EuT+kuN w

v
Avec: v =w.R = W=

1.72—>

dv - - — —
?uN —= a = arur + anUy

_uT+

diiy
Ve

Uy

" de
dt

)
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: accélération tangentielle

accélération normale

e Détermination du rayon de courbure

La relation du rayon de courbure est définie comme suite :

On calcule le produit vectoriel entre 1’accélération et la vitesse

Comme le produit vectoriel est un vecteur on prendra son module, ainsi on peut déduire le rayon

de courbure

V| =— = = — =
4 R [y A

On remarque que le rayon de courbure est une grandeur algébrique, il peut étre calculé dans
N’importe quelle base.

- Exercice 4

Les cordonnées polaire (1, 8) d’une particule décrivant une trajectoire curviligne dans plan
(Oxy) sont données par

{r = 2asinf
0 = wt

1- Déterminer en coordonnées polaire :
a- L’expression du vecteur position oM
b- L’expression du vecteur vitesse (7., Ug) ainsi que son module
c- L’expression du vecteur accélération (d,., dg) ainsi que son module
2- Déterminer en coordonnées curviligne (repere Frenet) I’accélération tangentielle ar et

normal ay
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3- Déduisez le rayon de courbure R,

Solution

1- L’expression du vecteur position OM.

_—

OM = 7(t) = 2a sin (wt) U,

2- Lexpression du vecteur vitesse (¥, Ug) ainsi que son module
U =71U, + 10,
= U = 2aw cos (wt)u, + 2aw sin (wt)ig

{vr = 2aw cos (wt)
Vg = 2aw sin (wt)

- Lemodule:||¥]| = v = \/[Zaoo cos(wt)]? + [2asin(wt)]?

=>v= \/4a2u) 2[ sin? (wt) + cos? (wt]) = v = 2aw

3- L’expression du vecteur accélération (d,, dgy) ainsi que son module

=d=F —r0d)i, + (270 + r0)iy

= d = —4aw? sin(wt)l, + 4aw? cos(wt)iy
a, = —4aw? sin(wt
R { r X (wt)
ag = 4aw* cos(wt)

- lemodule : [|d]l = a = /[—4aw? sin(wt)]? + [4aw? cos(wt)]?

V1642w 4[ sin? (wt) + cos? (wt]) = a = 4aw ?

4- Détermination de 1’accélération tangentielle ar et normal ay

2
—u
N
R

dv v

d=—1p +
dt T
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dv d(2aw
_dv _dQaw)

ar = —
T dt dt
v? )
ay =— =
Rc
2
So; a =+ar2+ayi=a? =ar’+ay = ay® =a*—a; = ay =a

= ay = 4aw?
5- Determination le rayon de courbure R
v? v? (2aw)?

aNz—z)Rcz—:RC

= = R, =a
R ay 4aw ? ¢
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10. Mouvements relatifs

10.1. Introduction
Le mouvement d'un point matériel (ou d’un corps) ne peut étre étudié que par rapport a un
référentiel, donc on dit que le mouvement est une notion relative, et que 1’état de mouvement
ou de repos d'un point dépend du référentiel utilisé.
Le mouvement relatif est la partie de la cinématique qui permet de trouver les relations entre
les vecteurs position, vitesse et accélération d’un mobile mesurées par rapport a différents
référentiels.

10.2. Définition
Soit a étudier le mouvement d’une particule M par rapport a un repere fixe R(Oxyz) au quel

est attaché a une base fixe (1, ], E) , appelé repere absolu. Il est parfois intéressant d’introduire

[ 21 2

un second repere R'(0'x'y’z"), est attaché a une base mobile (7', J, E’), dit repere relatif, par
rapport au quel le mouvement de M soit simple a étudier. Soient,
- R (0, xyz) un repére absolu (repere fixe).
- R'(0'x'y'z") un repére relatif (repére mobile par rapport a R.
Si M est un point matériel mobile dans R’ , on appellera
- Mouvement absolu, le mouvement de M par rapport a (R)= R, est un référentiel fixe,
- Mouvement relatif, le mouvement de M par rapport a (R") = R, is a moving reference

frame,

- Mouvement d’entrainement, le mouvement R, de par rapport a R,

ZT R'(mobile)
z . : . M
A kY »
o Ok . Y
T /' P
‘ o A I
.\‘ : /
R (fixe)
) T.___, S >y

i / I

x."

Figure 2.17 Représentation d’un mouvement relatif
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Nous cosignons ces résultats dans le tableau (2.2) suivant :

Tableau 2.2 Définitions des vecteurs : position, vitesse et accélération par rapport les deux

référentiels absolu et relatif.

Observateur ], Kk invariants dans R, U,J, K’ variables dans R,
Position #(t) = OM 7'(t)=0'M
Vitesse R dOM . do'M
Va(t) = — vr(t) = —¢
Accélération dv, d*OM dv, d?*0'M
1l t) = = a t) = =
da(t) dt dzt a-(6) dt dzt
10.3. Vecteur de position

Sur la figure (2-15), on peut voir que d’apres la relation de Charles :

(oM), = (007), . + (@),
Par suite :
(W)Ra =xl+y/+ zk vecteur position du point M of point M par rapport aR,
(W)Rr =x'T+y'J + 2’k : vecteur position du point M of point M par rapport a R,
Avec: X,y etz sontdes coordonnées du point M dans R,
x',y' et z' sont des coordonnées du point M dans R,

10.4. Vecteur de vitesse

Ona:

OM=00"+0M= 00 +xT+yJ +z'k
En dérivant la relation précédente par rapport au temps, on obtient la relation entre les

différentes vitesses :

doM _d(00"+ 0'M)
dt dt
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Alors :
dWw’_do—o"Jr dr 4, dk+dx L A
dt — _dt FTRRArT dt  dt ac ) " ae
Ug(t) Ve (t) v (t)
Soit :
( - dO—IW) .« > .« > s .
V() = 2| =X + yJ + zk vitesse absolue :
Rq
(c’est la vitesse de M par rapportaR,)
*(t)—dO—O;+ dl+ 5k + dE’ it d’ent t:
{P(®) =— x' 7t y' It z' 5 Vitessed'en rainement:

(c’est la vitesse de R, par rapportaR,)

U, (t) = M) _dx, U+ g + dz’ k' vit lative :
v(t) =— irral el B vitesse relative :
\ (c’est la vitesse de M par rapport aR;)

La relation qui lie les trois vitesses et qu’on appelle loi de composition des vitesses :

Vg () = V() + 7, (1)

Dans cas de rotation autour d’un axe fixe dans R,: Le référentiel relatif R, tourne autour de

I’axe Oz, confondu avec 1’axe 0'z’, avec la vitesse angulaire :

= wk

Nous pouvons considérer la vitesse angulaire comme étant une grandeur vectorielle, telle que
sa direction soit orthogonale au plan du mouvement et dont le sens est défini par de la main
droite (ou toute autre régle correspondante) qui indique le sens du vecteur résultat du produit

vectoriel.
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D’apres la figure (2.18) nous pouvons écrire :

=
T

& - —_ -

e [

Figure 2-18 Le vecteur de la vitesse de rotation

R = rsina
Sachant que :
v = wR
Donc :
v = wrsina = v(t) =d—:= WAT

Sur la figure (2.19), considérons deux référentiels en mouvement de rotation uniforme relatif

sans translation, I’un par rapport a I’autre.

-

Figure 2.19 Deux référentiels en mouvement de rotation uniforme relatif.
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Les extrémités des vecteurs unitaires 7',)', k' de R, effectuent un mouvement circulaire

2/

: . . d . :
uniforme avec une vitesse angulaire w. En d’autres termes, le rapport d—]t représente la vitesse

d’un point situé a une distance égale a I’unité de O et se déplace avec un mouvement circulaire
uniforme a la vitesse. Par analogie avec 1’équation de la vitesse linéaire ¥(t) = w A 7 nous

pouvons écrire :

b(t) dr WAT 44 WAA
V) =—=WAT=>—=Ww
dt dt

Alors

i’ o, df 5 dk >
d—ltzw/\l’,ﬁzwl\]’, — =wAKk'

Nous pouvons écrire 1’expression de la vitesse d’entrainement

S doo’  ,dr' L dj’
= V() = X Yy

—/

, dk

Z —
i T

!

= B,(t) = + X' WAT)+ Y WAJ)+2' (WAK)

dt

!

dt

= B,(t) = +WAXT)+WAYT)+ WAZ'EK)

doo’
dt

= B,(t) = + WA T +yJ +2'K)]

!

N oo’ . ___
:ve(t)=7+(w/\0 M)

- Lorsqu’il y'a translation et rotation : v,(t) = —t (WAO'M)

. . . . — " - dO—O;
- Lorsqu’il y'a translation pure : il n'y'a pas de rotation w = 0: U,(t) = 0

- Lorsqu’il y'a rotation pure : Les deux reperes sont superposés, ils ont la méme origine

—

:0=0" 000=0: %,(t) =WAO'M
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e Remarques

- Si les coordonnées de M dans R, sont constants, ¢’est-a-dire si le point M est fixe par rapport
aR.onadonc: 7,.(t) =0 = Uy (t) = U,(t)

- Si R, est fixe par rapport Ry, onadonc: B,(t) =0 =  B,(t) = .(¢)
10.5. Vecteur d’accélération

On obtient la relation entre les différentes accélérations par rapport aux deux référentiels par la

dérivée par rapport au temps, 1’expression de la relation qui lie les trois vitesses :

Comme :
. _dv _d?OM
T T Tare

Alors en dérivant par rapport au temps 1’expression :

%(t)_daﬁM_dW_i_ A4 ,dE'+dxg,+dy'%,+dz'E,
Vel =T TTar e Y e TP e Tact Tad T

10.5.1. Accélération absolue : c’est I’accélération de M par rapport a R,

_ _d*oM| _ dp,
%= g2 T odt
Rq

10.5.2. Accélération relative : c’est I’accélération de M par rapport a R,

_dPO'M|  dv,
b = T T dt

Ry

10.5.3. Accélération d’entrainement : c’est I’accélération de R, par rapporta R,

—

g, = l(i—fAm)] +[( A G5 A O]

10.5.4. Accélération de Coriolis :

Accélération complémentaire, c’est une accélération liée a la rotation de la Terre. Elle est
nommeée d'apres le mathématicien francais Gaspard-Gustave Coriolis (1792-1843) qui I’a
¢tablie en 1832. Cette accélération est percue par les objets en mouvement sur la surface
terrestre, principalement dans les mouvements latéraux. Elle est responsable de la formation

des vents et des courants océaniques, et joue un réle important dans la météo.
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. =2.(WA D)

e Démonstration
5 dOM d00’ Lo dk ) dy' d7
v, = — x'— — 4z — —_ —_
“ dt dt at 7 at TR dt dt
- Lorsque nous dérivons la relation entre la vitesse et le temps, nous obtenons
L _ d*0M _ d?*00’ | (d[dx',  dy' . , dz’ >, dalf ,a ,dj’
1= do(t) = dt2 ~— d2t +{dt wt Tl t dtk]}-l_{dt[x atY ot
,dk }
z
dt
) d20M
= aa(t) = W
B d?00’
o dt?
d2x'  d*y' . d?z'.] [dx'di dy'dj dz' dk’
+ Ut ——] +——k'|+|——F————+——
| dt? dt? dt? dt dt dt dt dt dt
g, dy +d2z' I RS d%k
l X z
a2t T A ) T are acz Y a7 ae
N d?0M
= aa(t) = dt2
d?x' ., d?y’ d?z'
= U+ J' + k'
a2t T e T are
I T IS d2k’
1 z
dt? dt? v dt? dt?
dx'di' dy'd] dz'dk’'
{2 ——+————+——
dt dt dt dt dt dt
- Sachant que
d*oM| _ -
C Ty, T dg
dle . dZyl . dZZI_> dZoIM o
T TR ARTE dt? Rr_ar
, d21 , d2j , d2k’ , d (dv ,d (dj’ , d (dk , d(WAT') ’)
T Xt Y gt e =X dt(dt)+ dt(dt)+ dt(dt) dt
d(w/\]’) d(wA%')
dt dt
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e (@7 N o (B (4
" \ae vty dt AT |+ th
' “’/\d?’ +y' “’/\dj’ + 2’ _’/\dE,
X\ )T\ ) T\ N e
B de de dw -

|\ dt x 7 dt T thZ'

+[@A@AD) +y' @A@AT) +2 (WA @ AK))|

+

dw/\ +y.J +2.k
It T +y.J+z k")

+[(WA@WAQT+yT +2'kD)]

a2 d* d2 —
=>[ — ydtz ] [—AOM)] (WA @AO'M)| = a,

dx'" atr’' dy’dj’ dz' dk > > dz' (— 7,
i z[dt a Tac ar Eﬁ]_z[_( At )+_( AJ )+_(WAk)]

_)Adx’ 2 4 Ady’ 2 4 Adz’ o
WA— w T w 7t

dx d d ! -
=z.lm<— 4 —Z.k’>]=2.(v7/\ﬁr)=&c

= 2.

d dt dt
- Enfin
=*(t)—d2m—d20’M+ dWAO’M +[(WAWAO'M)|+2.(WAD,)
W =" T Tare dt wA W —W;ﬁ/
a, a, 7 Ge
=a, =a,+a,+a,
- Exercice 5

On considére le vecteur position d’un point M dans un repére R fixe :
7# = (62 — 40)7 — 337 + 3k

Le vecteur position de M dans le repere R’ mobile est :

7 = (6% + 300 — 3t3) + 3k’

On considere que R et R’ sont paralleles.
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1- Déterminer la vitesse absolue et la vitesse relative de M. en déduire la vitesse
d’entrainement et la nature du mouvement de R’ par rapport a R.

2- Déterminer ’accélération absolue, 1’accélération relative, conclure.

- Exercice 6

Soit un référentiel R(Oxy) fixe et un référent iel R’(Ox’y’) mobile de bases respectives (7, J) et

(7,7) ; R’ tourne par rapport a R autour de 1’axe OZ perpendiculairement au plan Oxy avec

une vitesse angulaire w constante (fig 3). Un point M est mobile sur I’axe Ox’ suivant la loi

] —

OM = ael’ avec aconstantet 6 = wt

1- Déterminer la vitesse relative, la vitesse d’entrainement de M.

2- En déduire sa vitesse absolue.

3- Déterminer 1’accélération relative et I’accélération de d’entrainement et 1’accélération de
Coriolis.

4- En déduire son accélération absolue.

v

~4i
)

Solution

- Exercice 5

7# = (62 — 40)0 — 337 + 3k

7 = (6% + 300 — 3t3) + 3k’

- On considere que R et R’ sont paralléles
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1- Détermination la vitesse absolue et la vitesse relative de M

e Lavitesse absolue 7,

e(t)_dﬁﬁ _dr
Yl = T T

= 7,(t) = (12t — 4)T — 9t?%]

e Lavitesse relative v,

5 (0 dO'M dr’
v,r = — = —
e |, dt],

—
4

= ,.(t) = (12t — 3)V — 92

e  Déduire la vitesse d’entrainement v,

Vg = U + U,

<l

o~

l

-

= U, = U, — U, On sait que

~

=J puisque R R’
K

Pl ~y e~y

Donc : B, = (12t — 4)T — 9t} — (12t — 3) + 9t%)’
= vV, = =71 = Cst

Donc le mouvement de R’ par rapport a R est un mouvement rectiligne uniforme qui veut dire

un mouvement relatif de translation puis que v, = Cst

2- Détermination de 1’accélération absolue et 1’accélération relative
e L’accélération absolue d,
d*7
ETY)
R dt

dv,
dt

aa () =
R

= d, = 121 —18t]
e L’accélération relative d,
dv, a7’

a(t) = dt |, TS

R’

= 4, = 120 — 18t)’
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e Conclusion

- 7—) - dﬁe 6
v, =—/1==q, =— =
e e dt
- Puis que ¥, = Cst, ont conclue que ’accélération est invariante constante dans les
deux reperes.

- Exercice 6

1- Détermination la vitesse relative et la vitesse d’entrainement de M.

e Lavitesse relative v,
dOM
dt

Wt?’

7(t) = = awe

”
e La vitesse d’entrainement v,

- —

B, = wAOM = wk Aae"tV = awe"t)
2- Déduire la vitesse d’entrainement ¥,
Uy = p + U, = ¥, = aweVt (U + )

3- Détermination 1’accélération relative, 1’accélération de d’entrainement et 1’accélération de

Coriolis

e L’accélération relative d,
dv,
dt

ar ) =

R

e L’accélération de d’entrainement d,

dt

0

g, = K@Am)] +[( A G5 A O]

=d,=[(WAWA W)] = wk A (WE A aeWtﬁ)
= d, = wk A awe"t) = —aw2e"t

e L’accélération de Coriolis d,
. =2.(WA 1)

= d, = 2. (WE A aweWtﬁ)
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4- Déduire I’accélération absolue d,

-

d, = d, + d, + d,

- 2, Wwt,7

U + 2aw“e"ty

> 2 wtir

= d, = aw?e"' — aw?e"t

N —
= d, = a2aw?e")’
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Chapitre I1I : Dynamique du point

1. Introduction

La dynamique en physique est la science qui étudie la relation entre le corps en mouvement et
les causes qui provoquent ce mouvement. Elle prédit aussi le mouvement du corps situé¢ dans

un milieu déterminé.

La dynamique, plus précisément, est I’analyse de la relation entre la force appliquée et les

changements du mouvement du corps.
2. Définitions

2.1.La force

La force est une action mécanique exercée par un corps sur un autre (notée ﬁ), pouvant
entrainer une modification de sa vitesse (le déplacer ou I'arréter), de sa trajectoire ou de sa forme
(le déformer). Elle est représentée par un vecteur, souvent noté FFF, qui possede les mémes

caractéristiques qu’elle : direction, sens, valeur, et est 1i¢ a son point d'application.

Les forces peuvent étre classées en deux catégories selon leur mode d'action : les forces de
contact, qui nécessitent un contact direct entre les corps, et les forces a distance, qui s'exercent
sans contact direct, comme la gravitation. La résultante des forces appliquées (3 17"1- sur un corps

correspond a la somme vectorielle de toutes les forces qui lui sont exerceées.
2.2.La mécanique de Newton :

Egalement appelée mécanique classique, est I’étude de la relation entre le mouvement d’un
corps et les forces qui en sont la cause. Elle permet de décrire et de prévoir le comportement

des objets en fonction des forces qui leur sont appliquées.

Cette branche de la physique repose sur trois lois fondamentales formulées par Isaac Newton,
qui définissent les principes de I’inertie, de la dynamique et de 1’action-réaction. Ces lois sont
essentielles pour comprendre le mouvement des corps dans divers contextes, allant des objets

du quotidien aux systémes planétaires.
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2.3.Lamasse:

La masse est une propriété physique fondamentale des corps matériels, exprimant la quantité
de matiére qu'ils contiennent. Elle est invariable et indépendante des conditions extérieures,

telles que la position ou I'état de mouvement du corps.

La masse est une grandeur scalaire toujours positive, notée mmm, et son unité dans le Systeme
International (SI) est le kilogramme (kg). Elle joue un role essentiel en mécanique, notamment

dans la relation entre force et accélération définie par la deuxieme loi de Newton.

La masse est invariable dans la mécanique newtonienne, dans la mécanique relativiste, elle

dépend de la vitesse a travers 1’expression :

m =

avec :
m : est la masse au repos
my, est la masse a la vitesse v.

c: est la vitesse de la lumiére, c= 3 10® m.s!

2.4.Un systeme mécanique (ou systeme mateériel) :

C’est un ensemble de corps matériels, qu’il s’agisse de points matériels ou de corps solides,
pouvant étre liés entre eux ou non, et dont la masse peut étre significative ou négligeable.
L’étude d’un tel systeme permet d’analyser les interactions entre ses composants ainsi que leur

comportement sous ’effet des forces appliquées.

Les forces agissant sur un systeme mécanique se classent en deux catégories : les forces
intérieures (F,,.), exercées par les corps appartenant au systéme, et les forces extérieures (F.,
), appliquées par des corps extérieurs au systeme. Un systéme meécanique est dit isolé
lorsqu’aucune force ne lui est appliquée, et pseudo-isolé lorsque la résultante des forces qui lui

sont appliquées est nulle.

3. Principe d’inertie et référentiel d’inertie

3.1. Enoncé du Principe d’inertie
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Ce principe, correspond a la premiére loi de Newton. Il énonce que lorsqu’aucune force ne
s’exerce sur un corps ou que la somme des forces qui lui sont appliquées est nulle, son état de

mouvement ne change pas. Cela signifie que :

- Sile corps est initialement au repos, il y restera indéfiniment en I’absence de toute force
exterieure.

- Sile corps est en mouvement, il continuera a se déplacer en ligne droite avec une vitesse
constante.
3.2.Référentiel d’inertie (ou référentiel galiléen)

3.2.1. Définition

Le principe d’inertie permet de définir le référentiel galiléen (ou référentiel d’inertie). On
appelle référentiel galiléen tout référentiel dans lequel le principe d’inertie est vérifié, ¢’est-a-
dire ou un corps libre de toute force extérieure conserve son état de repos ou de mouvement

rectiligne uniforme.

En pratique, les référentiels strictement galiléens n’existent pas, mais certains, comme le
référentiel de Copernic, sont considérés comme de bonnes approximations pour 1’étude des

mouvements a grande échelle.

3.2.2. Exemples de Référentiels Galiléens

3.2.2.1.Référentiel de Copernic

Le référentiel de Copernic est un référentiel ayant pour centre le Soleil, considéré comme le
centre du systeme solaire. Ses axes sont définis par les directions de trois étoiles tres éloigneées,
supposées fixes par rapport au Soleil. Ce référentiel est une bonne approximation d’un

référentiel galiléen.
3.2.2.2.Référentiel Géocentrique

Le reférentiel géocentrique est un référentiel dont le centre est la Terre. Ses axes ont des
directions fixes qui sont identiques a celles du référentiel de Copernic. Bien qu’il soit utile pour
certaines études astronomiques, il n’est pas parfaitement galiléen en raison des effets

gravitationnels et des forces d’inertie liées aux mouvements de la Terre.
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3.2.2.3.Référentiel Terrestre

Le référentiel terrestre est un référentiel lié a la Terre (au sol). Son origine est un point fixe a la
surface de la planete, et ses axes sont fixes par rapport a elle. Ce référentiel est non galiléen, car
la Terre est en rotation et en mouvement autour du Soleil, engendrant des forces fictives telles
que la force de Coriolis et la force centrifuge. Cependant, pour des études a petite échelle, il est

souvent utilisé comme une approximation d’un référentiel galiléen.

Etoile
fixe (3)

Référentiel

géocentrique Référentiel de Copernic

Etolle @~ T m=ee----7
fixe (1)

Figure 3.1 Exemples de Référentiels Galiléens
- Remarques

Tout référentiel (ou systéme de coordonnées) en mouvement rectiligne uniforme par rapport a
un référentiel galiléen est également un référentiel galiléen. Cela signifie que si un référentiel
se déplace sans accélération par rapport a un référentiel galiléen, les lois de Newton y restent

valides.

Un référentiel en mouvement accéléré (c’est-a-dire en translation ou en rotation avec
accélération) est un référentiel non galiléen. Dans un tel référentiel, des forces d’inertie
apparaissent (comme la force centrifuge ou la force de Coriolis), ce qui modifie I’application

des lois de Newton.
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4. Quantité de mouvement et centre de masse

4.1.Vecteur Quantité de Mouvement d’un Point Matériel

La quantité de mouvement d’un point matériel m est définie comme le produit de sa masse m

par sa vitesse
p=mv

La quantité de mouvement p est un vecteur paralléle a la vitesse ¥, car la masse m est un

scalaire positif.

- Laquantité de mouvement a la méme direction et le méme sens que la vitesse.
- Laquantité de mouvement est une notion physique trés importante car elle combine les
deux éléments qui caractérisent I'état dynamique d'une particule : sa masse et sa vitesse.

- Dans le systéme international (SI), I'unité de la quantité de mouvement est : kg.m. s™!

Si un systéme est composé de plusieurs particules i de masses différentes m; et ayant des
vecteurs vitesses différents v, la quantité de mouvement totale de ce systéme est la somme des

quantités de mouvement de toutes les particules :

n

n
= _ = -
Protale = p; = m;v;

= c

12 =1

4.2.Conservation de la quantité de mouvement

S’il y a variation de la vitesse ou de la quantit¢ de mouvement cela implique que la particule
n’est pas libre.
Soient deux particules libres de masse m; et my qui ne sont soumises qu’aux influences

mutuelles entre elles ; elles sont donc isolées du reste de I’univers :

e Autempst:

ol

= ml‘l_}l + mzﬁz

e Autempst :

P’ = mlvll + mzvlz
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Apres le choc

Figure 3.2 Deux corps en collisions

Toute la quantité de mouvement d’un systeme composé de deux particules, soumises a leurs

. N . -
seules influences mutuelles, reste constante, ¢’est-a-dire : p = p’

Le principe de conservation de la quantité de mouvement s’énonce ainsi :

« La quantité de mouvement d’un systéme isolé constitué de particules est constante ».

On peut exprimer mathématiquement ce principe de la conservation de la quantité de

mouvement comme Suit ;

P=P1+Pa+ +Pp=C"

Dans le cas de deux particules :

Entre les instants t et t”

pr+ 0, =C*

P1+ P, = 131’ +132’ =C*
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Avant collision Aprés collision

Figure 3.2 Quantité de mouvement
Dans un systéme isolé de deux particules, la variation de la quantit¢ de mouvement d’une
particule au cours d’un certain temps est égale et de sens opposé a la variation de la quantité de

mouvement de 1’autre particule au cours du méme temps

4.3.Centre de masse (ou d’inertie) d’un systeme matériel
On considére un systeme constitué¢ de deux particules M; et M de masses, respectivement, m
et mz . Les particules M1 et M se situent le long de ’axe Ox d’un systéme de coordonnées
cartésiennes R (O,x,y,z).

L’abscisse xc du centre de masse « le point C » de M1 et M2 est donnée par la relation :

mq. X1 + my.x,
Xc =

my +m,

M, (x,) M, (x,)

+— .-— s > x
O Cm, Clx) m,

Figure 3.3. Centre de masse (Abscisse xc)

Avec : x4 et x, sont les abscisses de M;et M, , respectivement.

1. Si les particules se trouvent sur le plan Oxy de coordonnées (xq,y;) pour M, et

(%2, y2) pour M,

Les coordonnées (x¢, y¢) du centre de masse C sont donnée par les relations

mq.Xq + my.Xo
xC =

my, +m,

93



Chapitre I1I : Dynamique du point

_my.y; +tmpy;

Ye = m; +m,

VA m,
. M,(x;,¥,)
o >
-'..l‘_'"!_r ca Ve

m, . er¥e)

e

= M {x,.¥)

Figure 3.4. Centre de masse (Coordonnées (x¢, y¢))

En général, la position du centre de masse d’un systéme de deux particules M; et M> est

définie par le vecteur position :

- -
S - 5 > M1y +my
e =Xcl+ye] + zck =

my +m,

Figure 3.4. Centre de masse (Coordonnées cartésien)
OU ?1 =x17+_’y1]_)+21E et Fz =x2f+y2]_)+ ZzE

Sont les vecteurs position de M; et M> respectivement.

- Remarque

ml.r_"l +m, .772

La relation : 7, = est équivalente a la relation du barycentre des points My et Mz :

1tm;

ml.C—Ml + mz.mz == (—j

Barycentre = Y™, m;.CM;
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» Cas d’un systéme de n particules
Lorsque le systéme est composé de n particules de masses m;, m, ...m,, La position du centre

de masse de ce systeme est données par :

?C =XC?+ycj)+ chz =

S - n
S oMy T My +emy,. Ty, 1 zm
my +my ..+ my, My 4 '

Avec : Mgy est lamasse du systéme, Mgy,s =my +my ..+ m, = XL m;
Alors, les coordonnées (x¢, V¢, z-) sont données par les relations :
1

1
n n n
2-_ m;.Xx; ——E i—1M;.V; Zr = E:_ m;.zZ;
Msys i=1 "4 A Yc Msys =1 ir Yis Cc Msys i=1"%1"41

5. Définition newtonienne de la force (Les trois lois de Newton)

Les trois lois de Newton sont les principes fondamentaux de la mécanique classique. Elles

décrivent le mouvement des objets sous l'effet des forces et constituent la base de la dynamique.
5.1.Premiére loi de Newton : Principe d’inertie

Le principe d'inertie ¢’est Galilée est le premier suggéré ce principe. Il constitue la
premiere loi de Newton et qui s’énonce comme suit : Une particule libre et isolée ou quasi-
isolé se déplace en mouvement rectiligne avec une vitesse et une quantit¢ de mouvement

constantes.
Dans un référentiel galiléen, la somme des forces extérieures appliquées a un systéme est nulle.
., dP d | Ao -
ZF:E:% mv):maz 0
La somme des forces exercées est donc nulle : ), ﬁext =0
Avec : la vitesse et la quantité de mouvement sont constantes.

Ce principe conduit a la loi de conservation de la quantité de mouvement totale d’un systéme

isolé ou pseudo isolé. La propriété ci-dessus constitue une définition des repéres galiléens et le
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principe d’inertie postule leur existence. Un repeére galiléen est un repeére en translation

rectiligne et uniforme dans le repére de Copernic.

5.2.Deuxiéme loi de Newton : Principe fondamental de la dynamique
Loi fondamentale de la dynamique ou principe fondamental de la dynamique (PFD).

Dans un référentiel galiléen, la somme des forces extérieures appliquées a un systéme est égale

a la dérivée du vecteur de la quantité de mouvement du centre d’inertie de ce systéme.

On peut tres bien définir une force moyenne, telle que :

. AP B -PB()
moy At ot —t

Ou encore, force instantanée, telle que :

, . AP

PO = i oy ¢
L L R
ext =g T T Mg T e

- La dérivée de la quantité de mouvement s’appelle force

e Remarque
Cette formule ne s’applique qu’aux systemes de masse constante. Le cas d’une fusée qui
consomme du carburant et voit sa masse diminuer ou encore celui d’une goutte d’eau qui tombe
dans une atmosphére contenant de la vapeur d’eau et grossit au cours du mouvement ne peuvent
pas étre traités avec cette relation.

> Cas de la masse variable : dans ce cas la résultante F s’écrit sous la forme :

9 P d dv  _dm
D Fore =g = gp(md) =me + 5

5.3.Troisiéme loi de Newton : principe de I’action et de la réaction

Le principe de I’action et la réaction, ou principe des actions réciproques, a été énoncé par
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Newton (troisiéme loi de Newton).

. ;. . . = . I3
Soient deux points matériels de masse m; et my interagissant entre eux ; F'1» I’action exercée

par m; sur mo est égale et opposée a celle exercée par ma sur m; Fo/1, soit :

=21 Fy:

Figure 3.5 Réaction réciproque
ﬁ1/2 = _ﬁ2/1
Ainsi : ||y o] = [|Fopa|

Ces deux forces s’exercent simultanément, sont de méme nature et elles ont le méme support.

- Conclusion : la quantité de mouvement, par rapport a un référentiel, d’un systéme isolé,
est conserveée.
6. Types De Forces
Il y a deux catégories de forces :
- Forces a distances : force de gravitation, force ¢électrique, magnétique....

- Forces de contact : force de contact, force de frottement, forces de tension ...)

6.1.Forces a distance

Ce sont des forces qui agissent a distance et qui décroisent lorsque la distance augmente.

6.1.1. Force de gravitation universelle
On appelle force de gravitation, la force exercée par une masse m sur une autre masse M. Cette
force d’interaction suit une loi énoncée par Newton en 1650 et qui précise que deux masses M
et m interagissent entre elles de fagon d’autant plus forte que les masses sont grandes et que la
distance qui les sépare est petite. La loi qu’il a formulée est dite « loi de la gravitation de Newton
» ou « loi d’attraction universelle ». Elle s’énonce de la facon suivante : Les masses de deux
corps s’attirent en raison de leurs masses et de I’inverse du carré de leur distance selon une

direction qui passe par leurs centres de masses
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M -
F F .M:
i ;
- d .-I

Figure 3.6 Forces de gravitation d’un objet de masse M sur un objet de masse m.

La loi d’attraction universelle s’exprime analytiquement de la fagon suivante :

Fm/M = —G?ﬁ

With

U : vecteur unitaire

m, M : Les masses

d: ladistance entre m et M

G : constante de gravitation ; G = 6,67 * 1011m3kg~1s~2

G est la constante de gravitation universelle. Elle a ét¢ mesurée pour la premiere fois par
Cavendish en 1798. Sa valeur est la suivante :

» Champ gravitationnel
La force d’attraction terrestre est le poids. Il et de coutume de calculer le poids a 1’aide de
’accélération de la pesanteur g , P= mg Grace a la loi de I’attraction universelle et la loi de

force du poids on peut déterminer ’expression de g en fonction de Ialtitude :

La terra

A la surface de la terre : Nous obtenons la valeur de 1’accélération de la

pesanteur terrestre de la fagon suivante :

- =g mMT
F=P=G—5=mg
R
M
:>g=G—T2
Rt

Constante de gravitation G = 6,67 x 101'm3kg~ts~?2
Masse de la terre M; = 5,98 * 10%*kg

Rayon terrestre Ry = 6,37 * 10°m
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L’application numérique nous donne g = 9,8 Nkg~!

7. Pour un objet placé a une distance h de la surface de la terre :
My
=0
I Ry + )2

e Remarque
La valeur de g diminue avec I’altitude (h). Par conséquence le poids change avec la h alors que

la masse reste constante.

6.1.2. Force électrostatique (Interaction coulombienne)

Soient deux charges A; et A portants respectivement les charges qi et q» Interaction

coulombienne est 1’analogue de I’interaction gravitationnelle pour les charges électriques.

fi Fy Fp 1

Figure 3.7 Force exercée par une charge qi sur une autre charge q2

Cette force d’interaction suit une loi énoncée par Coulomb :
414> _,
u

Fopp=K—5~

Avec

K = =9 x10°Nm?C~2

 4me,
&o: Représente la permittivité du vide.
6.1.3. Force de magnétique

Soit une particule chargée A de charge q, est en mouvement dans un référentiel (1R[] ou il existe
’interaction magnétique B .. La force magnétique exercée sur A est donnée par :

ﬁmag = qﬁ/\ﬁ
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6.1.4. Force de Lorentz (Interaction électromagnétique)

La force que subit une charge électrique placée dans des champs €lectrique E et magnétique B

st appelée forces €lectromagnétique ou force de Lorentz et s’écrit :

- =

Enag = q(E + UAB)
Avec : U est vecteur vitesse de la charge dans le référentiel ou E estle champ électrique et

B estle champ magnétique.
6.2. Les forces de contact

Lorsqu’il y a contact de deux corps, ces forces se manifestent lorsque, lorsqu’il y a contact de
deux corps.

6.2.1. Force normale : Réaction du support

La force normale est la force de réactions exercée par une surface sur en objet en contact avec

elle. On I’appelle, aussi, la réaction du support

Une force normale est toujours perpendiculaire a la surface de contacte (voir la figure ci-

dessous). Elle est présente chaque fois que des solides sont en contact.

Figure 3.7 Réaction du support

Il est important de préciser que la force normale ne peut pas étre évaluée a 1’aide d’une formule

directement. Chaque situation est différente.

La force qui subit un objet, posé sur un support horizontal, en provenance du support s’appelle
réaction du support. La réaction du support sur I’objet de masse m est répartie sur toute la

surface de contact support-objet.
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Figure 3.8 Réaction d’un support.

L’objet étant en équilibre :

ol
+
=]}
Il
ol
l
ol
Il

|
=

Avec :

R
R : représente la résultante de toutes les actions exercées sur la surface de contact,

=l

: représente la force de réaction normale,

ol

: est la force de pesanteur ou le poids.

- Remarque

v' D’aprés le principe de I’action et de la réaction, dans le Cas d’une surface
horizontale, 1’action de 1’objet sur le support est €gale au poids de 1’objet.
v' La force normale N est une force de contact, si le corps n’est pas en contact avec
la surface, donc N=0.
6.2.2. Force de frottement
Chaque fois qu’il y a contact entre deux surfaces rugueuses de deux corps solides, une résistance
apparait alors et s’oppose au mouvement relatif des deux corps. Il existe plusieurs types de
frottements :
- Frottement solide (contact solide-solide) : les frottements entre les corps solides qui
peuvent €tre statique et dynamique,
- Frottement visqueux (contact solide-fluide) : les frottements dans les fluides.
C’est une force qui agit toujours pour s’opposer au Mouvement d’un objet qui glisse sur un
autre.

6.2.2.1.Frottement solide (contact solide-solide).

Les forces de frottement sont des forces qui apparaissent soit lorsqu'un objet est en mouvement,

soit lorsque l'objet est soumis a une force tendant a le déplacer. Le frottement s'oppose au
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mouvement des objets en déplacement. On observera deux types de frottements : statique et

dynamique.

a- Frottement statique :

La force de frottement statique est la force qui maintient le corps en état de repos méme en

présence d’une force extérieure.

Dans le Cas d’un corps posé sur un plan horizontal, on Considére le corps de la figure ci-

dessous. Il est soumis a des forces.

Soit f; la force de frottement statique et Pet R sont respectivement le poids et la force de

réaction normale du support.

Pour que le corps posé sur la table se mette en mouvement il faut lui appliquer une force

minimale F

RT =‘

ﬁ \ Ly ﬁ
o Y | |
s

Figure 3.9 Frottement statique

La masse reste immobile tant que F< f il y a une résistance au mouvement.
Dans ce cas la réaction du support est la force résultante donnée par :
R=Ry+R,=R=N+f, (Ry=N,R;=f)

A 1’équilibre : En utilisant le 1°" loi de Newton

-

Zﬁm=6 — P+R+F=0= P+N+f+F=3

%)

En faisant la projection sur les deux axes Ox et Oy :

{Ox:fst
Ox:N=P

- -
La masse commence son mouvement lorsque F > f

L’expérience montre que le rapport (fs/N) est constant.

Or: tg<p=£=(]st=,u
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On appel coefficient de frottement statique lorsque le corps est immobile. Le coefficient de

frottement statique est un rapport entre la force de frottement statique d'un objet et la force

normale et on écrit :
fs

Us: Le coefficient de frottement statique dépend de la nature et de 1'état des matériaux en contact

b- Frottement cinétique (dynamique)

Le frottement cinétique ou dynamique est la force de frottement présente lorsqu'un objet est en

mouvement sur un autre objet.

)
!
I

A

ﬁ \ » ﬁ
. ¥ 1 f——
- 'd

Figure 3.10 Frottement cinétique
Le coefficient de frottement dynamique est un rapport entre la force de frottement dynamique

d'un objet et la force normale.
- -
La masse commence son mouvement lorsque F > f,

En utilisant le 2°™ lo1 de Newton

YFE,,=md = P+R+F=md= P+N+f+F=md (f,=1)

En faisant la projection sur les deux axes Ox et Oy :
{Ox:F—jrczmaﬁ{ij: F —ma
Ox:P—N=0

Le coeftficient de frottement dynamique s’écrit par :

e S
Ue = Ug = g(p_N

103



Chapitre I1I : Dynamique du point

A partir des deux équations de fortement statique (f; = F) et de frottement cinétique (f, = F —

ma), et en tenant compte du fait que ma > 0, on peut déduire que f, < f;

fi=F—ma=pu.N fo U
e <
{ fS=F=:uSN f:g Us Ke Hs

Les coefficients u, et us ,n’ont pas de dimension, et sont déterminé expérimentalement

- Remarque

e Le frottement dépend de la nature des surfaces en contact.

e Le frottement ne dépend pas des autres facteurs (vitesse, aire des surfaces...)

e Les coefficients de frottement (m) sont des quantités adimensionnelles.

e Généralement pg > U,

® et us sont généralement plus petit que 1.

o u.etus ne dépend pas de la masse du corps considéré (Attention! La force de
frottement, dépend de cette masse).

e En réalité, La force de frottement est la composante horizontale (ﬁT) de la force de
contacte (ﬁ) et la force normale N est la composante verticale (ﬁ N)-

Le tableau ci-dessous illustre quelques valeurs typiques de coefficients de frottement

Tableau 3.1 valeurs typiques de coefficients de frottement

Surfaces en contact Coefficient de frottement Coefficient de frottement

statique p cinétique pu,
Acier sur acier 0,7 0,55
Caoutchouc sur 1 0,8
béton
Bois sur bois 0,2a0,5 0,2
Glace sur glace 0,1 0,03
Téflon sur acier 0,04 0,04
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6.2.2.2.Frottement visqueux :

Lorsqu’un solide se déplace dans un fluide (gaz comme I’air ou liquide comme 1’eau), il subit,
de la part du fluide, des forces de frottement. Dans ce type de frottement la force est

proportionnelle a la vitesse.
F = —kni

Avec :
F: La force de frottement
v:la vitesse de solide
k: Un coefficient qui dépend de la forme du corps solide en mouvement dans le fluide
Pour une sphére, par exemple, on trouve. k = 6mR, et par conséquent :

F = —6nRn®

Cette loi est connue sous le nom de Loi de Stockes.

7n: Coefficient qui dépend des frottements internes dans le fluide (c’est a dire les frottements
entre les différentes couches qui sont en mouvement avec différentes vitesses). Le frottement
interne au fluide s’appelle la viscosité, et c’est pour cette raison que 17 s’appelle le coefficient
de viscosité. Dans les liquides, le coefficient de viscosit¢é diminue avec 1’élévation de

température, par contre il augmente avec la diminution de la température pour les gaz.

- Cette force n’existe que s’il y a mouvement.

i Liguide

Solide em m™*

Figure 3.11 Frottement visqueux
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6.2.3. Force de rappel ou force de tension

Soit un ressort horizontal de masse négligeable, de longueur au repos ;. Si le ressort s'allonge

ou se comprime, sa longueur devient [. Cette variation de longueur produit une force de rappel

¢lastique T telle que :
F,=T=—-k(l—1l)u

Ou U est un vecteur unitaire orienté suivant le sens de l'allongement du ressort et k est la

constante de raideur du ressort.

: 7
p———|
OO0, | Loy
1 |
Iz
||'” < (]
e . i ol il i .I. - .\
] ] &
O
.I
i € =) .
_l lI T - ‘_{ |
I 2

Figure 3.12 Force de rappel

Un corps de masse m accroché a ce ressort est donc soumis a cette force de rappel €lastique.

- Lors de I'allongement du ressort [ > [, = La force T est dans le sens opposé a U

- Lors de la compression du ressort [ < [, = La force T est dans le sens a U
La force de rappel tend a ramener le ressort vers sa position d'équilibre (état de repos).
> Etude dynamique

Le corps, de masse m, accroché au ressort horizontal, est écartée de sa position d'équilibre (le

ressort est allongé d'une distance x) puis abandonnée sur un plan horizontal sans frottements.

D’apres le P.F.D
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-

Zﬁm=m& — B+T+R=ma

En faisant la projection sur les deux axes Ox et Oy :

{Ox: —T=ma :>{—k(l —1ly) = ma

Ox:P—R=0 R=Pp On sait que (I — 1, = x)

= —k(l—1ly) = ma= —kx = ma :>a+%x=0

.odix |k ., k
Soit : —f+—x=0 = Xi+—-x=0
dt m m

On aboutit a une équation différentielle du second degré dont la solution est de la forme :

k
x(t) = xpcos( [—t + @)
m
Le mouvement du corps de masse m est sinusoidal rectiligne d’amplitude maximale x,, et

de pulsation w = \/E
m

Période (T) :

7. Moment d’une force

Contrairement au mouvement de translation, I'effet d'une force sur un corps en rotation (qui a
une accélération angulaire) dépend non seulement du module et de la direction de la force mais

aussi de son point d'application.

En fait, I'¢tude dynamique du mouvement de rotation dépend d'une quantité angulaire associée

a la force, appelée moment de la force.
7.1.Définition

Le moment d’une force par rapport a un axe donné (souvent appelé pivot) est une grandeur
vectorielle exprimant la capacité de cette force a faire tourner un corps (ou un systéme) autour

de ce point.
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Soit la figure suivante ou (A) est un I’axe de rotation et de vecteur unitaireul; (A) and U sont de

méme sens. Soit un point matériel M , se déplagant a la force Fmet ayant une masse par

rapporta O.

F 1 i
LW
A \B
o .
\‘4 F
2\

Figure 3.13 Moment d’une force.

On définit le moment d’une force F appliquée au point M par rapport a 1’axe (A) la

grandeur physique vectorielle M /A (ﬁ ) :
M/a(F) = OMAF = #AF
Avec : OM : vecteur position.

- Le module du moment d’une force :

1,5 (F)I| = IFAF]l = 171l ||F|sin (7, F)

8. Moment cinétique

8.1.Définition

Soit un point matériel M, se déplagant a la vitesse U et ayant une masse m par rapport O est

définit par :
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Figure 3.14 Moment cinétique.

- Le module du moment cinétique :
IZo|| = I#AmB|| = |71l lm# || sin(, ) = m||7. 8]l sin(7, %)
Si: sin(7, V) = % , le module du moment cinétique devient :
||ZO|| = m||7||. |9|| sin(#, ¥) = mrv & ||Zo|| =mr.r.o =mriow
Sa dérivée par rapport au temps est donnée par : :
8.2.Théoréme du moment cinétique (T.M.C):

Dans un référentiel Galiléen R, la dérivée du moment cinétique Zo par rapport au temps est
¢gale a la somme des moments des forces appliquées au point matériel M par rapport au point

fixe O, et nous écrivons :

dzo_d(ﬁ/\ ﬁ)(:dzo_d?/\ . dv
PR A dr dc A
> av = -
Donc::a=—¢e F=m.a
dt
dzo - - > A
S — = v/Amv + rAF
dt —
Rappel:/i)/\/_l) =0
Ao _apz _ o (2
Alors d—t0=r/\F =M/0(F)

109



Chapitre I1I : Dynamique du point

Finalement on trouve :

dLo
dt

— =7A\Y ﬁext =M /0 (Z ﬁext) = (Théoréme du moment cinétique)

Remarque :

Donc :

L’¢étude des systemes dynamiques, on utilise généralement ces deux théorémes et le
principe fondamental de la dynamique noté PFD.

Le théoréme du moment cinétique est analogue a la deuxiéme loi de Newton.

Le moment cinétique est conservé quand la résultante des forces extérieures est nulle,
c'est-a-dire quand le point matériel est isolé mécaniquement et aussi quand la force est

paralléle au vecteur de position.

Quand le référentiel n'est pas Galiléen, le moment cinétique ZO prend la forme suivante

dL, . _ R
o Mo (Z Fext) + Mo (Z Finertie)
Ou ﬁinerﬁe est le vecteur de force d'inertie, n'est pas une véritable force, mais plutot une
pseudo-force, elle n’intervient que si I’étude est faite dans un référentiel non
Galiléen.
D'aprés la loi de composition des accélérations et le principe fondamental de la

dynamique dans le référentiel Galiléen R, on a :

- - - - = -
g =4, +a, +adget ) Foy = ma
> Fow = m(@, + @, + dc) = md, +mi, +md,

Finalement, on trouve le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel non

Galiléen R :
Z F,.. — mad, — md, = ma,

-

:;’Zﬁext-l'ﬁie-l'Flc:mar
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Fp = + —md, la force d' inertie d'
— » R
_.  entrainement et F;, = —mad, la
F c c
force d' m, m, m; _U, inertie de Coriolis ou force d' inertie
complémentaire.

9. Meéthode d’application des lois fondamentales de 1a dynamique :

Pour pouvoir appliquer la P.F.D ou le T.M.C, il convient a procéder de la démarche systématique

suivante :

Y YV V V V

YV V VYV V

Identifier le systéme d’étude,

Identifier le référentiel d’étude et vérifier s’il est galiléen ou pas,

Faire I’inventaire des forces exercées sur le systéme dans le référentiel d’étude,
Appliquer le principe de la dynamique (P.F.D) ou le théoréme du moment cinétique
(TM.C) , c.-a-d. les relations vectorielles,

Préciser une base de projection (la base la plus commode est celle dans laquelle les
vecteurs qui interviennent dans la relation vectorielle, présentent les expressions les plus
simples que possible),

Résoudre les équations différentielles obtenues apres projection,

Analyser physiquement les résultats,

Homogénéité des formules,

Applications numériques et vérification des ordres de grandeurs.

Exercice 1

Considérons un systeéme composée de trois masses mi= 30Kg , mp, =20Kg et m3= 10 Kg Sont

liés par deux fils inextensibles et de masses négligeables. Le system déplace avec une force

constante Fo= 120N suivant la direction de mouvement (voir la figure 1)

.I.
—
fy
my my m; >
Figure 1
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Sachant que g= 10m.s

1- Calculer I’accélération de systeme et les tensions des fils
a- Sans frottement

b- Avec frottement (avec le coefficient de frottement cinétique yu, = 0.1)

- Exercice 2

On considére un pendule simple constitue” d’un objet ponctuel M de masse m’accroche a un fil
inextensible de longueur | et de masse négligeable. Son mouvement a lieu dans le plan vertical

(Oxy) du référentiel fixe R(O, x,y,z).

On écarte le pendule d’un angle 6 de sa position d’équilibre (6 = 0) et on lache sans vitesse

initiale. Les forces de frottement sont supposés inexistantes.

L’ensemble est situé dans le champ de pesanteur g considéré comme uniforme.

0 .
f l . g
]
M
xv e,
Figure 2

1- Exprimer les forces appliquées au point M dans la base. (&, &y, E)

2- Calculer U et d respectivement les vecteurs vitesse et accélération de M dans R.

3- En appliquant le PFD dans le référentiel galiléen R :
a- Etablir I’équation différentielle du mouvement dans le cas de faibles oscillations.
b- Résoudre cette équation différentielle.

4- Etablir I’expression de la tension T du fil.

5- Retrouver 1’équation différentielle du mouvent en appliquant le théoréme de I’Energie

cinétique (T.E.C).
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Solution

- Exercice 1
1- Calculer I’accélération de systéme et les tensions des fils

a. Sans frottement

1 ‘
T, I T, I Fy
Tl L ?21
| l

P, P,

- Accélération de systeme

- En  utilisant le principe fondamental de la dynamique (P.E.D):

!

YFoe=md avec:Ty =T, ; T, =T,

- Projection sur (Oxy)

. (ox: Ty =mya (D

My oy: —myg+R, =0 (2)
. (ox: =Ty + T, = mya 3)

Mo oy: —mpg+R, =0 4)
. fox: =T, + Fp = mya (5)

M. Oy: - m3g + R3 = O (6)

Fo

=SD+QB)+B)=>F=Mm;+my+mz)a=a= = a=2m/s

my + my + my

- Lestensionsdes 2 files T; , T,
- (1)=T,=ma=30%x2=60N
- 3)=T,=T, +mya =060+ (20*2) = 100N

b. Avec frottement

— R3y
fy
R3x
Py

> Accélération de systéme

- Enutilisant le principe fondamental de la dynamique (P.F.D):
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- N — — ! — -,
YE,e=ma avec: T, =T, ; T, =T,

- Projection sur (Oxy)

(0x: =Ry + T =mya (D
¢ My { oy: —myg+ Ry, =0 (2)

. 0Xx. _sz —_ Tl + TZ = mza (3)
¢ Mo { oy: —myg + Ry, =0 4)

. 0Xx. _R3x - TZ + FO - mla (5)
¢ mMs. { oy: —mzg +R3, =0 (6)

= (1) +3) +(5) = —Ryx — Ryx — R3x + Fy = (my + my + m3)a

Avec u. = % = Ry = U Ry
y

- (2)+ () +(6) = Ryy + Ry +R3y =myg + myg + mag
Ona: Ry = uc.Ry = Ry = pc(m.g)

Donc : —Rix — Ryx — Rgx + Fy = (my + my + m3)a

= —p.g(my +my +my) + Fy = (my + my, + m3)a

Fy
= a=-— + = a=1m/s
Hed m; +m, + my /

» Les tensions des 2 files T, , T,
- ()= -Ry+ T, =ma =T, = u.(myg) + mya = T, = 60N
- B)=-Ry, —T1+T, =mya=T, =pu.(myg)+T, + mya=T, = 100N
- Les tensions sont independent des frottement

- Exercice 2

1. Expression des forces appliquées au point M dans la base (3r, €, E)
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v <

Les forces appliquées sur M sont :

e Le poids P:le poids se la masse M dirigé verticalement vers le bas, qui s’écrit dans la

base cartésienne :
P = —mgk
- Dans la base cylindrique (&, &, E)

P

. { é,: B. = mgcos6
mg:3. .
€g: Py = —mgsinb

o La tension dufil T : qui est dirigée suivant €,
T =—T8,
2. Vecteurs vitesse v et accélération @’ dans R
En coordonnées cylindrique, la position de M est donnée par :

oM = 18,

La vitesse ¥ est obtenue par dérivation :

. dOM 103
vV=——=10¢8
dt 0
L’accélération d est :
. dv - .
a=E——19 e+ 10ey
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3. Equation différentielle du mouvement (PFD appliqué dans R)

En appliquant le Principe Fondamental de la Dynamique dans le référentiel galiléen R :
> Fow=mi=F+T =ma
Projection sur (&, €g) :

{Er: mgcost — T =ma, _ {mgcose —T = —ml? (1)

€g: —Mmgsind = mag —mgsin® = mlf (2)

(2) = —mgsin = mlb

:>f9'+%sin0=0

Pour les faibles oscillations (8 = 0), on peut écrire sinf = 6, ce qui donne :

=>é+%9=0

4. Résolution de I’équation différentielle

L’équation 6 + %9 = 0 est une équation différentielle de deuxieme degré, dont la solution :

0(t) = 0, sin(wt + ¢) avec w? = %
) . 0(0) = 6,sin(p) = 6, sin(p) =1 T
St20,9:9,9202>{ { = = -
' 0 0(0) = w.cos(p) =0 cos(p) =0 =3

D’ou

6(t) =6, sin<\/%t+%)

5. Expression de la tension T du fil
On injecte 62 dans I’expression de T :
mgcosd —T = —mlh?

= T = m(gcosd + 16?)
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En utilisant

6(t) = 0, si gt+n

= 0, sin /l >
- /9 9 T

=0=20, —lcos< _lt+2>

_ 2 o2 (9, T
= T =mg(cosf + 6, cos 7t+5 )

6. Retrouver I’équation différentielle via le théoréeme de moment cinétique

Le théoréme de moment cinétique dit que :

dL — -
dio = M/O (Z Fext)
dz/o — e — -
= 2L = M)y (P) +M(T)  (3)
Et le moment cinétique est

Avec P : quantité de mouvement = p = mv
= Z/O = OM Amb
Avec OM =18, ¥ =108,
= L, = &, Amléy = mI*0k

Alors :

Et les moment de ces forces sont :
- M/o(ﬁ) = OM AP = 18, A (mgcosb. é, — mgsind. &)

= M/O(ﬁ) = —mglsinBE
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— o —

- 1\7])/0(T)=0M/\T=6 a cause T//OM

o — o = o
(3) = —2=M;o(P) +M,o(T)
= mi20k = —mglsin0k

=>§+%sin0=0

Pour les faibles oscillations (8 = 0), on peut écrire sinf = 6, ce qui donne :

:>9'+%9=0
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Chapitre 1V : Travail et énergie

1. Introduction

Les lois de Newton nous permettent, en principe, de résoudre tous les problémes de dynamique.
Si nous connaissons les positions et les vitesses initiales des particules d'un systéme, ainsi que
toutes les forces qui s'exercent sur elles, nous pouvons prédire comment le systéme évoluera au
cours du temps. En pratique, cependant, nous ne connaissons pas toujours toutes les forces en
jeu, et méme si nous les connaissons, les équations a résoudre sont parfois trop nombreuses ou
trop complexes. Dans de nombreux cas, il est possible d'obtenir des informations intéressantes
sur le systéme de maniere plus simple en utilisant des concepts tels que le travail et I'énergie.
L'énergie a la particularité d'étre invariante pour un systéme isolé, tout comme la quantité de
mouvement pour ce méme systéme isolé et le moment cinétique pour les forces centrales. C'est

cette conservation de I'énergie qui est souvent exploitée.

2. Travail et puissance d’une force

2.1.Travail élémentaire d’une force

Soit un point matériel M soumis a une force F et effectuant un déplacement élémentaire dl

Figure 4.1 Travail élémentaire

Le travail élémentaire dw effectué par une force F' sur une masse ponctuelle m lors d'un

déplacement €élémentaire dl est défini par :
dw = F.dl = ||F|.||dL]|. cos (F,dD)
Ou dlestle déplacement élémentaire

e Le travail élémentaire est une grandeur algébrique (positive ou négative).
e Son unité est le Joule (J)= [Kg.m?s?]= [N.m]
e La définition du travail élémentaire dw de la force correspond a la définition plus

générale de « circulation élémentaire du vecteur force ».
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2.2. Travail d’une force

Soit un point matériel M, décrivant une trajectoire (C) par rapport a un référentiel R. On

suppose que le point matériel passe par le point A a ’instant t; et par le point B a I’instant

t, Le travail de la force F lors de ce déplacement est :

w= [ ﬁ.di=ffﬁ.df

"l

S
=]

Figure 4.2 Travail d’une force

—

= w(F) = F.AB = ||F||.||4B]| cos ()
A—B

L’angle a est I’angle que fait le vecteur force F avec le vecteur de déplacement AB

- Silaforce Fest perpendiculaire au trajet de A et B son travail au cours de ce

déplacement est nul

= w(F) = 0]

A—B

- La force appliquée F est dite :
e Motrice si son travail est positif W(f) > 0 (travail moteur) : la force F tend a faire

déplacer le mobile dans le sens positif du mouvement. w= +F AL : 90°> a > (°
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.l

A B

Figure 4.3 Le travail est moteur w > 0, (a < g)

e Résistante si son travail est négatif W(ﬁ ) < 0 (travail résistant) : la force F tend a

s'opposer au mouvement du mobile. w=-F AL : 180° > a >90°

F

A B

Figure 4.4 Le travail est résistant w <0, (a > g)

e Travail est nul W(ﬁ ) = 0: La force F reste orthogonale au déplacement de son point
d'application ; & =90°
F

A B

Figure 4.5 Le travail est nul w =0, (a = g)

- Le travail effectué par un ensemble de forces ), F est la somme des travaux de ces
forces : W(Z 17") =) W(ﬁ)

2.3.Puissance d’une force

Soit un point matériel M de masse m et de vitesse ¥, soumis a une force F.La puissance de F
(notée P(ﬁ )) est la grandeur scalaire définie par la relation :

P(ﬁ) =F. % (Exprimée en Watts « W » , W=[J.s™']
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. A . L dl . .
D’apres la définition du vecteur vitesse v = = la relation entre la puissance d’une force et

son travail élémentaire s’écrit :

dw = F.dl = P(F).dt

Par conséquence : le travail d’une force égal :

w(F) = f tzp(ﬁ). dt

A—B 1

dw(F)

Ou : la puissance d’une force égale : P(ﬁ ) =—

Remarque :
La puissance d’une force F est :

e Positive P(ﬁ) >0, si F est motrice (w(ﬁ) > 0)
e Négative P(ﬁ) < 0, siF est résistante (W(ﬁ) < O)
e Nulle P(ﬁ ) = 0 si F ne travaille pas ( F perpendiculaire au trajet W(ﬁ ) = 0),ousile

point matériel est immobile.

3. Expression du travail dans différents systémes de cordonnées

En exprimant le produit scalaire en termes des composantes de F etde di, on obtient:
3.1.Systemes de coordonnées cartésiennes

- Fx >
P () dl ()
F, dz

= dw = F.dl = F,.dx + F,.dy + F,.dz

B xB YB ZB
= w =f F.dlzf Fx.dx+f Fy.dy+f F,.dz

A—B
A X4 ya Zy
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3.2.Systemes de coordonnées intrinséques

F(fr). ai(y)
dw = F.dl = F;.dS + Fy.0

= w =f F.dlzf Fp.vdt
A t

A—B

3.3.Systémes de coordonnées polaires

F(Fr) di(

- -

dw =F.dl = F..dr + Fy.rd0

> BB
= w f F.dl =j dr+f Fy.rdf
TA

A—B
3.4.Systémes de coordonnées cylindriques
i) (%)
F, dz
dw = F.dl = F,.dp + Fy.rd0 + F,.dz

B PB )] Zp
A 7]

A ZA

3.5.Systemes de coordonnées sphériques

> [ Fr 2 dr
F(Fg); dl < rdo )
Fy rsinfde
- -

dw =F.dl = E..dr + Fy.rd8 + F,.rsinfd¢

B I rp Op ¥B
= W =f F.dlzf Fr.dr+f Fg.rd9+f rsinfde
A TA 0 Pa

A—B
A

4. Travail de la force de pesanteur

Considérons un point M de masse m se déplacant d’un point A a un point B et calculons le

travail du poids de ce point matériel au cours de ce déplacement. Le déplacement de A a B
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est supposé quelconque c’est-a-dire que le chemin qui méne de A a B peut prendre

différentes trajectoires.

) 3
CEA[ LA

ZE Kr.-j \. |
""'_\{l\\_ .---\S.L
i 5

Figure 4.6 Travail de la force de pesanteur

Les composantes des vecteurs P et AB dans la base cartésienne du repere (O,x,Y,z)

—_— XB—Xa = - 0
AB = |yg-y, e P=mg=1| o
ZB—ZAp -mg

D’apres la définition du travail, on peut écrire :

W(ﬁ) = F.AB = W(ﬁ) =-mg (Zg — Z,)
A—B A—B
W(ﬁ) = —mgh , avec h=zp — z,, est la différence d’altitude entre le point d’arrivée

A—B

B et le point de départ A

- M descend (travail moteur) , (h <0)

w(ﬁ) = P.AB = w(ﬁ) = P.AB.cos68 = mgh.cos0 = mgh
A—B A—B

- M monte (travail résistant) (h >0)

- —

w(ﬁ) = P.AB & w(ﬁ) = P.AB.cosf = mgh.cosmt = —mgh

A—B A—B
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5. Travail d’une force élastique :

Considérons un ressort de raideur k , de longueur au repos lp au bout duquel est accrochée
une masse m . Le ressort et la masse sont sur un plan horizontal et nous nous intéressons

uniquement a la force élastique.

SNNNNNN
%

Figure 4.7 Systéme masse-ressort

La force ¢€lastique peut étre exprimer par : ﬁel = TR = —k.ALT=—-k(l—1y)T
Avec:l—ly=x,s0:F, = —k.x.T

Le travail élémentaire de la force élastique :

-

dw = F,;.dl = = —k.x.dx
Lorsque TR passe d’une position XA a Xgon a :

- *B 1 > 1
w(F,) = f —k.x.dx = _Ek [x%]2 = V\f4(Fel) = _Ek (x2 —x3)

A—B xa —B

Nous remarquons que le travail de cette force ne dépend pas du chemin suivi, car il dépend

uniquement des positions, initiale et finale du ressort.

6. Energie cinétique

6.1. Introduction

Deux types d’énergie seront introduits ici : I’énergie cinétique E, liée au mouvement de I’objet
et I’énergie potentielle E), lice a sa position. L’énergie mécanique d’un systéme est alors définie
par la somme des €nergies cinétique et potentielle.
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Considérons un point matériel M de masse m, se déplagant dans un repére Galiléen R(Oxyz)

sous I’action d’un ensemble de forces extérieures pendant 1’intervalle de temps dr et de

déplacement ¢lémentaire di, le travail de cette force est :

dw = F.dl

Le mouvement de ce point est régi par le principe fondamental de la dynamique (PFD) :

zﬁ . dv
=m.a=m-—
ext dt

S
Au cours d’un déplacement ¢élémentaire dl, la somme des travaux élémentaires des forces

extérieures est donnée par :

Zﬁ di = m % gi = d*dz— 5. di
ext Al =m—dl =m.dv.— = m.v.dv

Par intégration de cette relation sur un trajet AB nous obtenons :

VB B, > o 1 o
m] v.dv =zf Fope.dl = Z w(Foy) © Em(sz —v,2) = z W(Fext)
va A

.1 , ’ . s g . o
La quantité Emv2 représente 1’énergie cinétique du point matériel.

6.2. Définition de I’énergie cinétique
On définit I’énergie cinétique E-  pour un point matériel de masse m se déplacement a la

vitesse ¥ dans un référentiel Galiléen, par : :

Donc, la variation de I’énergie cinétique est égale a la somme des travaux des forces extérieures

B VB 1 1 1
wzf F.dlzf mﬁ.dﬁzzm[vz]v‘g = Ekvé— Ekvj = E.(B) — E.(A) = AE,

vaA
A Vg

Unité de I’énergie cinétique est le Joule.

“ iy - - 57 . « gy 07 .
Nous savons que, la quantité du mouvement p = mv , alors I’énergie cinétique s’écrit :
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6.3. Théoréme de I'énergie cinétique

Dans un référentiel galiléen, la variation de I'énergie cinétique d'un point matériel soumis a un
ensemble de forces extérieures entre une position A et une autre position B est égale a la somme

des travaux de ces forces entre ces deux points.
AEc = Ec(B) — Ec(4) = ) w(F)

- Remarque

e SiAE; =0 = vz = v, = le travail est nul, le mouvement est uniforme

e SiAE; > 0= vz > v, = le travail est moteur, le mouvement est accéléré.

o SiAE; < 0= v < vy = le travail est résistant, le mouvement est retardé
7. Energie potentielle

7.1.Définition

L’¢énergie potentielle est une fonction de coordonnées, telle que I’intégration entre ses deux
valeurs prises au départ et a 1’arrivée soit égale au travail fourni a la particule pour la déplacer

de sa position initiale a sa position finale.

L'énergie potentielle est une énergie liée a la position.
Le travail d'une force conservative ne dépend pas du chemin suivi, mais uniquement des états
initial (A) et final (B). Ce travail peut étre exprimé en fonction d'une fonction Ep appelée énergie
potentielle.

Le théoréme de I'énergie potentielle est donné par -
AEp = Ep(B) — Ep(A) =~ > w(F)
La variation de 1'énergie potentielle entre deux points A et B est €¢gale a I'opposé du travail des
forces entre ces deux points.
7.2. Energie potentielle gravitationnelle
C'est I'énergie potentielle associée a la force du poids (ou la pesanteur) P

Dans un référentiel R(Oxyz), on consideére le mouvement d’un point matériel

M de masse m soumis a la pesanteur terrestre :

P= —ng
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Dong, le travail de P quand le point matériel se déplace de A vers B est :

/>
M

/

Y
<

Figure 4.8 Energie potentielle gravitationnelle

B B
w(P) = f P.dl & w(P) = | (-mgk) (dxi + dyj + dzk)

. B
w(P) = | —mgdz = mgz, —mgzg = Ep,(B) — Ep,(4)
A—B A

Donc, I’énergie potentielle gravitationnelle du point de masse m peut étre donnée par

la relation :

Epp =mgh+C

Ou : & : la hauteur de la position de M par rapport a un niveau ~2=0

C : une constante d’intégration.
L'énergie potentielle de la masse m a une hauteur h est :
Ep, = mgh
7.3.Energie potentielle élastique

C'est I'énergie potentielle associée a la force du rappel ﬁel d’un ressort.
On considére le mouvement d’un point matériel attaché a un ressort de raideur &

La force de rappel du ressort est donnée par :

Fo=—k.ALT=—k.x.T
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Donc, le travail effectué par ﬁel quand le point matériel se déplace de A a B

N=x>0

Figure 4.9 Energie potentielle élastique

B B
w(F,) = f Ey.dl @ w(E,) = | (—k.x.7) (dxi + dyj + dzk)
A

A—B A A—B

] B 11
w(Fy) = j —kxdx = =kx? — =kx% = Ep,(A) — Ep.(B)

Alors, I’énergie potentielle élastique est donnée par :

Ep, = ! kx?
8. Bilan d’énergie

R/

¢ Energie cinétique

1
E; = Emv2 ; correspondante au cas de translation

1 .
E, = 5]92 ; correspondante au cas de rotation

Avec : ] est le moment d’inertie. ] = mR?

R/

¢ Energie potentielle
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Ep, = mgh correspondante au travail de la force de pesanteur

1
Ep, = > kx?; correspondante au travail de force élastique.

9. Energie mécanique

Soit un systéme se déplacant, entre les points A et B sous 1’effet de forces conservatives et

non conservatives. D’apres le théoréme de 1’énergie cinétique, on a
(> wiF) = a

A—B
Z w(F) = —AE,

A—B

YW(F) = Ec(B) — Ec(4)

A—B

zAwgf) = Ep(A) — Ep(B)

- Endéduire AE, = —AEp
- L'égalité de ces deux équations donne :

Ec(A) + Ep(A) = Ec(B) + Ep(B)

Cette expression montre que la quantité E; + Ep reste constante tout au long de la trajectoire.

Dans le cas des forces conservatives, cette quantité est appelée : Energie mécanique.

ET: EM:EC+EP

El(J)

t aaaaaaaaaaaa L - B
‘. - T ‘f. g
. - . S F

o P . p
L ~“P , .-.'
i X,
] o .
a2 .P- "
,.Jl |_\‘ ‘- Y
f E( l‘-l\‘ - .

Figure 4.10 Diagrammes énergétiques.
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-Donc : Ey(A) = Ey(B) Alors AEy, =0

10. Champ de forces

10.1. Forces conservatives
Une force s’exercant sur un point matériel A dans un référentiel R est dite conservative si et

seulement si : il existe une fonction E, de coordonnées de 4 (champ scalaire), telle que :
dW = _dEP

Le travail d’une force conservative ne dépend pas du chemin suivi, il ne dépend que de la
position initiale et la position finale.

La variation de 1’énergie potentielle :

AE, = — z w(F)

5
Ou : F est une force conservative.

En explicitant le travail, a la définition intégrale de 1’énergie potentielle :
B

-

AEp = —Zw(ﬁ) = Ep(B) — Ep(4) = —f Fopp.dl
A

On déduit la définition différentielle de 1’énergie potentielle en fonction du travail élémentaire

de la force conservative :

B
dEp = —f Fopp.dl
A

Dans le systeme de coordonnées cartésiennes, la dérivée de 1'énergie potentielle (dEp) de la

force (ﬁ ) et l'expression du vecteur de déplacement élémentaire (dT) sont exprimées

respectivement comme suit :
Cette dernicre relation peut s’écrire en fonction du gradient de 1’énergie potentielle Ep

La différentielle totale de la fonction Ep (x,y, z)

dEy = 2EP gy 9EP 4, R
P ox x dy Y 9z~
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Le champ de force est défini par :
F=Fi+Ej+Fk

Le déplacement ¢lémentaire dl est défini par :

dl = dxi + dyj + dzk
Alors

- - aEP aEp aEp - - - N N 7
dEp = —Fgy.dl = a—xdx + Wdy + Edz = —[(Fxl + F,j+ Fk)(xT + dyj + dzk)]

dE,  0E,  OE,
= —dx + —dy + —dz = —(F.dx + F,dy + F,dz)

0x dy 0z
Par identification :

( OEp (.- 0Ep

F = —-—— = ——
x o0x Fl ox
aE‘P - aEP -

E=———= Ei=——

YT Ty YT Ty
0Ep o 0Ep -

o=, BTy

= Ei+Ej+FEk= (aE”*+aE”*+aE”E>
AT TR E T g P T ey ) T e

Le gradient d’une énergie potentielle en coordonnées cartésiennes, s’écrire :

gradEp = VE —(a*+ 9 o4 aE)E _ OB, O, 0Ly
graatp =Vip = xl y] 0z P_axl 6y] 0z

Ainsi, la relation entre la force et I'énergie potentielle est exprimée comme suit

F= = —gradEp

(OEPQ 0Ep , O0Ep a>

ox Ty Tk

On dit que : la force F est conservative, elle est dérivée d'une énergie potentielle.Ep et peut

écrit sous la forme

F= —gradEp
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Si le déplacement se fait par un chemin curviligne en peut utiliser les cordonnées polaire (7, 8)

, cylindriques (p, 6, z) et sphérique (7,0, @)

. _OEp. O, 0.
graaier =5t T 9y T oz

e Dans le systeme de coordonnées polaires :
Champ de force en fonction des cordonnées Polaire (1, 8), s’écrire :
F = Eil, + Fou,
Le déplacement ¢lémentaire dl en fonction des cordonnées polaire, s’écrire :

dl = drii, + rd6i,

La différentielle totale de la fonction Ep (7, 8), s’écrire :

dEp = aEPd + OFr do
P=or YT 50
5 > J0Ep J0Ep
dEp = _Fext- dl = Wdr + %dg = —(F;dr + ngdB)
Par identification :
J0Ep
E =———
T or
10Ep
Fp=———
b r 00

Alors, le gradient en fonction des cordonnées polaire, s’écrire :

gracte =5 W T 5 1o

e Dans le systeme de coordonnées cylindriques

Champ de force en fonction des cordonnées cylindrique (p, 6, z), s’écrire :

F = Ej, + Falig + Ek
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Le déplacement élémentaire dl en fonction des cordonnées cylindrique, s’écrire :

dl = dpii, + rd6g + dzk

La différentielle totale de la fonction Ep(p, 0, z), s’écrire :

_ 9Ep OE, OEp

dEp = de +Wd0 +¥dz
dEp = —Fopp.dl = Fr i+ OB 4o 4 0P 4y —(F,dp + pFyd0 + E,dz)
or 20 0z p
Par identification :
( oE
-2
10E
{Fp = _;aa_;
(2 = _%

Alors, le gradient en fonction des cordonnées cylindrique, s’écrire :

e Dans le systeme de coordonnées sphérique

Champ de force en fonction des cordonnées sphérique (7, 8, @), s’écrire :
= — — —
F = Eu, + Foug + Fyu,
Le déplacement élémentaire dl en fonction des cordonnées cylindrique, s’écrire :

dl = drii, + rdft, + rsinfdei,

La différentielle totale de la fonction Ep(p, 0, z), s’écrire :

OEp OEp dEp

dEp = 7611" +%d9 +%d(p
> - aEp aEp aEp .
dEp = —Fy.dl = ?dr + Edé? + Edz = —(F.dr + rFydf + rF,sinfdg)

Par identification :

135



Chapitre 1V : Travail et énergie

( __aEP
b= or
19E,
{ Fp=-=22
0 r 00
1 0E,
Fp=————’
\ ¢ rsinf d¢

Alors, le gradient en fonction des cordonnées cylindrique, s’écrire :

OEp _, 10Ep _, 1 0Ep

gradbp =5 "+ + S e t L 5 oy Y

Remarque
Une force est conservatrice vérifiée une des trois conditions

- Une force est dit e conservative lorsque le travail produit par cette force est indépendant

du chemin suivi par son point d’application wyz = w; = w
'AB 1 2

Wa B
Figure 4.10 Chemin
- Elle dérive d’un potentiel
F=- gradEp

- La condition pour qu’un champ de forces soit conservatif est que son rotationnel soit

nul

F Conservative = rot F = 0

- Le travail d’une force conservative est nul sur une courbe C fermée
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Figure 4.11 Chemin fermée

- Rappel
+T -] +k
—)-)_—) — —>_—> d 0 a — %_aﬂ > %_6&_, aﬂ_
rotF=0=VvVAF=0 =15 9y oz _(63/ az)l (ax az) +(6x
F, E F
OF\ T _ =
E)k_o
Par identification on obtient :
(0F, OF,
dy 0z
JOF _ Ok
0x 0z
oy _ 0k
\dx dy

- Exemple des forces conservatives : Force de pesanteur ; Force du poids ; Force de rappel

des ressorts. Force €lectrostatique

10.2. Forces non conservatives

En mécanique, la plupart des forces étudiées sont conservatives et dérivent donc d’une

énergie potentielle indépendant du temps. Cependant, certaines forces ne sont pas

conservatives :

e [es forces de frottement,

e La force de magnétique
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e La force normale de la réaction
e Latension du fil

e La force de pression.
On peut montrer que le rotationnel de cette force n’est pas nul

Dans le cas des forces de frottements, le travail effectué dépend du chemin suivi. Le travail de

la force de frottement ﬁf est égale a :

AEy = Ey(B) — Ey(4) = Z w (ff)

- Exercice 1
Un corps est soumis a une force F telle que :
F=(—-ay)i+ By—2x)j

1- Calculer le travail de la force F si le cops déplace de A (0, 0) au point B (2, 4).
a- Sur I’axe ox de A vers C (2 ,0) puis parallelement a oy de C vers B.
b- Sur I’axe oy de A vers D (0 ,4) puis parallélement a ox de D vers B.

c- Sur la droite [AB].
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Figure 1

2- Trouver la valeur de a pour que F soit conservatrice, en déduire I’énergie potentielle Ep

résultante de ce champ de force sachant que Ep (0,0)=0,

- Exercice 2

Un pendule (OA) formé d’une tige solide de masse négligeable et de longueur L, porte a son

coté A un corps de masse (m). Le pendule est lancé avec une vitesse initiale vo

1- Trouver I’angle de déviation du pendule par rapport a la verticale. Si on écarte le pendule

avec un angle 6=60° et on le lache sans vitesse initiale

2. Calculer sa vitesse lorsqu’il passe par sa position d’équilibre, puis lorsqu’il fait un angle

0°=30° par rapport a la verticale.
ARV

Figure 2
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Solution

- Exercice 1

On a la force vectorielle :

F=(-ay)i+ By—2x)]
1- Calculer le travail de la force F si le cops déplace de A (0, 0) au point B (2, 4).

On
dw = F.dl
Ou dl = dxT + dyj
= dw = F.dl
= dw = Fdx + F,dy = dw = (x — ay)dx + (3y — 2x)dy

a. Cheminl:A(0,0) - C(2,0) - B(2,4)

W =W+ Ww
ACB AC CB

- lechemin: A(0,0) -» C(2,0)

{x variede 0 a 2
y=0=dy=0

2 2 xz2
w=J (x—ay)dx=w=fxdx=»w= —
AC 0 AC 0 AC 2O

:>X\£=2]

- lechemin: C(2,0) - B(2,4)

{x=2=>dx=0
yvariede 0 a4

4

4 4 3y2
X\é:j;) (3y—2x)dy=>X\é=L (3y—4)dy=>X\é=IT—4yL

:%28]

Donc

W =W+ WwW
ACB AC CB
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w =2+8=10]
ACB

b. Cheminl:4(0,0) - D(0,4) —» B(2,4)

W =W+ w
ADB AD DB

le chemin: A (0,0) - D(0,4)

{x=0:>dx=0
yvariede 0 a4

4 4 321*
X%:j;(3y—2x)dy:>n/)=f03ydy=>%:[TL
=%=24j

le chemin: D(0,4) — B(2,4)

{xvariedeOaZ
y=4=dy=0
2

2 2 2
%z.[)(x—ay)dxﬁll/\[/’:j; (x—4a)dx:>)1/l\s=[7—4axlo

= w = (2~ 8a)

Donc

W =W+ Ww
ADB AD DB

W =24+ (2-8a) = (26 — 8a)]

¢. Chemin 3 : Sur la droite [AB]
L’équation de la droite AB est donnée par :
y = 2x
= dy = 2dx
On dw = (x — ay)dx + (3y — 2x)dy
= dw = (x — a(2x))dx + (3(2x) — 2x)(2dx)
= dw = (x — a(2x))dx + (3(2x) — 2x)(2dx)
= dw = xdx — 2axdx + 12xdx — 4xdx
= dw = (9 — 2a)xdx

2
=W =f (9 — 2a)xdx
AB 0
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2
=>W=(9—2a)fxdx
AB 0

x2]?
:>‘\4/g = (9—261) l7lo
=>Xg = (18 — 4a)J

Conclusion
Le travail calculé, suivant des chemins différents, n’est pas le méme. Il dépend donc, du chemin

suivi. Ceci montre que la force n’est pas conservative ‘elle ne dérive pas d’un potentiel)

2- Lavaleur de a pour que F soit conservatrice

La F est conservatrice = le travail ne dépend pas de la trajectoire suivie :
= vg=>10=26—8a=18—4a

w = w
ACB  ADB
=a=2
- Qu en utilise cette méthode
La F est conservatrice = rot F = 0
En vérifier
+ -] +k +7 -7 +k
TP =0 = TAF=0 —|2 2 2|_| 2 2 2l_(o-
dx Oy 0z ox ay 0z
E E 0 (x—ay) By—-2x) 0
07— (0—-0j+@2—-a)k=0
= (2-a)k=0
=a=2

3. Déduire I’énergie potentielle Ep résultante de ce champ de force sachant que £, (0,0)=0,

F=(x- 2y)T+ (3y — 2x)J Qui est une force conservative, donc une force qui dérive

d’un potentiel E; :
= F = —WEp(x,y) = —aﬁ?+ —aﬁ*
0x dy
= FEi+FEj= —aﬁ?+ —aﬁf
0x dy

142



Chapitre 1V : Travail et énergie

—2v)7 —2%) = —— P74 P>
= (x —2y)1+ 3y — 2x)j % 1+ 3y ]
Par identification
(a& =—(x—-2 1
Ep (x — 2y) (1)
OFp _ By — 2x) 2

2

(1)=>Ep=—f(x—2y)dx=—x7+2yx+6(y)

0E aC(y)
2) = —L=2x+—2=—(3y—2
@ =5r=2x+—5 ==y~ 2
32
=>C(y)=—%+€
Donc
x? 3y?
=>Ep——7—7+2yx+C
SiE,(0,0)=0=C=0
x? 3y?
:>Ep——7—7+2yx
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Exercice 2

1- Angle de déviation du pendule par rapport a la verticale.

La conversation de 1’énergie totale entre 1’état initial et 1’état final, nous permet
d’écrire :

Eri = Ery = E¢i + Ep; = Ecp + Epf €Y

Le point initial (position d’équilibre) est I’origine de 1’énergie potentielle = Ep;=0

L’état final correspond a une vitesse nulle = E¢f = 0

L’équation (1) devient = E¢; = Epy = %mvg = mgh

Ona:h=L(1- cosB)
1
(1) = E¢; = Epy = Emvg = mgL(1 — cosh)

= cosf =1- v_g
2gL
2- Vitesse de pendule
A la position d’équilibre
En appliquant I’équation (1) entre les deux positions, on obtient pour le passage par la
position d’équilibre :

1
Ep; = Ec; = mgh = Emv2
Ona:h=L(1-cosB)
= v? = 2gL(1 — cosh)
=v= \/ZgL(l — cos (60)) = /gL

= v =gl
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A la position ' = 30°
L’équation (1) devient Ep; = E¢f + Epy = mgh = %mv’2 + mgh’
Ona:h'=L(1 - cosB")
= v’ =mg(h—h")
= p'? = 29[(L(1 — cosB)) — (L(1 — cosb")]

= v'* = 2gL(cos8' — cosb)

= v’ = /2gL(cos (30) — cos (60))
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