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Introduction générale

Ces notes de cours ont pour objectif de fournir aux étudiants de Master en mathématiques
les outils nécessaires pour aborder numériquement des problemes mathématiques com-
plexes issus de divers domaines, tels que la physique et les sciences appliquées. Elles
mettent en lumiere les méthodes numériques essentielles pour résoudre des équations
différentielles elliptiques, paraboliques et hyperboliques. Ce document se veut un guide
méthodique, associant théorie, exercices corrigés et travaux pratiques, pour préparer les
étudiants aux défis qu’ils rencontreront dans leurs travaux de recherche.

Le premier chapitre constitue un rappel des principaux outils d’analyse numérique,
avec des applications concretes et des programmes Matlab pour illustrer leur mise en
oeuvre. Nous y abordons notamment la résolution d’équations non linéaires, 'interpolation
et les méthodes d’intégration numérique.

Les deuxieme et troisieme chapitres se concentrent sur deux méthodes numériques
majeures : la méthode des différences finies et celle des volumes finis. Chaque méthode
est appliquée a différents types de problemes (elliptiques, paraboliques, hyperboliques
et d’ondes) avec des exemples pratiques et des programmes Matlab pour visualiser les
solutions. Ces chapitres incluent également des exercices accompagnés de leurs corrigés
afin de renforcer la compréhension des concepts.

L’objectif final de ce cours est d’offrir aux étudiants une maitrise solide des tech-
niques numériques modernes, en les outillant pour analyser et résoudre efficacement des

problemes scientifiques et d’ingénierie.



Chapitre 1

Rappel de quelques outils d’analyse

numérique

Il existe de nombreuses méthodes pour résoudre numériquement et de maniere approxi-
mative une équation non linéaire, parmi lesquelles la méthode de dichotomie, la méthode
du point fixe et la méthode de Newton, également appelée méthode de Newton-Raphson.
Dans ce cours, nous nous concentrerons exclusivement sur cette derniere, en raison de son

efficacité et de son large éventail d’applications pratiques.

1.1 Méthode de Newton et applications a la résolution

d’équations non linéaires

Soit f une fonction continue et dérivable sur l'intervalle [a, b], avec 'hypothese qu’elle
possede un unique zéro dans cet intervalle. Autrement dit, il existe un unique = € [a, b] tel
que f(xz) = 0. En pratique, la valeur exacte de x ne peut généralement pas étre calculée
explicitement. L’objectif est donc d’approcher cette valeur en utilisant la méthode de

Newton.



L1 METHODE DE NEWTON ET APPLICATIONS A LA RESOLUTION
D’EQUATIONS NON LINEAIRES

A

The solution is x3

X3

X X X

FI1GURE 1.1 — Principe de la méthode de Newton

Pour construire une approximation d’un zéro de la fonction f(x), nous utilisons son
développement de Taylor au premier ordre. En partant d’un point initial X, choisi proche
du zéro recherché, nous approchons f par sa tangente en ce point. Autrement dit, nous

considérons que :

F(X) =~ f(Xo) + f'(Xo)(X — Xo).

Pour déterminer un zéro de cette fonction approchée, il suffit de résoudre 1’équation

correspondant a l'intersection de la tangente avec ’axe horizontal :

0= f(Xo) + f(Xo)(X — Xo).

La solution de cette équation donne un nouveau point X, qui est généralement plus
proche du zéro exact de f que X,. Ce processus peut étre itéré : a partir de X, on
approche a nouveau f par sa tangente en ce point pour obtenir un nouveau point Xs, et
ainsi de suite (voir Fig. [1.1]).

Cette méthode repose sur I’hypothese que f possede une tangente en chacun des points
de la suite construite par itération. En pratique, il suffit que f soit dérivable sur I'intervalle
considéré.

Formellement, en partant d’un point initial X, dans le domaine de définition de f,

nous construisons par récurrence la suite suivante :
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X
P

Cette méthode offre une convergence tres rapide lorsqu’elle est applicable, mais elle

Xn+1 = Xn

n’est pas garantie de converger dans tous les cas. Les étapes précédemment décrites

peuvent étre synthétisées dans la définition suivante :

Définition 1 ([2]). La méthode de Newton consiste a construire une suite itérative définie

par :
f(Xn)

Xn = Xn T v
- (Xa)

a condition que f'(Xo) # 0.

1.1.1 Applications :

Exemplel : Trouver un zéro de f(r) = 2? — 2
Nous cherchons une approximation de v/2, qui est un zéro de la fonction f(z) =
2 — 2.
Etapes : La fonction est f(z) = 2% — 2 avec sa dérivée f’(z) = 2z. Choisissons un

point initial Xy = 1.5. Appliquons la formule de Newton :

f(X) X2_2
X, =X, — =X, - =
i J(Xn) 2X,
Itérations : )
1.52 -2 0.25
X, =15~ = 15— =22 —1.4167.
! T 515 T3 o7
1.41672 — 2
Xy = 14167 — ——— = ~1.4142.
2 2.1.4167
1.41422 — 2
Xy = 1.4142 — =2 = ~1.4142.
2.1.4142

Apres 3 itérations, la méthode converge vers v/2 ~~ 1.4142.

Exemple 2 : Trouver un zéro de f(x) = cos(x) — x
Nous cherchons une solution & ’équation cos(z) = .
Etapes : La fonction est f(z) = cos(z) — x avec sa dérivée f/(x) = —sin(z) — 1.

Choisissons un point initial Xy = 0.5. Appliquons la formule de Newton :

[(Xn) cos(X,) — X,

(X " —sin(X,) -1

Xn+1 = Xn

9
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Itérations :

cos(0.5) — 0.5
Xi=05— ———~  — ~0.7295.
o () S

c0s(0.7295) — 0.7295
—5in(0.7205) — 1

X9 =0.7295 — ~ 0.7391.

cos(0.7391) — 0.7391
—sin(0.7391) — 1

X3 =0.7391 — ~ 0.7391.

La méthode converge vers x =~ 0.7391, qui est une solution de cos(z) = z.

Exemple 3 : Trouver un zéro de f(z) = e* — 3z
Nous cherchons une solution a ’équation e® = 3x.

Etapes : La fonction est f(z) = e* — 3z avec sa dérivée f'(x) = e* — 3. Choisissons

un point initial Xo = 1. Appliquons la formule de Newton :

f(X5) eXr —3X,
X, =X, — - X, - >
1 F1(X,) eXn — 3
Itérations : ) .
el —3.1 2.718 — 3
X, =1—— 2 ~ 122 2~ 0.725.
! el —3 2.718 — 3
%725 _3.0.725
X, = 0.725 — S g~ 0619,
0.619 _ 3.061
X = 0619 — & 3-0.619 4 610.

0619 _ 3

La méthode converge vers x ~ 0.619, qui est une solution de e* = 3x.

Exemple 4 : Pour illustrer la méthode, cherchons le réel positif x satisfaisant cos(X) = X3.
Reformulons 1’équation pour introduire une fonction qui doit s’annuler : on cherche
la racine de f(X) = cos(X) — X3. La dérivation donne f'(X) = —sin(X) — 3X?.

Comme cos(X) < 1 pour tout X et X3 > 1 pour X > 1, nous savons que notre zéro

est compris entre 0 et 1. Nous essayons une valeur de départ X (voir Table [1.1)),

Exemple2 : On considére la fonction suivante f(x) = x®—2z —5. La tolérance est supposée 1077,
nous avons besoin de 9 itérations pour calculer x = 2.0945514 a partir de g =1 et

4 itérations pour xy = 2.

10
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Xy = Xo— 45 =05 — 0200 ~ 11121416371

X, = X, — L84 ~ 0.909672693736
X3 = Xy — $52) ~ (.866263818209
X, = X3 — 158 ~ 0.865477135298
X5 = X, — 54 ~ 0.865474033111
Xg = X; — $52 ~ 0.865474033101

TABLE 1.1 — Approximation de la solution de I’équation f(x) = 0 en utilisant la méthode
de Newton.

1.1.2 Exercices :

Exercice 1 : Soit f la fonction de R vers R définie par f(x) = e” — 1. Supposons que xy € R et
soit (2, )nen la suite construite par les itérations de la méthode de Newton (pour
calculer la solution de I'équation f(z) = 0).
1. Montrer que pour tout zy € R, la suite (x,),en est bien définie.

2. Montrer que si oy # 0, alors Vn € N on a x,,1 # x,. Déduire que la méthode

de Newton converge en un nombre fini d’opérations ssi f(zg) = 0.

3. Montrer les points suivants :

— 8l 2o < 0 alors 1 > 0.
— sixg > 0 alors 0 < 1 < xg.
4. Montrer la convergence de la suite (z,),en pour n — 00, et déterminer sa
limite.
Exercice 2 : On considere p € RT et f, : R — R telle que f,(x) = 2% — u. Soit 2y € R fixé.

— Déterminer la suite obtenue par la méthode de Newton lorsque nous résolvons
I'équation f,(z) = 0.

— Supposons que xg > 0
— Montrer que (2 )nen est minorée par /.

— Prouver que (,,)nen est convergente et déterminer sa limite.

1.1.3 Corrigé de ’exercice 1

Exercice 1 : 1. Il est facile de voir que f'(x) = e* ne s’annule pas sur R, par la suite on peut

déduire que la suite obtenue par la méthode de Newton s’écrit sous la forme :

et = T )
n

=x,—1+e .

11
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Cette suite est clairement bien définie.

2. En utilisent la définition de la suite construit par la méthode de Newton, et
par récurrence sur n, si xg # 0, on trouve z,.1 # x,, Yn € N.

De plus, si f(zg) = 0 alors la suite est stationnaire et la méthode de Newton
converge en un nombre fini d’opérations ssi f(z9) =0

3. On sait que x1 = g — 1 + e ™. Par le théoreme des accroissements finis, on a
1 = xo(1l —e™), a €]xg, 0] si 29 < 0 ou a €0, xo[ si xy > 0.
Sizg<0,onae*™ >1 alors 7 > 0. Sixg>0,0nae ™ <e* % <1, alors
0 <z < 0.

4. Pour zy = 0 la suite est stationnaire et égale a zéro. Pour la deuxieme partie,
si g < 0 on a x; > 0. Maintenant, il suffit d’étudier le cas ou xy > 0. Dans ce
cas on trouve 0 < x; < xp. Par récurrence sur n on obtient :

Si xg > 0, la suite (z,)nen est décroissante et minorée par 0. Ce qui donne la

convergence de cette suite vers la limite notée [. Cette limite vérifie :

et —1

el

l=1

Y

qui admet une solution unique [ = 0.

1.1.4 Programme Matlab :

Dans cette sous-section, nous utilisons un programme Matlab pour calculer numériquement
le zéro de la fonction f. Nous utiliserons principalement la suite récurrente obtenue dans
la Définition 1 pour approcher le zéro de cette fonction. D’abord, nous définissons la

fonction matlab suivante :

function [x,iter]=Newton(x0,f,J,tol)
tol=1.e-2;

grad=1;

x=x0;

iter=1;

while grad>tol & iter <100
step=J(x)/f(x);

grad=norm( step )

X=X—Step;

iter=iter +1;

end

if iter >99

disp(’pas de convergence dans Newton’)
end

end %function

On peut appliquer cette fonction pour résoudre les équations non linéaires. L’étude
des variations de f(z) = x® — 4z + 1 montre que 'équation f(z) = 0 admet exactement

trois solutions réelles.

12
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Recherche numérique des solutions

function y=f(x)

y=x"3-4xx+1;

endfunction

function y=df(x)

y=3xx" 2-4;

endfunction

[yl,iterl ]J=Newton(-2.5,f,df ,e—-4)
[y2,iter2 ]=Newton(0,f,df ,e—-4)
[y3,iter3 ]=Newton(2,f,df ,e—-4)
endfunction

>>iterl =5.
yl =— 2.1149075

iter2 =4.
y2 =0.2541017
iter3 =5.

y3 =1.8608059

1.2 Interpolation

L’interpolation polynomiale est une méthode numérique utilisée pour approximative-
ment représenter une fonction par un polynome. Elle consiste a trouver un polynome qui
passe par un ensemble de points donnés. Cette méthode est particulierement utile lorsque
nous avons une série de points expérimentaux et que nous souhaitons estimer la fonction
qui les relie.

L’objectif principal de I'interpolation polynomiale est de construire un polynome de

degré n—1 (sin est le nombre de points) qui passe exactement par tous les points donnés.

1.2.1 Définition de I'Interpolation Polynomiale

Supposons que nous ayons un ensemble de n points (z;,y;), oui =0,1,...,n—1, avec
T, X1, ..., Ty_1 distincts. L’objectif est de trouver un polynéme P(z) de degré n — 1 tel
que :

P(z;) =y; pour chaque i=0,1,...,n— 1.

Cela revient a déterminer les coefficients du polynéme P(z) qui satisfait ces conditions.

1.2.2 Forme Générale de I'Interpolation Polynomiale
Le polynome P(x) d’interpolation peut étre écrit sous la forme :
P(z) = ap + a1z + apx® + - - - + ap_12" .

13
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Les coefficients ag, a, ..., a,_1 sont déterminés en résolvant un systéeme d’équations en
utilisant les points (x;,y;). Ce systéme peut étre assez complexe, ¢’est pourquoi plusieurs
méthodes d’interpolation polynomiale ont été développées pour simplifier le calcul des

coefficients.

1.2.3 Meéthodes d’Interpolation Polynomiale

Il existe plusieurs méthodes pour déterminer le polynome d’interpolation. Les deux

plus courantes sont :

1.2.4 Interpolation de Lagrange

L’interpolation de Lagrange est une méthode qui construit le polynéme d’interpolation
directement a partir des points donnés, sans avoir a résoudre un systeme d’équations. Le

polynome de Lagrange est donné par :

n—1
P(x) = wili(x),
i=0
ou ¢;(x) est le polynéme de Lagrange défini par :

o= [ =X

0<j<n—1"" J
i

Chaque polyndéme /;(x) est congu de maniére a étre égal a 1 en x = z; et égal & 0 en tous
les autres points x;, j # ¢. Ainsi, chaque terme dans la somme est associé au y; du point

(x;,y;) correspondant.

Exemple : Soit les points (zg,yo), (x1,91), (z2,y2). Le polynéme d’interpolation de
Lagrange est :

P(x) = yolo(z) + y1l1(7) + yala(x),

(x —x1)(x — 29) 0y () = (x — xo)(x — 9) lo(x) = (x — x0)(x — 1)

($0 - $1)($0 - $2)’ (€E1 - xo)(% - 202) ($2 - $0)($2 - Il)'

f() ([E) =

Cette méthode est particulierement utile pour linterpolation lorsque les points sont

donnés de maniere explicite.

14
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Interpolation de Newton

L’interpolation de Newton est une autre méthode populaire pour calculer le polynéme
d’interpolation. Cette méthode utilise une forme différente du polynoéme d’interpolation,
connue sous le nom de forme de Newton. Le polynome d’interpolation de Newton est écrit

sous la forme :

P(x) = flxol4+(z—x0) fx0, 21]+(2—20) (x—21) f 20, T1, T2)+* - -+ (x—20) (2 —21) . . . (T—T0_2) f[T0, 21, - -

ou f[xg,x1,...,xx] sont les différences divisées, qui sont calculées par la relation récursive :
v Tip1 — T
f['r 1y .- xk]_f[l' xk—l]
fl:xul.’LJrl,’xk.]: i1y ? xk—xl 79 ; '

Les différences divisées sont calculées a partir des valeurs des y; et permettent de construire

progressivement le polynome d’interpolation.

1.2.5 Propriétés de I’Interpolation Polynomiale

L’interpolation polynomiale présente plusieurs propriétés intéressantes :

— Degré du polyndéme : Le polynome d’interpolation passant par n points distincts

est de degré n — 1.

— Convergence : Si les points (z;,y;) sont suffisamment réguliers, le polynéme d’in-
terpolation converge vers la fonction sous-jacente. Toutefois, pour des ensembles de
points mal choisis, le polynome peut devenir oscillant et ne pas bien approximé la

fonction (phénomene de Runge).

— Exactitude : L’interpolation polynomiale donne une approximation exacte de la
fonction lorsque celle-ci est un polynome de degré inférieur ou égal au degré du

polynome d’interpolation.

15



1.2. INTERPOLATION

1.2.6 Exemples d’Interpolation Polynomiale

Exemple 1 : Interpolation de Lagrange

Soit les points suivants : (1,1),(2,4),(3,9). Le polynéme d’interpolation de Lagrange
est donné par :
(z —2)(z - 3) (z —1)(z - 3) (z—1)(z—2)

(-2(1-3 " @-ne-3 " G-nE-2)

Ce polynome passe exactement par les trois points donnés.

Exemple 2 : Interpolation de Newton

Utilisons les mémes points (1,1), (2,4), (3,9) pour construire le polynéme d’interpola-

tion de Newton. Les différences divisées sont calculées comme suit :

f[ﬂfo] = 1, f[l’l] = — = 3, f[$2] = —— =05.

Ainsi, le polynome d’interpolation de Newton est :

Plx)=14+3(zx—1)+ 1(z —1)(z —2).

1.2.7 Estimation de ’erreur d’interpolation

Avant de procéder a ’estimation, nous donnons les lemmes suivants :

Lemme 2. Soit f : [a,b] — R dérivable sur [a,b]. Si f(x) = 0 admet au moins m + 2

solutions distinctes sur [a,b], alors f'(x) = 0 admet au moins m + 1 solutions sur [a,b].

Démonstration. La preuve de ce lemme peut étre faite par une application directe du
théoreme de Rolle entre deux zéros consécutifs de f O]

Corollaire 3. Soit f € C™([a,b]). Si équation f(x) = 0 admet au moins m + 2

m—+1

solutions sur lintervalle [a,b] alors Iéquation f™*Y = 0 admet au moins une solution

sur lintervalle [a, b].

Démonstration. Ce corollaire peut étre prouvé en utilisant le lemme précédent et par

récurrence nous arrivons au résultat souhaité. O

Théoréme 4 ([2]). Supposons que f € €™ ([a,b]), et supposons que f(z) = 0 admet

o, L1, ..., Ty comme solution alors

(ZL‘ _ xo)(x — J]l)(l’ — xm)f(erl)(E)

Vo € [a,b], Je € [a,b], tel que f(x)—p(zr)= (m+1)!

16
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Démonstration. Pour x = x; la relation satisfaite
Maintenant, nous mettons = € |[a,b] fixé et différent de x;. En mettant ¢(z) = (v —

zo)(z — x1)...(x — x,,) et en posant :

E(t,x) = f(t) = p(t) — == (f(z) = p(2)).

C’est facile de constater que E € €™ ([a, b]) comme I'équation f(z) = 0 admet xg, 71, ..., T,,
comme solution, puis en utilisant le Corollaire précédent on déduit qu’il existe au moins

un nombre réel € € [a,b] tel que E(e) = 0, ce qui conduit a la relation souhaitée. O

Comme ¢ est un inconnu, nous allons chercher une bonne majoration de ce dernier et

nous obtenons le corollaire suivant

Corollaire 5. Supposons que f € C™([a,b]) alors

e o, 150 —pt| < TR 1)

1.2.8 Exercices :

Exercice 1 : Soit L,, le polynome d’interpolation de Lagrange de

1
flz) = , —1<a2<1,
T —a

aux n + 1 points (distincts) o, x1, ..., x, dans [—1, 1].
1. Déterminer les dérivées successives de la fonction f.

2. Supposons que 3 < a < 5 et x,...,x, sont équidistants. Prouver 1’égalité

sulvante :
lim ||f — Lyl = 0,
n—oQ

ol ||.||oo désigne la norme du sup.

3. Nous supposons les mémes hypotheses que la question précédente. En pratique,
nous n’agissons pas du tout comme ce qui précede. Nous préférons utiliser des
polynomes avec un degré plus élevé sur chaque petit intervalle [x;, z;41]. Ecrire
I’approximation de Lagrange du premier degré, f,, de f dans chaque intervalle
[Ti, 201 1=10,1,...,mn — 1.

4. Prouvez que si « ¢ [—1, 1], alors nous obtenons

Cc
15 = Lalls < 5.

17
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Exercice 2 :

et (fn)nen converge uniformément vers f lorsque n tend vers Uinfini.

On considere zg,x1,...,Z,, (n + 1) points distincts d'un intervalle [a,b], (a,b des
réelles vérifiant a < b), f est dans C([a,b],R). On recherche un polynéome H, qui
vérifie

H,(x;) = f(x;) et H(x;) = f'(x;),i=0,1,...,n.

Rappelons que la fonction d’interpolation de Lagrange de degré n écrite sous la

forme
Li(x) = TTj—, j4 %, Vz € R. Montrons que H,, s’écrit sous la forme
Hy(z) = Z f(i)hi(z) + Z f//<x1)ﬁl(x>v
1=0 i=0
avec

hi(z) = (1= 20(2:)(x — 2,))F(2),  hi(x) = (& — )1} (),
et si f € C2"+([a,b],R) alors

LF 2 oo 17

|fa(z) — Hp(2)] < m 11

1. Montrer que pour tout 7,5 =0,...,n
hi(z;) = Li(z;), hi(z;) =0,

et
hi(z;) =0, hi(z;) = li(z;).
2. Déduire l'existence d’un polynome H,, de degré 2n+ 1 qui vérifie les conditions

requises.

3. Déduire une majoration de lerreur |f,(z) — H,(x)|.

1.2.9 Corrigés des exercices :

Exercice 1 :

1. Nous calculons les dérivées successives :

") = ") = (n+1) ) = <_1)n+1(n+1)!
@)= e F'@ = o ) =
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Donc, elles peuvent étre écrites sous la forme

Fo@) (1
(n+1)!  (z—a)+?’

2. Par une application directe des résultats du cours, on déduit I'existence d'un
€ [—1,1] tel que

n+1

|f D @m)] 1
!ﬂ@—LA@M— IIM
Ainsi, si 3 < a < 5, nous avons pour 7 € [—1, 1]

2<|n—al=a—-n<A4,

et
TG0 P U
(n+1)! — (z—a)"*? = 2(x — a)"t?’
donc on a
1 & T — x;
— L < Z
)= o < 5 T 7=

Pour tout x € [-1,1] et i =0,1,...,n, on a |z — z;| < 2. Alors

1o o —a; 1 2 \"t!
) - ) < 5 I <5 (2]

a—1n

On sait que

alors, on peut en déduire que

n+1
0 - Ll <3 (2) —0am — +oc

3. Sur chaque intervalle [z;, z;11], nous appliquons I'estimation d’erreur

1£(&) — fulw)] = L1

(@ = ;) (2 = ziga);

19
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Le maximum de la fonction (z — x;)(z;41 — x) est atteint en W Alors on

a

1/l ;2
@) = fulo)] < H2
avec h = w = %, qui converge vers 0 quand n tend vers I'infini.

4. Considérons a ¢ [—1, 1] ainsi la fonction f est ben définie sur [z;, ;1] € [—1, 1]

1 T — x; 1 1
fn(x)_mi—oz+ h (xiﬂ—a_xi—oz)’

I (x — ;)
ri—a (v —a)(r; —a)

Exercice 2 : 1. Soit P, le polynoéme de Lagrange de degré n interpolant la fonction f (définie

sur [a, b]) aux points zg, x1, ..., T, et qui satisfait la relation

(n1)(
If(-’r)—Pn(x)IS‘f+ ‘H|x—xz n e fab].

Ainsi

x)dx

/‘f (x)|de < =——= f(nH) /H\x—aﬂdaz
=0

Pour la méthode des rectangles nous prenons n = 0 et ( = a ou { = b, 'erreur est

donnée par

b bh— 2
= 1 <17 [ o alas = £ S5
avec b b
Low = / do, T — / ()| da.
— On considere le polynome de Lagrange suivant :
b) —
Pi(w) = (@) + (o - )OI,
alors ,
@)~ A =sup T @ oy 1)

Clairement on a :

J) Pia)de = (b—a) | f(a) + (b — ) 1L
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Alors on a
J) f@)de = (b= a)[f(0) — f(@)| < Fsuplf'(n)] [, (@~ a)(b—x)de
< Loup|f"(n)| [*—a? + (b— a)z — abdx
< Lsup|f(n)|® g”g
Puis
’ " (b B a)3
[ 1@~ 0= 0lf0) - f(@)| < suply "
— On considere l'intégral
n—1
I = ; wq(%) + f(2is1)),
ce qui donne
h n—1
In=5(f@)+ F®) +h ) ().
i=1
L’erreur est donnée par
-5l < Z S A S L

1.3 Meéthodes d’intégration numérique

On s’intéresse au calcule de fab f(z)dx, La méthode de Newton-Coates consiste a ap-

proximer l'intégration de f(x) avec 'intégration d’un polynéme P(x) tel que P(z) =~ f(x).

Si cette approximation est assez bonne, alors cette 'intégrale polynomiale suivante :

I= /bP(a:)dx, (1.1)

serait une bonne approximation de fab f(z)dz. L’avantage est que nous pouvons calculer

la valeur exacte de I. Dans ces méthodes, on choisit des polyndémes de degré p qui corres-

pondent & f(x) en p 4+ 1 points distincts, régulierement espacés entre a et b. Ces points

sont donnés par :

b
{zr,=a+kh, k€ {0,1,....,p} avec h= pa,

donc Vk € {0,1,...,p}, P(zx) = fr = f(xx).
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1.3.1 Méthode du rectangle (p = 0)

Cette méthode utilise un polynome constant :

L’intégrale approchée [y = fab Py(x)dx se calcule directement et donne :

j = (b — a)fo,

Cette intégration numérique nécessite une évaluation de la fonction f (en zy = a) et
représente donc la plus rapide approximation possible. L’erreur peut étre estimée en uti-
lisant les développements en série de Taylor ou la théorie des accroissement finis que nous

retrouvons pour h = b — a.

1.3.2 Meéthode du trapéze (p=1)

Pour approcher la fonction f, on peut calculer la surface de trapeze de Grand base, et
petit base égale a f(a), et f(b) et de hauteur égale a h. cette méthode utilise un polynéme
du premier degré qui passe par f, = f(a) et f, = f(b) :
fb_fa a(fb_fa)
P(z)=——0+ f, — ————,
1(2) =5 — "o+ f —_
L’intégrale approchée notée I= f; Py (x)dx se calcule alors mathématiquement ou géométriquement

(trapeze) et donne :

(b — a)(fa + fb)
9 )

I=

1.3.3 Programme Matlab

Dans cette section, on s’intéresse a calculer numériquement l'intégrale

2T
/ xe ¥ cos(2z).
0

En utilisent la méthode de rectangle. Pour cela on considere le programme Matlab suivant :

clear all; close all; clc;
a = 0; b=2%pi; n=100; dx=(b-a)/n;
x=a:dx:b; f=x.xexp(-x).*xcos(2.xx); int=0;
for ik=1:length (x)-1
0 xbar=(x(ik)+x(ik+1))/2;
f=eval (’fun’ ,6xbar);
int=int+dx=*func(ik);
end

22
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disp(strcat ('L’ INTEGRALE, PAR LA METHODE DU POINT MILIEU DONNE: ’, num2str(int)))
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Chapitre 2

Résolution de certaines EDP du

premier et du second ordre

2.1 Résolution des EDP du premier ordre

Dans ce chapitre, nous étudions une EDP d’ordre 1 linéaire de la forme suivane :

ou ou
A— + B— =D 2.1
o + Dy + Cu , (2.1)

avec A, B, C et D sont des fonctions contintiment différentiables sur un domaine D de R2.
Nous utilisons la méthode des caractéristique pour résoudre ce type des EDPs. On donne

I'exemple suivant "I’équation des ondes” :

Pu 0%

oz Capm v

En effet, nous avons

0*u 0*u 0 0 0 0

Nous supposons que les dérivées partielles de u d’ordre 2 sont continues, alors nous obte-

O L 9N (Ou_ ou) _,
ot " or ) \or T o) T
—_——

nons

donc, nous obtenons
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Alors, nous avons transformé cette EDP d’ordre 2 en une EDP d’ordre 1.

Soit I'exemple de I’équation de Laplace :

o
ox2  oy?

On pose le changement de variable suivant

ou ou

U:a—x et 8_y:

w,

en supposant comme l’exemple précédent que les dérivées partielles sont continues, alors

on obtient :

ow 0%u 0%u v ow 0% 0%u o

0r  ow0y oyox oy O oy o 022 om

Maintenant, on définit la méthode des caractéristiques, nous allons besoin de deux notions
importantes : les courbes paramétriques dans un domaine D C R? et la définition de la

dérivée directionnelle d’une fonction & deux variables.

Définition 6. On définit la courbe paramétrique o comme ['image d’une fonction : o :

I — D avec T — (z(7),y(71)), VT € 1.

Remarque 7. On peut voir o comme une paramétrisation d’une courbe C et le vecteur

(2'(7),y' (1)) s’appelle le vecteur tangent a la courbe C.

Exemple :

On prend une partie d’une cercle comme suit
T
210, = [ — R2
7 } 2

On définit la paramétrisation : o : (2(7),y(7)) = (cos(7),sin(r)). Le vecteur o'(%) =

(—¥2,L2) est le vecteur tangent au point o(T) = (%2, ¥2).

Définition 8. On définit la dérivée directionnelle d’une fonction f(x,y) sur un domaine

D dans la direction d’'un vecteur d = (dy, ds) par :

f ((%y) ;5> = lim

(f(x +tdi,y +ttd2) — f(x,y)) ‘

On peut réécrire cette formule comme suit :

of
dy + a—y

- 0 = -
f/ <(:c,y),d> = a_f dQZVf’(x’y)d

(z,y)

(z,y)
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SECOND ORDRE
(%y))

On note V f](x’y) le gardient de f au point (z,y) ou
Définition 9. La méthode des caractéristiques cherche des courbes (appelées "lignes ca-

of
) Oy

ox

(w,y

) 9
V fliay = (_f

ractéristiques” ) le long desquelles ’EDP se réduit a une simple équation différentielle
ordinaire. La résolution de I’EDO le long d’une caractéristique permet de retrouver la

solution du probléme original.
Nous avons besoin du Théoreme suivant.

Théoreme 10. (Théoréme d’inversion locale) Soit une fonction f continiment différentiable
en un point, si sa différentielle en ce point est inversible alors, f est inversible et son in-

verse est différentiable.

Définition 11. (Matrice Jacobienne)

Soit f est une fonction de R™ a valeurs dans R™ :

T f1 (l’l,...,l'n)

T, fn(xlw"axn)

Si les dérivées partielles de ces fonctions existent, la matrice Jacobienne s’écrit sous la

forme suivante :

ofh ... Oh
ox1 Oxn
Jp(M) = : :
Ofn ... Ofn
ox1 0zn

En utilisant les notions de vecteur tangent a une courbe C et de la dérivée direction-
nelle pour définir la méthode des caractéristique. Pour mieux comprendre cette méthode,
nous ’appliquons pour trouver la solution du probleme avec les conditions initiales
w(X(7),Y (1)) =F(1), Vrel.

Revenons & notre équation (2.1]), soit I'hypothése suivante (A(z,y), B(z,y)) # (0,0),
on considere les courbes paramétriques suivantes o : R — R? définie par s — (x(s),y(s))

avec le vecteur 7/(s) = (2'(s),y/(s)) au point o(s) = (z(s), y(s)). Donc, on pose :

dx dy
dS (x7 y) et dS (x7 y)

Soit u(s) = u(x(s),y(s)) lasolution sur ces courbes paramértiques ayant la paramétrisation
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o, on utilise la regle de chaines :

du _ouds oudy
ds Oxds Oyds

= A(r(s).y(s)) 5"

(2(5).(s)) Y | (o(5) ()
alors,

La courbe des valeurs initiales est
7= (X(7), Y(7),u(X(7), Y (7))
Pour chaque 7 € I, nous obtenons une courbe caractéristique

s (z(s,7),y(s,7),u(s, 7)),

avec (z(0,7),y(0,7)) = (X (7),Y(7), F (7)) pour tout 7 € I.

On suppose que la condition suivante :

o % % [0z oy ox dy 20
) = oy oy |~ \9s ) \or ar ) \ s '
ds Ot
A partir de cette condition, on peut écrire s et 7 comme des fonctions de x,y. Ceci est

le résultat du Théoreme des fonctions inverses. En remplacant les expressions de s et 7

dans u(s,7) on obtient la solution u en fonction de x, y.

2.1.1 Applications

Exemple 01 : l’équation de Transport

Soit I’équation suivante :

ou ou

- i = R >
8t+08w 0, avec wu(z,0)=f(z), VreR, t>0,

avec f(x) une fonction quelconque depend de z et ¢ constante positive.

En considerant les courbes paramétriques ayant une paramétrisation suivante :
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avec le vecteur tangent o’(s) = (2'(s),t'(s)) = (¢, 1), nous obtenons

dt 1 o dx
— = et — =g,

ds ds

on pose z(0) = zg et £(0) = to. En intégrant les deux équations différentielles on obtient,

t(s)=s+1ty et x(s)=cs+xy, VseR

On considere aussi la solution sur ces courbes u(s) = u(x(s),t(s)), nous appliquons la

regle de chaines :
du  Oudt Oudr Ou 8u_0

—_— -t —— = — 4+ c— =

ds Otds Oxrds Ot ox
on peut interpréter cette formule comme étant la dérivée directionnelle de u dans la
direction du vecteur tangent (z/(s),#'(s)) = (¢, 1) qui vaut zéro. Donc, u est une constante

sur les courbes s — (x(s),t(s)) = (¢s + xg, s + tp) avec s € R.

On utilise les conditions initiales (xg, to, up) pour trouver cette constante, il est a noter
que ces valeurs initiales peuvent étre paramétrisées par une courbe : o = 7,t) = 0,uy =

f(r) avec T € R. Donc, par un calcul simple, nous avons
x(s,7)=cs+T1, t(s,7)=3s, u(s,1)=[f(1).

Alors, s = tet 7 = x — ¢cs = x — ct. En remplacant dans I’équation de u et comme

u(z,t) = u(zo,0), on déduit

u(z,t) = f(x —ct), VreR.

Exemple 02
Soit le probleme suivant
@ + a:% =y
Ay ar 7
u(z,0) =z,

pour x € R et y > 0.

Nous considérons les courbes caractéritiques :

dy dx
Y S
ds °t ds

On pose o(s) = (y(s),z(s)) la paramétrisation avec o(0) = (y(0) = yo,x(0) = x¢), en
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intégrant les deux équations différentielles, nous obtenons
y(s) =s+1yo, x(s)=mxpe’, VseR.

Soit u(s) = u(z(s),y(s)) la solution sur les courbes caractéristiques, on calcule la dérivée

par rapport a s, nous obtenons

du  Oudy n Judxr  Ou n ou 3 (s + 10)°
_ = — —_— = — XrT— — = \{S
ds Oyds Oxds Oy oz 7 w7

en intégrant cette égalité, on trouve
1 4
u(s) = 1(3 +40)" + uo-

Maintenant, nous utilisons les conditions initiales (xq, 3o, ug), on exige que ces valeurs

initiales paramétrisées par la courbe suivante o = 7,4y = 0, ug = 7, donc

x(s,7) =7, y(s,7)=3s, wu(s,T)= 184 + T,

et par la suite, s =y, 7 = ze Y, en substituant dans I’équation de u, on en conclut que

1
u(z,y) = Zy“ + ze V.
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Exemple 03

Soit le probleme suivant

ou  Ou

- - — y+2z

oy + o7 +u=e ,
u(z,0) = 2°

pour x € R et y > 0.

On construit les courbes caractéristiques suivantes

de_ | dy_
ds 7 ds

1.
En intégrant ces équations différentielles en fonction de (x(0) = xg, y(0) = yo), on obtient
z(s) =x0+s, y(s)=yo+s.

on calcule la dérivée u/(s) par la méthode de la chaine, on obtient

du Oudr Oudr Ou Ou

= 4 = 4 = —y+2r —yo+2xo+s
ds 8xds+8xds 6x+8y ute ute ’
et donc p
d_z = —u+ e*yo+2xo+8. (23)

En utilisant la méthode de variation des constantes afin de résoudre cette équation
différentielle. Soit u(s) = u(0)e™* la solution de I’équation homogene %* + u = 0.

On remarque que v(s) = 2e*T2¥7% est une solution particuliere de I’équation (2.3)),

1
2
alors

1
u(s) = u(0)e™* + éeSHxO_yo.

Nous avons les conditions initiales par la paramétrisation suivante
(a:o =7,9 = 0,ug = 7'2) .
En remplacant dans les courbes caractéristiques, nous obtenons
x(s,7)=s+T1, y(s,71)=s,

et alors
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Par substitution dans I’équation de u, on en déduit que
2,y 1 2(z—y)+y
u(z,y) = (x —y)°e™ + Se :

On présente maintenant quelques exercices.

2.1.2 Exercices

Exercice 01

Chercher la solution du probleme a valeur initiale suivant

ou  Ou
a_Fc%ﬁt)\u_O, avec  u(r,0) = f(x),

pour t,z € R, A > 0 et f est une fonction donnée .
Exercice 02
Soit I’équation des ondes

Pu 0%

2
W_C@:O’ Vz,t € D de R,

avec u(z,0) = F(z) et %%(z,0) = G(a).

1. Ecrire I’équation des ondes sous la forme du systeme suivant

ou ou
a5 — CH. = U,
{ ou . o0 _ (24)

2. Résoudre ce systeme.

Exercice 03
Soit PEDP suivante : 92 o2
U , 07U
W_C @:F(ﬂf,t)

1. Ecrire L’EDP sous la forme du systeme suivant

ou _ O0u __
{E Cor = U

9 4 %Y = F(x,t).

2. Trouver la solution du probleme a valeur initiale :

a2u 282'& 8u
52 C g = F(z,t), avec wu(x,0)= f(x) et a(%o) = g(x).
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Exercice supplémentaire
Exercice 04

Montrer que 'EDP suivante

peut s’écrire sous la forme

0 0., 0 0 ou

ou u = u(x,t). Conclure de ceci que cette EDP est équivalent au systeme

ou _ LO0u o
5% — Coe = v — 2\,

v v ou __

2.2 Résolution des EDP du second ordre

Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur les EDP linéaires du second ordre.
Définition 12. On définit une EDP d’ordre 2 comme suit

0%u ou? J%u ou ou
A—+ B — A+ D—+F—+ Fu=40dG. 2.
5 + B + O + DL+ BG4 Fu=G (2.5)

Nous supposons que les fonctions A, B,C,D,E,F et G sont des fonctions de classe G

sur un domaine D de R2.

Nous présentons la proposition suivante pour classifier les EDPs d’ordre 2.

La nature d'une EDP dépend du discriminant A = B? — 4AC :
1. Si A <0, alors 'EDP est dite elliptique.

2. Si A =0, alors 'EDP est dite parabolique.

3. Si A > 0, alors 'EDP est dite hyperbolique.

Nous avons besoin la définition suivante.

Définition 13. La regle de la chaine est une formule sert a expliciter la dérivée d’une
fonction composée pour deuz fonctions dérivables.

Si une fonction u dépend d’une fonction x qui dépend d’une variable y (on suppose
du  dudx

que les fonction u, x sont dérivables) alors la dérivée dans ce cas : — = ——.
de  dxdy
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Nous présentons le Théoreme suivant.

Théoreme 14. La répartition par rapport a A est conservée par des changements de

coordonnées.

Nous considérons le changement des variables (x,y) en (£, 7). Soient & = £(z,y) et
n = n(x,y), On suppose que {(z,y) et n(z,y) sont deux nouvelles variables et qui sont
des fonctions de x et y ayant au moins des dérivées partielles d’ordre m < 2 continues sur

le domaine D et telles que le déterminant,

R RCIEREIE
~ O(z,y) % g_z IRCIYACH oy ) \ox /)’

n’est jamais égale a zéro sur D. Donc nous avons une nouvelle équation en utilisant ce

changement :

0% 0%u 0%u ou ou
A B’ C'—+D—+F—+Fu=04G". 2.6
56 B aear T Cla T D g+ E g, (2.6)

En effet, en appliquant la regle de la chaine, nous avons
Ou  (0Ou o0& ou an ou  (Ou o0& ou on
et
Pu (P [06? O%u \ [\ [ On O?u\ (On\° [ou\ [ 0% ou\ (9%
= () (5:) 2 wn) (20) (3)+(5) (52) () ()+ (50) (52)
et
Pu (0% [0 [ O¢ 0%u o0&\ [ On o\ (On 0w\ (Oon\ (On
s~ (w) (22) (52) (&) [(52) (3)+ () (B)) + (5%) (32) ()
ou 0%¢ ou 0%n
~(5) )+ (50) (5n)

Pu (0% [0 O\ [0\ [ O o\ (On\°> [ou\ [ 0% ou\ (0%
oy (%) (a—y) - (6’5877) (a@) (a@)*(%) (a—y) *(a—g) (@)*(a—n) (@)

Nous avons donc,
Ao a (%Y (%) (%) o (%Y
N Ox ox ) \ Oy oy) ’
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- TR OE-EE
() o ) () o (2

s )5S

o3

wea(Gh) (axay) ) p(g:) £ (5)

Donc, nous obtenons

<A<%>2+B<z—z> ()< (3)).

d’apres un calcul simple, on trouve

2
(B')? —4A'C' = (B* — 4AC) (%@ — %@> ,

avec J* > 0, et donc I'équation (2.5)) est conservée par des changements de coordonnées.

Afin de résoudre ces équations, nous allons utiliser ce changement de variable pour

obtenir des équations plus facile a résoudre appelées forme canonique.

Pour cela, on cherche (&,7) tel que A" =0 ou C’ = 0. Les équations A’ = C" = 0 ont

¢\ ¢\ (9 oe\" _
On divise sur le terme suivant "

_7&0

de la méme forme
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2.2. RESOLUTION DES EDP DU SECOND ORDRE

et par un calcul simple, nous obtenons

2

o€ o€
A % + B EZ%)) +C =0. (2.8)

D’un autre coté, pour un ensemble donné par

C, = {(z,y) € DIG(x,y) =7},

nous avons,

_ 4 _ oG  0Gdy _ dy _ (&)
dx dx ~ oz * oy dr 0 = dx (a_c)
9y

Donc, si on considere ’ensemble

C, ={(z,y) € D§(z,y) =7},

nous aurons,
0
dy _ (5)

o)

En remplagant la formule (2.8)) dans I’équation (12.7)), nous obtenons

dy 2 dy
A=) —B[|=> C=0
(dw) (dx) + ’

et par la suite nous trouvons deux équations caractéristiques suivantes, si A > 0,

dy B+VB—4AC  dy _B— VB —4AC
dr 2A Codr 24 '

En intégrant les solutions de ces deux équations, nous trouvons les deux courbes ca-
ractéristiques &(x,y) = ¢1 et n(z,y) = ¢y (voir les exemples ci-dessous). Par un change-
ment de coordonnées I’equation se simplifiera. Lorsque A = 0, une difficulté apparait,
nous n’aurons pas deux équations caractéristiques, mais une seule et aussi lorsque A < 0 le
résultat est complexe (dans ’ensemble des nombres complexes) dans ce cas nous utilisons

une autre méthode (on va voir dans la section suivante).

On présente le cas elliptique.
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2.2.1 Cas Elliptique

Dans ce cas A < 0 sur le domaine D, on obtient deux courbes caractéristiques a valeurs
complexes et les solutions sont conjuguées entre elles.
On trouve les courbes caractéristiques suivantes &(z,y) et n(x,y) = £(z,y), on utilise

le changement de variable suivant : o = &T" et g = 5;—2"

Exemple
Soit I’équation suivante :
Pu 0%
— +2°— =0, 2.9
ox? 0y? (2.9)
c’est une équation d’ordre 2 linéaire avec A = B? — 4AC = —422%.

Alors, cette équation est parabolique sur la droite x = 0. Si x different 0, I’équation
est elliptique.

Sur le domaine pour lequel I'équation est elliptique, on a 3y = iz, en utilisant la
méthode de séparation de variables nous avons deux solutions &(x, y) = y— %1"2 et n(x,y) =
Y+ %:1:2 qui sont conjuguées entre elles.

Les coordonnées caractéristiques sont a(x,y) = y et 5(z,y) = —%. En appliquant la

regle de la chaine, on obtient

u ou Ou Ou Pu O Ou 0 ( au) ,0%u  Ou

or  “98° 9y 0da’ 02 odzor ox\ “a3) "o ap
et
u_
oy2  0a?’
alors,
0%u 9%u ®u  Ou ou Pu  O*u 1 ou

0 e e

—+P— ==z

2 — —_— _—— = =
e ot Grts) " "T e tarE T o
2.2.2 Cas parabolique

Si A =0 sur D, on dit que I’équation est parabolique.
Exemple 01

L’exemple le plus célebre est celui de I'équation de la chaleur :

o _ o
ot 0x?

On cherche £(x,y) tel que A = 0, dans ce cas nous n’obtiendrons qu’une seule coordonnée
caractéristique &(x,y) car il existe une seule équation caractéristique. Pour trouver la

deuxiéme coordonnée 1(z,y), on prend une fonction quelconque de classe au moins € sur
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le domaine D avec

or oy| _ 050 0€0n
gz g_z Ordy Oyodxr "

Ezxemple 02
Soit 'EDP suivante
d*u 0%u d*u  Ou ou

ax2+6axay+9ay2_a_x+ a—y:o, (2.10)

I'équation est parabolique car A = b* — 4ac = 0, donc nous avons une seule courbe
caractéristique 3’ = 3, un calcul simple conduit a 3z — y = ¢. Par conséquent, on pose

&(x,y) = 3x —y, pour la deuxieme coordonnée caractéristique, on peut choisiir 7 = = avec

[ SIS _
AR
o 8—2 1 0

En appliquant la regle de la chaine, nous avons

ou_you _on
ox 06 on’
ou__on
oy 0¢’
Pu 9 ,.0u  Ou 9%u Pu  Ou?

52 = 9:%0e Yoy = %82 T Sae T o

Pu  Ou ( 0u)  0%u PPu

dxdy  ox \ o) oz acon’
O _
oy?  0€2

En remplacant les résultats précedents dans ’équation ([2.10[), nous aurons

Pu_ou on_
o o On

On présente maintenant le cas hyperbolique A > 0.

2.2.3 Cas hyperbolique

Si A > 0 sur D, on dit que I’équation est hyperbolique.

Pour bien comprendre, nous présentons quelques exemples

Ezxemple 01
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L’exemple le plus connu d’EDP hyperbolique est I’équation des ondes :

0’u  0%u

o Ox?
En effet, A = 1 > 0. Il est possible de transformer ’équation des ondes a un systeme
d’ordre 1 :
{ du _ ou _
ot oz ’ (211)
v v __
5+ 9. =0.

En effet, on considere I’équation suivante :
0 0 Ju  Ou
=+l -5 ) =0,
ot Ox ot Ox
—_———
et nous trouvons bien le systeme ([2.11)).

Exemple 02

On considere ’équation suivante :

2 2
,0°u  ,0%u

y@—xa—fzo, Y,y # 0.

C’est une équation hyperbolique car A = B2—4AC = 42%y? > 0. On cherche les équations

(courbes) caractéristiques :

dy _ b+ b? — dac _ 0 £ \/4x2y?

dx 2a 212

Par la méthode de séparation des variables, on trouve

d x
dy v
dx Y
donc,
Y + 2 y? — 2
C1 = ) Co =
2 2
On pose &(z,y) = y2;x2 et n(z,y) = yQJQF—QCQ sont des courbes caractéristiques.
Et par la suite, on obtient I’équation suivante :
0%u n ou 13 ou

oty 2 —iP)oE 2 —P) oy
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2.2. RESOLUTION DES EDP DU SECOND ORDRE

En effet, en appliquant la regle de la chaine,

ou ou ou Ou ou %

a—w——ma—é—FiCa—n, a—y:ya—g—i-y

et
Pu_ 0 [ 8u+ 5)u 72@_2282u+282u_%+@
o2 or \ o€ T 9e2 acon oz ac T d
et enfin,
0*u 0%*u 0%*u ou ou
27 = 2_:_4 2 2 . 2 2\ 77 2 2 Z——0.
Vom T o Y o (z +y)a€+(y x)an 0

0%u +({E +y?) Ou (y2—x2)8u_0 Pu n <8u>_ £ <8u>
Ton a6 P oog o ogon 28— \%E) 2@—p) \9y)

Remarque 15. On peut aussi utiliser un changement de coordonnées v = & + 1 et
g =¢—n,wapl) = vn) pour trouver une seconde forme canonique d’EDP qui
depend de (o, f3).

En appliquant le changement de coordonnées («, ) sur 'exemple précédent, soient

04+/J’ 5

a=E+net f=E&—ncequi donne £ = et n = en faisant les calculs suivants

du_ou o ou_ou o
o6 Oda 0B On 0Oa OB’
et
Pu  u B 0*u
00 a2 0p2’

alors on obtient,

ggn ° 2aﬁ)/2 (8u " @) ST (au au) ’

Ja  0f
Pu w1 (0w 1 (00 -
da? 0B 2 \ da 26 \08 ) '

On finira ce chapitre par présenter quelques excercices.

ainsi,

2.2.4 Exercices
Exercice 01

40
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Déterminer pour quels points (z;y) du plan, chacune des EDPs linéaires d’ordre 2

suivantes est elliptique, parabolique et hyperbolique.

2y 8%u 20%u _ qdu __
L. L rl 'ryaxay +y Oy? 38:): = 0.

2. m%—l—xya‘fgy —l—ygi;; — (z+3)% =0.

0%u 9%u 0%u du ou __ o

Exercice 02
On considere les EDPs suivantes
9%u 9%u u  Ou

—9 2 M 3u=0
0?2 0xdy + Oy? * o v

et
0%u 4 0*u +282u +@
0x? 0xy oy?  Ox

1. Déterminer leurs types, les équations caractéristiques, les coordonnées caractéristiques.

=0.

2. Réduire I'équation sous sa forme canonique.

Exercice 03

Soit 'EDP suivante :

0%u 4 0*u +282u +@
0x? 0x0y oy?  Ox

=0.

Déterminer le type de 1’équation, ses équations et ses coordonnées caractéristiques et
ensuite réduire I’équation sous la forme canonique.
Exercice 04
On définit 'EDP comme suit
0?u 0%u Ou  Ou

) 2 L 3u=0.
0x? 8x8y+ oy? +8y Ju=10

1. Déterminer le type de cette équation, les equations caractéristiques associent cette
équation.

2. Réduire cette équation sous la forme canonique.

Exercice supplémentaire

Exercice 05
Pour chacune des EDP linéaires d’ordre 2 suivantes
9%*u 0%*u 9%u ou

22— — — z? 4y— —3u =0
rr xyaxﬁy v 8y2+ Yor 24T
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2.2. RESOLUTION DES EDP DU SECOND ORDRE

et
202u_ 0*u —62@—1—%
0x? xy@x@y Y oy?  Ox

1. Déterminer les points du plan (x,y) ou ces équations sont hyperboliques.

=0.

T

2. Déterminer les coordonnées caractéristiques de cette équation sur le domaine ou

celle-ci est parabolique.

3. Effectuer le changement de coordonnées pour les coordonnées trouvées en deuxieme

question de facon d’obtenir I’équation canonique correspondante.
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Chapitre 3

Méthode des différences finies

Introduction

”L’objectif principal de ce chapitre est d’explorer ’application d’approximations numériques
pour aborder des probléemes complexes en mathématiques et en physique. Pour établir ces
méthodes, nous introduirons d’abord des définitions et des outils essentiels, qui serviront
de base aux développements ultérieurs. Ces concepts fondamentaux faciliteront notam-
ment 'étude de la méthode des différences finies, une approche robuste et largement

utilisée pour la résolution numérique des équations différentielles partielles (EDP).

3.1 Deéveloppement en série de Taylor

3.2 Développement de Taylor

Dans cette section, nous rappelons un résultat fondamental qui servira de base aux

approximations numériques dans les développements suivants.

Définition 16. Soit g une fonction (n+1)-fois dérivable sur un intervalle ouvert I. Soient
x €1 eth eR tels que x + h € I. Alors, il existe un réel o compris entre x et x + h tel

que :

n ()
g(:z:+h):g(:c)+Zg ( )hl—l—O(h”“),

7!
i=1

ou le terme d’erreur est donné par :

g("H)(a)

—thrl.
(n+1)!

O(h™) =
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Cette relation correspond au développement de Taylor, qui permet d’approcher la
valeur de la fonction g(z + h) en fonction des dérivées successives de g évaluées en x.
Le terme O(h™1) quantifie erreur d’approximation, laquelle tend vers zéro lorsque h

devient suffisamment petit.

3.3 Discrétisation du Domaine (Maillage)

Pour résoudre numériquement une équation aux dérivées partielles (EDP), il est nécessaire
de discrétiser le domaine continu dans lequel se pose le probleme. Cette discrétisation est
réalisée par un maillage, qui transforme un domaine continu en un ensemble de points

discrets ou les calculs peuvent étre effectués.

Définition 17. Un maillage est une discrétisation d’un intervalle ou d’un domaine
continu en un ensemble de points, appelés nuds, ou ’on va approximer les valeurs de la
fonction.

Les nuds sont les intersections entre les différentes subdivisions du maillage.

Exemple de Maillage

Considérons un domaine D = [0, L] x [0, 7] dans lequel une fonction w(z,t) de deux
variables (espace et temps) doit étre approximée. Le maillage de I'espace est réalisé avec

un pas v, et celui du temps avec un pas w. Cela donne la discrétisation suivante :
2 =i, i=0,1,2,..., M,

tj=jw, j=0,1,2,...,N.

Ce maillage décompose le domaine en une grille de points (x;,t;) ou les valeurs de la

fonction w(x,t) seront approximées.

3.4 La Méthode des Différences Finies

La méthode des différences finies est une approche qui consiste a approximer les
dérivées de la fonction au moyen de différences discretes entre les points du maillage.
Cette méthode est particulierement adaptée aux équations aux dérivées partielles (EDP)

et permet de les résoudre numériquement.

Définition 18. La méthode des différences finies consiste a approcher les dérivées par-

tielles d’une fonction w(x,t) auzr points (x;,t;) du maillage, ou i = 1,2,.... M et j =
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i-1,n |i,n i+1,n

Y

Maillage

FIGURE 3.1 — Exemple de maillage pour une fonction w(z,t).

1,2,...,N, par des différences entre les valeurs de la fonction w(z;,t;). Ces valeurs
discrétes sont notées wl = w(x;,t;).

Plus précisément, pour une fonction a une seule variable, on considére les points x; =
i, ou i = 1,2,..., M, et on approzimera la fonction w(x;) par les valeurs discrétes

w; = w(x;).

L’idée fondamentale de la méthode des différences finies est d’approximer les dérivées
de la fonction en utilisant des différences finies entre les valeurs de la fonction aux nuds
adjacents. Par exemple, pour la dérivée premiere, la différence finie de w(z) en z; est
donnée par :

dw(z;) _ w(rip) — w(w;)

~ 5

dzx Y

et pour la dérivée seconde :

d*w(z;) - w(riq1) — 2w(w;) + w(a:i,l)‘

dx? 192

Ces approximations permettent de résoudre numériquement les équations différentielles,

en remplacant les dérivées par des expressions en termes de différences finies entre les va-

leurs de la fonction sur le maillage.

Définition 19. Soient (X,T,u) un espace mesuré et g une fonction mesurable de X
dans R, on dit que g € LY (c’est-a-dire essentiellement bornée), ou ||g|| < +00, si et
seulement s’il existe M € Ry tel que |g(x)| < M presque partout (p.p.) dans X, c’est-a-

dire dans p-presque tous les points de X.
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Définition 20. On dit qu’un schéma numérique est consistant si la différence R{ entre
Papproximation de la solution d’une équation différentielle et la solution exacte converge
vers 0 lorsque w — 0 et ¥ — 0.
De plus, si existe une constante C' € Ry indépendante de la solution de I’EDP telle
que R{ vérifie :
1Rl < C (W +97), p>0,q>0,

alors on dit que le schéma est consistant d’ordre p en temps et d’ordre q en espace.

Définition 21 (Norme matricielle). Une norme matricielle ||.| est une norme sur un
espace vectoriel M, ,,(H) de matrices a n lignes et n colonnes, a coefficients dans un
espace H. Soit la matrice B a n lignes et n colonnes, on définit la norme de B comme
suit :

| Bx
IBl| = sup Bl
ackmaz0 |||

et la norme matricielle vérifie les propriétés suivantes :
1. ||B] =0,
2. ||B]| = 0 si et seulement si B =0,
3. ||AB]| = ||| B||, pour tout X € R,
4. |B+C <||B||+||C||, (inégalité triangulaire).
Définition 22. Une matrice carrée B est dite inversible s’il existe une matrice carrée

B~ (matrice inverse) telle que :
BxBl'=B'xB=1,

ot I est la matrice identité. Si B! n’existe pas, la matrice B est dite singulicre.

Définition 23. La matrice A = (aij)1<i<ni<j<n € Mn(R) est dite positive si ses coeffi-
cients a;; sont tous positifs. On dit également que A est monotone si A est inversible et

si son inverse A~! est positif ou nul.

Définition 24. On dit qu’une matrice A est définie positive si elle est positive et inver-

sible.

Définition 25 (Erreur de discrétisation). L’erreur de discrétisation au point x; est
définie comme la différence entre la solution exacte et la solution approchée au point x;.
La i-eme composante de la solution correspondant au schéma numérique est notée w;, et

lerreur de discrétisation est donnée par :

e = |w(x;) —w;|, Vie{l,2,...,N}.
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Définition 26. On dit qu’un schéma numérique est stable si la solution numérique reste

bornée dans L, indépendamment du pas de discrétisation.

Définition 27 (Erreur de discrétisation en plusieurs dimensions). L’erreur de
discrétisation dans un schéma numérique o plusieurs dimensions (par exemple, dans le
cas d’une équation auzx dérivées partielles) est la différence entre la solution exacte et la
J

solution approchée au point (z;,t;). Elle est notée par eg = w(w;, t;) —wl.

3.5 Construction d’un schéma

Soit u une fonction de classe C*. Si ) est suffisamment petit, nous pouvons obtenir les

développements de Taylor suivants :

w(z 4+ 9) = w(x) + Ju'(z) + %w"(z) + Ew(g) (z) 4+ O, (3.1)
w(x —9) = w(zr) —Jdw'(z) + %w”(w) — %w(?’)(x) + O(0). (3.2)

Apres un calcul simple, nous obtenons I’approximation de la dérivée premiere w'(z) :

r+9) —w(x)
v

qui est 'approximation a droite de w’(x). De plus, 'approximation a gauche est donnée

+0(), (3.3)

par :

+O(). (3.4)

Ces deux équations sont des approximations d’ordre 1 de w'(z). Une approximation plus
précise peut étre obtenue avec 'approximation centrée, donnée par :
w(r +1v) —w(x —19
() = WEED D) o, (3.5)

qui est une approximation d’ordre 2 de w'(z).

En ce qui concerne la dérivée seconde w”(z), 'approximation centrée est donnée par :

() = w(x +9) — 21:9(233) +w(z — ) oW (3.6)

C’est I'approximation centrée de w”(x).
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3.5.1 Dérivées partielles pour une fonction de deux variables

Soit w une fonction de deux variables (x,y). Les approximations des dérivées partielles

de w sont les suivantes :

00 ) = LD ) o)
0 ) = U Z0E 200 | o)
ow w(z +9,y) —w(x —39,y)

5 (O Y) = 55 + O(?).

Pour la dérivée seconde par rapport a z, 'approximation est donnée par :

5‘2_w( )_w($+19,y)—2w(w,y)+UJ(w—19,y)
azz Y T 2

+ O(9%).

Remarque 28. Les discrétisations que nous venons de discuter peuvent étre utilisées
pour résoudre de nombreux problemes en physique, notamment les équations aux dérivées
partielles (EDP) et autres problémes de mécanique des fluides, de transfert thermique, ou
de dynamique des systémes. L’application des schémas numériques permet d’approximer
les solutions de ces équations de maniére efficace, en particulier pour les problemes ot les

solutions exactes sont difficiles a obtenir.

3.6 Probleme elliptique

On considere le probleme suivant :

' e(e)u(e) = o), @ €lo,1], o
w(0) =a, w(l)=7p, '
avec g,c sont deux fonctions données, définies sur Q = [0,1], o, € R. Ce systeme

modélise le phénomene de la diffusion (par exemple le probléme stationnaire du I’équation
de chaleur).

On cherche I'approximation des dérivées de la solution de , on subdivise I'intervalle
[0, 1] en un nombre fini de sous-intervalles. Nous introduisons le maillage donné par z; = i
out=0,...,N+ 1 avec ¢ est le pas entre ces points, il est donné par : J = NLH

Alors, nous avons 0 = zg < 1 < ... < xy < y41 = 1. On prend ¥ assez petit pour
que le nombre de noeuds devient tres grand. A la frontiere de Q2 = [0, 1], nous avons zy = 0
et zy41 = 1. Pour tout 1 <4 < N alors w; = w(z;) et w(zg=0) = a et w(zyi1) = p.

construction du schéma numeérique
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On suppose que les fonctions g,c € C([0,1]) et w € C*([0,1]). Alors d’apres le

développement de Taylor au voisinage de x;, nous avons

2 193 194
w(zig1) = w(x;) +Jw'(x;) —|—7w”(:ci) +Ew”’(xi) + 2—4w””(§), 0<i<N,§E [z, Ti41),
et
2 193 194
w(zi1) = w(xi)_ﬂw/(l'i)"‘?w”(mi)_Eﬁ///@i)"‘ﬂwm/(ma 1 <i < N+1,n € [x1, 2.
Ce qui donne,
W (1) ~ w(@ipr) — 2w(zi) +w(zi)

192

Alors
| Wit — 2w + Wiy

(Fs) v

—l—ciwi:gi, iE{l,...,N},
wy = o, Wyt = B.
Ce probleme contient N équations et deux conditions supplémentaires. On peut réécrire

(Fy) comme

Mywy = by,

avec My une matrice tridiagonale définie comme suit

¢ 0 - o 0
0 o :
My=MP+ |+ -~ -~ i, (3.8)
cy—1 O
0 0 CN
et
w1y
Wa
Wy = :
WN-1
wN
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ou
2 -1 0 ... 0 g+
-1 2 -1 . 92
Mg@:% Do e et by = :
: -1 2 -1 gN-1
0 ... 0 -1 2 gN +

Ce probleme souléve au moins deux questions :
1. Peut-on avoir 'unicité de la solution de (Fy)?
2. Est ce que uy, converge vers la solution exacte ? dans quel sens ?

En d’autres termes, nous devons déterminer si la matrice My est inversible. La réponse

est donnée par la proposition suivante.

Proposition 29. On suppose que c(x) > 0, pour tout x € ), alors la matrice My est

symétrique et définie positive, par conséquent My est inversible.

Démonstration. 11 est facile de vérifier que la matrice My est symétrique. Il reste a prouver
que My est définie positive. Considérons un vecteur v = (v;),;«n € RY, pour c¢(x) > 0,
Va € (), nous avons
N
v Myv = vtMéd)v + Z civ? > vth,d)v,
i=1

)

Dong, il suffit de montré que Méd est définie positive, alors on a

ﬁQUtMéd)v = v} + (vg — U1)2 + -4 (on-1 — UN)2 + vy

N
:Z(vi—vi_l)Q—i—U?\, >0, Yv=(vy,v9, - ,0N).
i=2

Alors Mlgd) est définie positive. De plus, si vtMéd)v = 0, alors v;;1 —v; = vy = vy = 0.

Par conséquent v = vy... = vy = 0. ]

Consistance du schéma
Maintenant, nous voulons savoir si le probleme (Fy) est une bonne approximation de

probleme (3.7)). Pour montrer ce résultat on utilise la proposition suivante :

w (1) — 2w (z;) + w (1)
92

et donc nous avons le probleme discret suivant

(Low) (x:) = — +e(xi)w (),

(Low) (1) = gi-
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Nous avons besoin de la définition suivante sur la consistance du schéma numérique.

Définition 30. On dit qu’un schéma numérique est consistant si l’erreur de consistance
Ry = (Lyw) (x;) — g; tend uniformément vers zéro par rapport 4 x lorsque ¥ tend vers
0, c’est a dire :

lim || Ry )., = 0.

Proposition 31. On suppose que w € C*([0,1]). Alors le schéma Fy est consistant

d’ordre 2. De plus, il existe une constante C > 0 indépendante de w telle que

192
|Roll. < O30 € =sup ).
[0,1]

Démonstration. En utilisant la formule de Taylor et par (3.7)), on obtient :

Wit — 2W; + Wi

Ry = 72 + ciw; — Gi,
192
= —w" () + Ew(4) (&) + cowi — gi, (3.9)
192
N )
12w (S’L) )

pour & € ;1,7

Donc,
(a2
Ryl < sup|w'|—.
IRl < suplu¥l
0
Remarque 32. 1. On note par wy = (w(z;))1<i<y € R le vecteur dont les compo-

santes sont les valeurs prises par la solutions auz points x; de —w" + cw = g, alors
nous avons

Ry = Mg(wﬂ — qug). Ry € R".

2. On suppose que la fonction w™® =0, alors Uapprozimation de —w" :

() = 2w (i) —w (?‘21) —w (ﬂfwl)?

dans ce cas, [’erreur de consistance égale a zéro et donc le schéma numérique donne

la solution exacte en x; pour tout i € {1,...,N}.

Le principe du maximum de Hopf
L’idée de ce principe est de prouver que si une fonction satisfait une inégalité différentielle

d’ordre deux dans un domaine D de R" et atteint son maximum, alors cette fonction est

o1
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constante.
Nous commencgons par la proposition suivante qui donne une définition équivalent a
la définition 16

Proposition 33. Une matrice M est monotone (définition 16) ssi pour chaque v € R",

nous avons Mv > 0 alors v > 0.

Démonstration. (1) La condition nécessaire :

On suppose que M est une matrice monotone alors M est inversible, donc
v=M"*(Mv).

Nous avons alors

v; = Z(M_l)ij(MU)m

ot (M~1);; > 0. Alors, on en déduit que v; > 0 pour tout ¢ € {1, ..., N'}.

(2) La condition suffisante :

Soit M une matrice telle que Mv > 0 = v > 0, pour tout v € R™. Nous considérons
un vecteur v € ker(M) c’est a dire Mv = 0. On note que si Mv > 0 = v > 0, alors
M(—v) > 0= v <0, ce qui donne v = 0. Donc l'ensemble ker M est réduit au vecteur
nul.

eme

Soit b; : 1°¢ colonne de la matrice M et le e; : @ vecteur canonique, alors nous

avons
M_lezzbz:>M6126120:>szO,

pour tout ¢ € {1,..., N} et donc M~ > 0. O

Le résultat suivant montre le principe du maximum discret pour (Fy).

Lemme 34. Supposons que c,g € C°([0,1]) est une fonction positive, alors la matrice

My est monotone.

Démonstration. On pose
p=inf {w;,i € {1,...,N}}.

Nous voulons montrer que g > 0. On suppose par l'absurde que p < 0. Considérons
I'ensemble I = {i € {1,..., N} avec w; = p}. Clairement que I est non vide. Soit j le plus

grand élément de ’ensemble 7,

Wj = Hs
Wi < Wi, = 2wj < Wjp1 -+ Wj—1 = Wjt1 — 2’[1}]‘ + Wi—1 > 0, (310)

wj S Wj—1,
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Le schéma JFy est donné par

_U}j+1 — QUJj + Wji—1

p§2

=+ cjwj = gj> j = 1, N

Alors nous obtenons w;1 — 2w; +w;_1 = ¥?(c;w; — g;), comme g; > 0 et par 'hypotheése
pu=w; < 0etc; > 0onendéduit que cyw;—g; < 0. Par conséquent w;; —2w;+w;_1 <0,
alors ce résultat contredit (3.10]) et donc avec I'hypothese p < 0.

Nous déduisons que w; > 0 pour tout j € {1,..., N}, ce qui entraine le résultat suivant
Mywy > 0= wy > 0.
Alors, My est une matrice monotone. O

Proposition 35. Supposons que ¢ € C°([0,1]) est une fonction positive. Alors, la matrice

My est inversible.

Maintenant, on passe aux notions fondamentales de stabilité et de convergence du
schéma numérique Fy.

Stabilité et convergence du schéma numérique

Proposition 36. (Stabilité) Un schéma numérique est dit stable si pour toute fonctions

c et f continue et positives, il existe une constante C' positive (indépendante de ), tel que
M~ e < C,

en d’autres termes
[wslloo < Cllglloo-

1
Dans notre cas C' = 3 donc

_ 1 1
IM7 oo < 5 et Jlwolloo < 2llglloe

oo

-1
Démonstration. 1l est facile de voir que M (Méd) — Mﬁ) (Méd)> = Mq;l([—Mﬁ(ngd))—l) =
_ d)\_
My' — (M)~
On sait que ¢ > 0, (ngd) — Mpy) est une matrice diagonale a coefficients négatifs,

~1
donc M, 1>, My Uet (Mﬁd)) sont des matrices monotones. Par la comparaison des
matrices, on trouve
~1
< ()
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Alors X
N < ()

-1
(44°)
-1 -1
WMy) :WMy)e

~1
On pose b = <Méd)> e alors (Méd)> b = e, ce qui nous donne I’équation suivante

—w'" = 17
{ w(0) = w(1) =0, (3.1)

nous allons montrer que

= %. Nous avons

, e=(1,...,1)%

[e.9]

qui possede comme solution

w(e) = -2,

avec w¥ (x) = 0. Ce qui implique d’apres la remarque 32| que,
bZ:'lU(l’l), Vi € {1,,N}

Alors

1
Bl < sup (o)l = .
z€]0,1]

O

Théoréme 37. (convergence) Soit c € C°([0,1]) une fonction positive avec w € C*([0,1]).

Donc le schéma numérique Fy est convergent d’ordre 2 pour la norme |||, de plus, on a

max |e;| < 1 Hw(4)|| V2.
1I<isN 96 >

Démonstration. On pose wy = (w1, ws,...,wy,)" et wy = (W(xy), W(xa), ..., W(x,))".

D’apres la remarque , nous obtenons
My(wy — wy) = Ry,

avec Ry représente l'erreur de consistance. Par conséquent,

11

[0 = wll o < [|MyH] I1Rsllo < FSE

1
(4) - 4)
Hw Hoo - 96 Hw H

S
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3.7 Probleme parabolique

Nous considérons le probleme de la chaleur suivant :

o _ pPu (z,t) € [0, L] x [0,T7,
w(z,0) = wo (), (3.12)

w(0,t) = w(L,t) =0,

la deuxieme équation de ([3.12) représente la condition initiale, et la troisieme équation
représente les conditions aux bords, w(x,t) représente la température en un point x de
I’espace et a l'instant ¢. Ce systeme modélise la propagation de la chaleur dans une tige.

Le théoreme suivant montre ’existence et 1'unicité de la solution :

Théoréme 38 (Existence et Unicité). Soit wy € C (]0.L[,R), alors il existe une solution
unique w € C*(]0.L[ x ]0,T[,R) du probleme (3.12)).

Pour chercher la solution approchée, on construit un maillage en temps et en espace.
On note z; =i , avec i =0,...,nett; = jwou j =0,...,m. La discrétisation consiste
a se donner un ensemble de valeurs avec ¥ = %, et w = % On cherche a déterminer
la solution aux points x; et ¢; : w(x;,t;), on note ces valeurs par w}, i = 0,...,n et
3=0,...,m.

En utilisant 'approximation a droite pour la dérivée partielle par rapport au temps
t, nous avons

o :
ow wl ™ —w!

a, i;t' ~ T
8t (:L‘ ]) w

et approximation centrée pour la deuxieme dérivée par rapport a ’espace x :

0*w wl,, — 2wl 4+ w’!
($i’ t]) ~ i+1 7 i—1 )
0x? 9?2
En remplagant dans (3.12]), on obtient :
j+1 j . . .
u—i-l%@wg—wf_l—wfﬂ) =0, ¢=1,...n, n=1,...m,
w =wo (z;), ©1=0,...,n,
wé:waH—O, 7=0,...,m.
Ce qui donne le schéma suivant
wl™ = (1= 2\)w! + Mol + \wl, |, (3.13)

avec \ = %.
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1 ..
1 explicitement en

Ce schéma est explicite car on peut déterminer les valeurs w]
fonction de wy.

De méme, si on approxime a gauche on aura que

ow ~w(r,t) —w(z,t —w)
ot (x“tj) - w + O(w)7
donc, . .
ow (24,t;) ~ wl —w]”!
82& i by) ™~ w )

en substituant dans I’équation de la chaleur, on trouve

wzj - wg_l _ Dwsz - 2“’{ + wzj"fl
— o
Alors,
(1 20l =
ou A= D

Cette derniere s’écrit sous une forme matricielle,
j+1 _ J
Wit = MW7,

avec Wit = (Wit ..WJ{,+1)t,Wj = (Wi, '7W]{/)t et

142\ =) 0 ... 0
A 14+2" —X ... 0
M = *
—-A
0 0 -\ 142\

Cette méthode est dite implicite .

On peut aussi construire une combinaison convexe des deux schémas précédents de la

facon suivante :

V2 V2

Jj+1 J J+1 Jj+1 Jj+1 J J J
w; Wy lD wity — 2w A wity i Wiy — 2w +wiy
w 2 ’

ce schéma est dit schéma de Crank-Nicolson.
Consistance du schéma explicite

Soit ] = w (x;,t;) est la solution exacte en z; et t; de (3.12)). On définit I'erreur de

consistance comme étant la différence entre la solution exact et la solution approchée de
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(3.12). Pour le schéma explicite de (3.12)), il y a deux erreurs de consistance : l'erreur de

consistance par rapport au temps R et 'erreur de consistance par rapport a lespace R},

on pose Rl(j) = R+ R) on :

. ﬁ)ﬁ_l—@j ow A~ D i i i aw2
R} = % T (23, t;) et R} = 52 (2w] — @], — ;) + Dw (i, 5),
on en déduit - :
A A U B
R = % -5 (@, + Wl —2u]) .

Théoreme 39. Le schéma numérique (3.13)) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre
2 en espace, c’est-a-dire :
—w] D

. w: i i ~ ]
|R| = | = — = (@l + @, — 26])| < C (w+ 7).

Démonstration. Nous utilisons le développement de Taylor, on suppose que (&,t,) €
[0,L] x [0,T],£=1,2,3 et uecC*:

iy w? 0w
=W

~it1 aw
i ; +W§ (@i, t5) + B (&1,t1)

w

et
~7 ~1 2 92 3 4 94
Wiy = W] = 9GE(wisty) + 55 (w0, 1)) — T G5 (i ty) + 558 (G, t2)

Wy = W)+ 92 (2 ) + DL (g 1)+ DL (g 1)+ LD (g )

On en déduit que,

@t -l ow w 0%w
T - E (miatj) 2 atQ (fbtl)a
et
D, _. » s ow? 92 [ 0*w O*w
52 (W) +w]_, —2uw]) = DW (23, t5) + Dﬂ (w (&, t2) + e (53,t3)) -

Donc, comme w est la solution de I’équation de la chaleur, nous avons

T
w,fr —w] D

T :

» » » 1 0%w 92 (0% O*w
Wy + Wy —2uw])| < 92 (

(617t1)w+Dﬁ 8_9;5 (2, 2) + e (53,t3)> :

Alors,
|R!| < C(w+9?),
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ou,

197
C = max <H§8_2:: (fl,tl)

D *w O*w
E H (@ (&, t2) + et (f37t3))

)

Lo

Stabilité
L’objectif de cette section est de montrer la stabilité du schéma numérique, c’est-
a-dire de conserver numériquement les résultats mathématiques. Notez que le probleme

parabolique a le résultat suivant :

lw (@, )]l = [lwo(2) o
Lemme 40. Si la condition 5
w 1
A= — < = 3.14
92 — 92’ ( )
alors (3.13)) est L™ stable c’est-a-dire :
I <
Jmaxfu] < [l (3.15)

Démonstration. Soit le schéma (3.13)) :

w™ = (1= 2\)w! + Mol + \wl, |,

oﬁkz%.

Pour montrer 'inégalité (3.15)), il faut montrer les inégalités suivantes

. ,
max_w!" < max w!,
i=1,.,N i=1,.,N

. i1 . ;
min wf > min_ w].
i<N i=1,..,N

Par la condition (3.14)), nous avons 1 — 2X > 0 et w? ™) est une combinaison convexe de

J g J J— J ;
w;, w;_, et wy, ;. On pose M’ = maxwj, ce qui donne

...,

w] < (1=20)M7 + AM? + AM7, Vi=1<N,

alors,
UJJ ! < Mj
1 —_ 7

et on obtient
M+ < M,
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Par les mémes étapes, on trouve :

. i1 . ;
minw! " > minw?.

<N

Donc,

max (wf“) < max w? et 111%1]{[1 (wi ) > min w?.

i<N i<N

i<N

Jj+1

Le théoreme suivant donne les résultats principaux de convergence du schéma expli-

cite :

Théoreme 41. Sous la condition du CFL (Courant Friedrichs Lewy) (3.49) et les hy-

pothéses du théoréme d’existence et d’unicité, il existe C' > 0 tel que

HegﬂHw < He?HOOjLTC’(u)—i—W), pour touti=1,... Netj=0,...,M—1.

Si 9, w — 0, et [|e)]| . =0 le schéma est dit convergent.

Démonstration. Soit @] la solution exacte aux points (z;,¢;). L'erreur de consistance

s’écrit - )
] —w! D,
Wi Do
w 92
le schéma numérique vérifie :
- .
w™ —w! D
w 92

~7 ~7 _ nJ
L wi—l—l) = Ry,

— =5 (2w] —wl, —wl,) =0.

En soustrayant (3.16)) et (3.17)), nous obtenons :

Jj+1 J
€ — €

w _@( !

J J J _ pJ
2e; — €149 — ei*l) = I

77

on peut réécrire I’équation précédente (3.18)) comme suit

et = (1 —2\)el + el + ey, +wR..

On pose |e?]| = max e, Par la condition (3.14)), nous obtenons
1’_

(1—2\)el + Xel_, + Ael,, < le’]].. -

29
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En appliquant le Théoreme |39 nous trouvons
eI < €Y + wC (w+9?),
et nous utilisons la récurrence par rapport a j, on obtient

le™ . <
(2 oo —

ez(-O)H + MwC (w + 7).

3.7.1 Programme Matlab : Probleme de la chaleur

Notre objectif est de dessiner la solution de probleme de la chaleur par 1'utilisation
du schéma numérique convergent. Notre objectif est de déterminer 'importance de la
condition de stabilité du CFL.

Soit le probleme suivant :

ow _ ndw
ot Ox2)
w(0,2) = wo(x), x€[0,1), te[o1) (3.19)

w(t,0) =w(t,1) =0.

On note A = D, et donc nous avons le schéma explicite suivant :

wl™ = wl_ |+ (1= 20w + . (3.20)

On prend les valeurs suivantes : D = 1, les pas ¢ = 0.02 et w = 0.0004. La température
initiale est wo(z) = sin(7x) et les conditions nulles aux bords pour x = 0 et z = 1.
Le code Matlab pour effectuer ces calculs est le suivant :

clear all;clc;
L =1.; %Llongueur de la tige
T =1.; %letemps final
maxk=2500; %Le nombre du temps
dt = T/maxk; %le pas dutemps
n = 50; %nombre de descritisation en espace
dx = L/n; %le pasde l'espace
cond = 1/5;
b =4.xcondxdt/(dx*dx) % La condifion de stabilite (CFL);
T=zeros (n,maxk);
x=zeros(l,n+1);
time=zeros (1 ,maxk+1);
for i=1:n+1
x(i) =(i-1)=dx;
w(i,l) =sin(pixx(i));%latemperature initiale : sinus.
end
% Les conditions aux limites (T=0)
for k=1:maxk+1
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w(l,k) =
w(n+1,k)
time (k) =
end

for k=1:maxk % Boucle dutemps

for i=2:n; %Boucle de l'espace

w(i,k+1) =w(i,k) + 0.5%bs(w(i-1,k)+w(i+1,k)=2.5+w(i,k)):
end

end

mesh (w)

xlabel (’x’,’ fontsize’, 20)% espace

ylabel(’t’,’ fontsize’, 20)

zlabel ("w(t,x)’,  fontsize’, 20)

%title(’solution numerique”)

0.;

0.
(k-1)=dt;

Nous trouvons les figures (A) et (B) dans Figure [3.2]:

1
Remarque 42. I] est clair que si la condition du CFL (b = 0.3 < 5) est vérifiée alors
le schéma numérique est convergeant (la figure (A)) sinon il est divergeant (on peut voir

une illustration directement dans la figure (B)).

Méthode Implicite
Cette méthode est inconditionnellement stable (quels que soient ¥ et w les erreurs
causées par le schéma numérique n’explosent pas au fil des itérations).

Nous utilisons les approximations suivantes :

ow _ wl—w]
ot w )

Gl o Gl Gl 3.21
82w _ Wipq 2wy 4wy ( )
ox? 92 '

On pose A = D3 et donc on trouve :

w! = = w14 20w/t — /\wfill (3.22)

1

On peut réécrire le schéma (13.22)) sous une forme matricielle :

(14+2) =x 0 - wlt! w] + \w} w] w}
Y 0 w) ™ w) w) 0
2 _ 2 _ '2 T\
- :
0 = (1+2y) \wdh)  \who+aw))  \wl, wl

On trouve le graphe Figure [77] Le code de Matlab associé au schéma implicite :

function Implicite

clear ; clc; close all;

D=1; %le coefficient

m=1000; %nombre de I'espace

n=1000; %nombre du femps

space=1; time=1; %l espace et temps : les intervalles
dx=space/m;dt=time/n; %les pas
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(A)

wi(t,x)

102

0.5 —

wi(t,x)

05 —

1
FIGURE 3.2 — (A) : Stabilité du schéma explicite : b = 0.3 < 5 (la condition CFL (Cou-
rant Friedrichs Lewy)) ,

1
(B) : Instabilité du schéma explicite : b = 1.030 > 5

sigma=Dxdt/(dx=dx);

a=diag(1+2+sigma=xones (m+1,1))+diag(—sigmaxones(m,1),1);
a=a+diag(-sigma*ones(m,1),-1); % definirla matrice a
w0j=0;w1j=0; %les conditions aux limites

sides=zeros (m,1); sides (1)=w0j; sides (m)=wlj;
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0.8 —

FIGURE 3.3 — La solution approchée par 1'utilisation de la méthode implicite pour b =
1.03. Dans ce cas le schéma explicite est instable mais le schéma implicite

est inconditionnellement instable

w=zeros (m,n);
t=zeros(n+1,1);x=zeros(m+1,1);
for i = 1:m+l

x(1)=(i-1)*dx;
w(i,l) =sin(pixx(i))"2;
end

for j=1:n

t()=(j—Dxdt;

end
for j=1:n
w(:,j+l)=a\(w(:,j)+sigma=sides(j));
end
mesh(w’);
xlabel (’x’,  fontsize’, 20)% espace
ylabel(’t’,’ fontsize’, 20)
zlabel ("w(t,x)’,  fontsize’, 20)

3.8 Probleme hyperbolique

L’exemple le plus simple d’une équation hyperbolique est I’équation de transport. Nous

présentons la méthode des différences finies pour résoudre numériquement cette équation

linéaire. Nous considérons le probléeme suivant

ow  Ow _,
ot “or

w(z,0) = wo(z),

63
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La solution exacte par la méthode des caractéristiques du probleme ([3.23)) est donnée
par
w(z,t) = wo(x — ct). (3.24)

Nous appliquons I'approximation par différences finies a 1’équation ([3.23)), on discrétise
t et x. On note par (z; =i, t; = jw).

Le maillage en t et z, avec ¥ et w sont les pas de x et t, respectivement. On va
suivre les mémes démarches que celles du probleme parabolique, nous allons représenter

I'approximation de la solution w(z;,t;) par wg )

Le schéma numérique associé a (3.23)) est

Ml -l | |
! L+ec 3 =0, pouri=1,...N, j=1..,M, (3.25)
w

w

avec la condition initiale :

w? = wo (x;) .

Il existe d’autres types d’approximations :

Une approximation a droite :

1 J

wl, , —
Y L et =0, pouri=1,...N, j=1,.., M.

On peut aussi approcher %U par I'approximation centrée, on trouve

Jj+1 J J J

ST wl, ., —w:_ ) )

‘ L +c Z+1219 =1 —0, pouri<N,j>O0.
w

w

Consistance du schéma Dans cette section, nous nous concentrons sur le schéma
(3.25)). Nous avons le théoréme suivant.

Théoreme 43. Le schéma numérique (3.25)) est consistant d’ordre 1 en temps et d’ordre

1 en espace. On définit lerreur de consistance R! par

A ;
7 1 K 11— — ) .2
— te— R] (3.26)
De plus,
|Rl| < C(w+7), (tz)el[0,T]x][0,L]. (3.27)

ou T est la valeur mazximal de temps, et L est la valeur maximal de [’espace.
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Démonstration. On pose v = w(w;,t;), par le développement de Taylor, on trouve

, ; ow 92 0%w
/Uz?—&—l = UZ + 19% (xbt]') + ?w <£17t1)7 glatl S [07 L] X [OaT]a
et o 282
; ; w w w
Ufrl = UZJ +w§ (.Ti,tj) + ?W (52,752) > 51,751 € [O,L] X [O,T]

Donc, par un calcul direct, nous obtenons

vl —vl T =] ow ow w Pw 19 62
e+ ~ (i, ) + ‘o (@5, t5) = 292 (€2,t2) + (51’ h).

w

or 22 (z;,1;) + ¢%% (;,t;) = 0, nous arrivons &

Uf—vf_1+vf+1—vg w@Qw(f t)+1982w(
& = — I,
9 w 2 9t2 >0 T2 g2

6171;1) .

Ce qui conduit a ’estimation :

|R| < C(w+9),

ou
o 1 9*w 9*w
= — max )
2 [OL OT] o2 [OL]X OT] Ox2
O
Stabilité du schéma
Nous fournissons le théoreme suivant.
Théoréme 44. Si la condition
V< cw, (3.28)

est vérifiée, alors le schéma numérique (3.25)) est L™ stable c’est-a-dire :
maxc [wy] < [|w’]| .
Démonstration. On pose A = <, le schéma s’écrit :
w{“ = wg (I—=XN)+ )\wl{l.
Sous I’hypothese , les coefficients A et 1 — \ sont strictement positifs ou nuls et donc
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w! ™ représente une combinaison convexe de w? et w’_,. Alors, on a :
w! T < M (1= N\) 4+ MM, (3.29)
olt M7 = max |w]|.
i<N
on en déduit que
Mt < MY
— )

en utilisant les mémes calculs, on obtient
mitt > mi.
avec m’ = min;<y |w]|, Par conséquent,

max w!t < max w?,  min w!*' > min_ w).
i=1,...,N i=1,...,N i=1,...,N i=1,...,N

Convergence

Nous sommes maintenant préts a donner le résultat de convergence du schéma ([3.25)).

Théoréme 45. On suppose que wg € C*(R,R) et w(x;,t;) la solution exacte du probléme
de transport aux points (z;,t;). Soit wf la solution approchée par le schéma numérique

([3.25) avec w) = wo(z;) pour tout i € {0, ..., N}, on suppose aussi que la condition ([3.28))
est vérifiée. Donc, il existe Cp > 0 (ne dépend que de T et wy) telle que :

sup |w! — w (z;,t;)| < Cp(w +99).
1<i<N
0<j<M

Démonstration. Nous considérons le schéma numérique (3.25). L’erreur de consistance

vérifie : - ‘ , ,
Wit Sl wl —wl
! ! : — =R/ 3.30
e BRCELC (3.30)
et
|R!| < Clw+1). (3.31)
Le schéma numérique s’écrit
Jj+1 J J J
! — wy w: — w:
o S S =0, powrie{1<i<N}j>0. (3.32)
W
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En soustrayant (3.30) et (3.32) et en posant e/ = w! — w (, t;), on obtient

j+1 7 J J

! — e’ e —€_ .

K3 3 +C (3 7 — _Rg,
w Y

€

donc,
e = (1-Nel + el | —wR.

7

Sous I'hypothese du (3.28), on a (1 — A) > 0, nous posons

E' = sup |€].

i=1,...,.N

Comme 0 < X\ < 1, nous utilisons I'inégalité (3.31]), alors
et < B+ wC(w + ).
Ainsi,
B < B 4 wCO(w + 9).

Par récurrence pour tout j, on obtient
B’ < E° + jwC(w + V).

Pour E° = 0, on trouve
E7 < jwC(w +9).

Remarque 46. Pour l’équation de transport le choiz de l’approximation % dépend de la

ow .

constante ¢ € R. En effet, si ¢ > 0 nous prenons l'approzimation a gauche pour g

n n
ow _w'—wi,
Oz v, ’

sinon si ¢ < 0, nous prenons l’approximation a droite pour g—gg, c’est a dire,

8_w Wiy —wy
or 0
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3.8.1 Programme Matlab : Probleme de transport

On cherche une approximation numérique de la fonction w pour ¢t € [0,7] , z € [0, L],

solution du probleme suivant

%w + ca%w =0,
w(0, z) = wy(x), (3.33)
w(t,0) =w(t,L) =0,

avec une vitesse de transport ¢ constante positive et une fonction wgy donnée, x est la
variable de l'espace (z € [0, L]), t est la variable de temps (¢ € [0,77]), T" durée temporelle
maximale de ’étude. Comme remarque, on peut dire qu’il faut limiter le temps de T" car un
programme ne peut pas atteindre 'infini, ou il ne peut pas faire une infinité d’itérations.

On introduit les notations suivantes :
1. le pas du temps w et les temps discrets t; = jw, j=0,1,..., M,

2. le pas de 'espace ¥ et les points discrets x; =), i=0,1,..., N,

3. ] Papproximation de u en (z;,1;).

i

On pourra, par exemple, utiliser la condition initiale suivante
wo(x) =1, si, z<0.5

et aussi,

wo(z) =0, si x> 0.5.

Le schéma numérique associé est :

Wit = w] —es(wl —wl,), j=0,1,0 M,i==0,1,..., N, (3:34)

3 K3 19

Nous obtenons le graphe suivant

Le code de Matlab associé :

clear;clc;close all;
% Parametres pour definir I'equation de Transport
Lmax = 20.0;%Longueur maximale
Tmax = 10.; %Temps maximum
¢ = 3.0; % Vitesse de Transport
maxt = 800;% Nombre de pas de temps
dt = Tmax/maxt; %N =500; nintf=15; dx = Lmax/n;
b = cxdt/dx
%La condition initiale
for i = 1:n
if i < nint
w(i,l)=1.;
else
w(i,1)=0.;
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FIGURE 3.4 — La solution approchée par la méthode explicite

end
x(i+l) =(i—-1)*dx;
end
%Les conditions aux limites
for k=1:maxt
w(l,k) = 1.;
w(n+1,k) = 0.;
end
for k=1:maxt-1
time (k+1) = (k-1)=xdt;
end
for k=1:maxt-1 % Boucle du femps
for i=2:n %Boucle de I'espace
w(i,k+1) =w(i,k)=bx(w(i,k)-w(i-1,k));
end
end
%Simulation graphique
%subplot(1,2,1)
%plotx,u:, 1), - x,u(:,10),-" x,u(:,50),-" x,u(:,100),-")
%subplot(1,2,2)
mesh (time ,x,w)
xlabel (’x’,’ fontsize’, 20)% espace
ylabel(’t’,’ fontsize’, 20)
zlabel ("w(t,x)’,  fontsize’, 20)
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3.9 Probléme d’onde

On considere le probleme suivant :

( 0*w 0*w
W(az,t) — w(m,t) =0, pour (z,t) € Q x Ry,
w(0,t) = w(L,t) =0, pour t € RY, (3.35)
w(x,0) = wy(x), %—Z)(:c,()) = wy(z), pour x € ().
\

Avec wg, w; sont les conditions initiales, et Q = [0, L]

Ce probleme modélise le mouvement d’une corde vibrante, la fonction w représente le
déplacement vertical d'une corde élastique de longueur L au point x. Les fonctions wy et
wy désignent respectivement le déplacement initial et la vitesse initiale de la corde.

Solution générale

La solution générale a été présenté par D’Alembert sous la forme :

wo(z — ct) + wo(z + ct) N 1 /x+ct

w(z,t) = 5 % wi (y)dy,

r—ct
ot ¢ = 1. Notons que si wyg € C"(Ry) et w; € C"'(R,) alors dans ce cas w € C"(R,).
Nous observons que la solution explicite ne dépend que de la condition initiale.

Schéma numérique

On utilise I'approximation centrée pour la dérivée seconde par rapport a ¢t et . On
note la solution approchée par w}'. Nous utilisons le méme principe que celui qui a été
utilisé dans le probleme parabolique pour approcher la dérivée seconde. Nous obtenue le

schéma numeérique suivant :

n+1 n n—1 n n n
wiT = 2w wi Wiy — 2w+ wit
w? 192

=0,
avec les conditions aux limites suivantes wy = wi; = 0, pour tout n € N, et les conditions
initiales sont discrétisées comme suit :

w; = wo (z;) .

; = w (x;) .

w

Remarque 47. Dans le cas ou les conditions aux limites sont périodiques, alors :

L0 i
e :/ wy(x)dx.

Ti—1/2

Pour écrire le schéma numérique sous une forme explicite, nous définissons la matrice
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tridiagonale Méd)( voir (3.8])), alors
w'tt = (2] — w2M7§d)> w" —w"

avec I la matrice identité et w™ = (w}'),, <y € R™

On peut aussi définir le schéma numérique implicite comme suit

n+1 n n—1 n+1 n+1 n+1
wi — 2’(1)1 + wi . wi+1 - sz + wi*l
w? 92

=0, (3.36)

avec la méme discrétisation des conditions aux limites et initiales.

Cependant, on peut appliquer la méthode de Crank-Nicolson pour 0 < 6 < % :
wit —2wrqwl Tt ew?:ll — 2w + il
w? 92
_(1—20) wf+17211;12;l+w?71 _ ewy;11—2w§;;*1+w;:f —0.
Stabilité de Von Neumann
La stabilité par rapport a la norme || - ||o du schéma explicite (ot I'un des schémas

précédents) pourrait étre analysée en utilisant la forme matricielle. Cependant, Cette
analyse est basée sur la décomposition de I'erreur numérique en série de Fourier.

On peut utiliser I’approximation par la méthode d’analyse de Fourier lorsque les condi-
tions aux frontieres sont périodiques.

On écrit le mode de Fourier sous la forme suivante

wp = ¢(p)" exp (2impr;), w;=jv, peZ, (3.37)

avec ¢(p) est appelé le facteur d’amplification, on peut le trouver par l'injection de la
solution ([3.37)) dans la définition du schéma numérique.

Pour tout ¥, le schéma numérique est stable seulement si le facteur d’amplification
vérifie

lo(p)| < 1,

pour tout p € Z.

Nous avons la Proposition suivante.

Proposition 48. Le schéma numérique (3.36)) est stable au sens de la norme L* sous la
condition du CFL : % < 1.

Démonstration. En appliquant la transformation de Fourier sur le schéma ((3.36)) par rap-
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port a x, nous avons

F(w)"(p) — 2F (w)"(p) + F(w)"*(p) B exp(ivp) — 2 + exp(—ivp)
w? 92

@"(p) =0, (3.38)

ce qui conduit a

Fw)"(p) — 25 (w)"(p) + F(w)"'(p) 4 ., (ﬁp

n+1
On pose le vecteur u"(p) = W) , alors
w™(p)

)" (p) = ( F(u)"+ (p) ) _ ( 2—a’(p) ~1

w" (p)

ol a(p) = 24 sin (%) :
On calcule les valeurs propres A; et Ay de la matrice F(p) qui sont les racines du
polynome :

N —\(2—ad*(p)) + 1.

On calcule le discriminant A(p) = a?(p)(a®(p) —4). Une condition nécessaire pour montrer
la stabilité de Von Neumann est que ¢(F(p)) < 1. Soit w,(z,t) = sin(px) exp(Lipnt), la

solution particuliere de (3.35)), nous remarquons que
|wy(z,t)] < 1.

En utilisent la décomposition de 'erreur en série de Fourier on trouve que la condition
o(F(p)) < 1 est équivalente & A(p) < 1 quel que soit p € Z. Par conséquent, A(p) < 1

si et seulement si a(p) < 2 et cette condition est vérifiée pour tout p € Z si

Y<1
5 =1
O
Un résultat similaire pour le schéma de Crank-Nicolson.
Lemme 49. 1. Sz& << % alors le schéma numérique (3.9)) est inconditionnellement

stable au sens de la norme L?.

2. 510<60< i, le schéma (3.9)) est stable au sens de la norme L* sous la condition
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de CFL (Courant Friedrichs Lewy) :

SRS

1—46

3.10 Exercices

Exercice 01 :

Exercice 02 :

Exercice 03 :

On s’intéresse au probleme elliptique unidimensionnel suivant :

—u"(x) + 2u(zx) =z, x€]0,1],
u(0) =1, (3.40)
(1) 4+ u(l) =0.
Ecrire une discrétisation de (3.40) par différences finis pour un maillage uniforme.

Ecrire le systeme linéaire obtenu.

On considere le probleme :

w(0) — u'(0) = a, (3.41)

avec a,b € R.

Ecrire le schéma de différences finis avec un pas constant et écrire le systeme lineaire

obtenu.

On cherche a trouver un schéma numérique qui converge du probleme suivant

Qw _ w _w(t,z) =0, (2,t)€]0;1]x RY,
w(z,0) = wo(x), (3.42)

w(0,t) =w(1,t) =0, teR".

Soit ¥ = %, avec w > 0, on discrétise (x,t) ou z; = iw , i =0,...,N et t, = nv
avecn = 1,..., M . On pose 0} = u(x;,t,) est la solution exacte en (z;,t,) et w}

la solution approchée de w?'.

1. Trouver le schéma numérique pour ce probleme (|3.42)).

2. On note R} l'erreur de consistance du schéma numérique, montrer que R} est
majorée par C'(w + 9?).

3. Ecrire le schéma sous une forme matricielle.
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n

|, montrer qu’il existe C' tel que :

4. Pour n € N, on pose ||ul|,, = sup |w

i=1,...,
lwll oo < C(T, ) |lwol|s ,

pour le schéma numérique.

5. Pourn e Net i € {1,..., N}, on pose €' = @ —w}, donner des majorations

de [|e™]|, en fonction de T, C.

Exercice 04 : Soient a > 0,0 > 0,7 > 0, et wp : R — R. On s’intéresse au probleme suivant

ow ow O*w
E(tx) + Oé%(t,ﬂf) - MW(@SU)@J) =0, =z 6]07 1[7t G]O7T[7
w(0,t) = w(1,t) =0, t€]o,T], (3.43)

w(z,0) =we(x), =z €]0,1].

On suppose qu'il existe w € C*([0,1] x [0,T]) solution classique de (3.43)). On

L

discrétise le probleme précédent, prenons ¥ = =3

etk:%avecx:iﬁett:nk.

1. Trouver le schéma numérique explicite associé au probleme (Papproxi-
mation a droite pour "t” et a gauche pour "z”).

2. On pose w! = w(i¥, nk) pour i € {0,...., N+ 1} et n € {0, ..., M}, montrer que
I'erreur de consistance R} du schéma est majorée par Cy(k + h).

3. Etudier la stabilité du schéma.

4. Sous la condition de CFL, on pose el = @} —w}, montrer que| e/t |< ||€°]] o+
CiT(k + ).

Exercice 05 : Soit le probleme suivant :

ou ow_
ot  Ox €8x2
w(z,0) = wo(x),

w(0,t) =w(l,t) =0,

=0,
(3.44)

avec (z,t) € |0; 1[, x ]0; 1] et wp, € donnés.
1. Déterminer le schéma numérique explicite du probleme , puis utiliser
I’approximation a droite en temps ¢ et 'approximation centrée en espace x.
2. Montrer que l'erreur de consistance est majorée par C'(w + 9?) .
3. Trouver la condition du CFL, pour avoir la stabilité du schéma explicite.

4. Etudier la convergence de ce schéma.
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Exercice 06 :

Exercice 07 :

Exercice 08 :

Montrer que le schéma de Crank-Nicholson ( avec § = % ) est stable au sens de

la norme L™ si vw < 92 et la méme question pour le schéma de Du Fort-Frankel

suivant . . . .
w ™t — —w?  +witt w! T =W
J J +u J J J J+

2w 192

=0,
si 2vw < 92,

(Supplémentaire) Nous considérons le probleme suivant

d*w dw
—— (@) +g(@) (@) =0, x €l0,1], (3.45)
w(0) =a, w(l)=4.

On suppose que g € C([0,1], R) et «, 5 sont des constantes réelles.

On suppose aussi qu'il existe une solution unique dans I'espace C?(]0,1[). On ap-

plique la méthode des différences finies pour trouver la solution numérique.
1. Chercher le schéma numérique du probleme (3.45).
2. Montrer que le schéma numérique est consistant d’ordre 2.

3. Prouver qu’on peut réécrire ce schéma sous la forme matricielle suivante
t n
Aw =10b, avecw = (wy,ws,...,w,)", beR",

ou A est une matrice carrée et b un vecteur .

4. Montrer que A est monotone.

Soit le systeme suivant
d*w L dw
—w(tﬁf)@) + H—z%(l“) =g(z), =z €)0,1], (3.46)
U}(O) = ava(l) = ay,

ol g une fonction de classe C2([0, 1]).

On Suppose que ce probleme admet une solution unique w € C*([0, 1]). On pose

v = N—+1 ou N € N et on note par w; la solution numérique au point z; = v, pour

tout i € {0,..., N + 1}.

1. Trouver le schéma numérique par la méthode des différences finies (utiliser les

approximations centrées).
2. Montrer que le schéma est consistent.
3. Ecrire ce schéma sous la forme Aw = b, trouver A, b.

4. Montrer que si Av > 0 alors v > 0, pour v € R".
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5. Déduire que la matrice A est monotone.

3.11 Corrigés des exercices

Exercice 03 Soit le probleme suivant :

Qo 9% —w(t,x) =0, (x,t)€]0,1[, xR*,

oy
w(z,0) = wy(x), (3.47)
w(0,t) = w(l,1) =

1

ou ¥ = 4, w > 0, on discrétise (r,t) avec z; = i), i = 0,...,N et t, = nw ou

n=1,..., M. On note par w} = w(x;,t,) la solution exacte aux points z;, t, et w

la solution numérique .
1. Le schéma numérique explicite :

Nous utilisons 'approximation a droite pour la dérivée partielle par rapport a ¢,

n+1 n n n n
wi —wp (wi ) 4wy — 2wp)

1 1 n __
" 52 w;' = 0.
Pour le schéma implicite, nous obtenons
n+1 n n+1 n—i—l n+1
witt —wp (Wi + el = 2w ntl _
— —w, =0,
w 192 !

avec les conditions communes entre les deux schémas :

wytt =with =0, neN, w)=wy(z;), i€{0,...,N+1}.

2. On pose 0!, la solution exacte en (z;, t,), on définit Uerreur de consistance comme

suit : o
Wt — 1
R:L — - LIS @ (2@?-&-1 ,u~)2n+1 _ w;:i—ll) _ ?I);L—H,
= R? + é??
avec
ot —ar ow
P = - ~ (istn)

et o

2 1 1 1 ~ntl w

R? = 19 (2w"+ w:”'l w?_:'l ) 92 (JI“ tn)
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Par le développement de Taylor, on obtient :

. V? *w
Rn < — tn 9
‘ i = 1200 a:z;4(’ )
et Pu
Rn < Ly )| -
’ < g g (@ )‘
Alors, nous obtenons
~ N - N aQw 192 84
R" :‘Rn Lr <‘Rﬁ ‘R’? . )
| 7,’ 2+ R — ) + () %?f atg( ) 12 [01 al’4< )
et par conséquent,
|R}| < C(w+1§‘2) ,
o 1 0w 1| 0w
= —max | ||— —|=— .
2 o2 ||, 6 ]| 0zt || ;o

3. Ecrire le schéma implicite sous une forme matricielle :

On peut réécrire le schéma implicite sous la forme matricielle
n+1l __ n
urt = AU",

ol Ul = (U Ut Un = (U, UR)! et

142\ —w —-A 0 ... 0
- 1+2 —w =X - 0
A= 0 ;
-
0 0 0 —XA 14+2\—w

avec A = 2

4. La stabilité du schéma :

Le schéma s’écrit sous la forme suivante :

wi = w1 = w) + A 2w —wif! — W) .
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Donc, pour montrer I'inégalité de la stabilité, nous avons besoin de prouver :

i=1,...,.N

On pose M" = max w;', nous obtenons
1=1...
M1 —-w) < M™.

Par récurrence pour tout n € N, nous avons

n 1 0
‘max w,; < -———— max w,.
i=1,...,N (1 — (,u)” i=1,...,N
Par le méme calcul, nous obtenons que
min w! > L min w
i=1,..., P (1 —w)ri=LeN
On en déduit que
(n) R | PN ()
. < s

D’autre part, pour w €]0, af, avec o €]0, 1[, nous avons

1
<1
(1—w) — + Pw,
avec [§ = (ﬁa). Puisque nw < T, alors ,
(14 Bw)" < (1 + fw)s.
Alors,
(1+ Bw)s = exp <— In(1 + ﬂw))

Et par la suite, nous avons
[w"| < C(T, ) HIUOHOO, avec C(T,a) =T,

5. La convergence du schéma : Soit @' = w(x;,t,) la solution exacte aux points
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(x;,t,), donc :

~n+1

i wi Wiy
w w2

— ot = R

On pose €' = @' — w!, I'erreur de discrétisation en (z;,t,), nous obtenons
"1 42X —w) — AT — AT — e WRY

Par le méme calcul comme dans la question précédente, on trouve

1
1—

” e, < llello + wC (w+ 7).
Donc, pour tout n € N, nous avons
lelloe < (1= w)" [TwC (w+9%) + [['] ]

Exercice 04 Soient o, u, T > 0, et wy : ]0,1[ — R. On s’intéresse au probléme suivant

ow dw 0w
E(Iﬂt) + Oé%(x,t) - NW(xat)<x7t) = 07 S ]07 1[7t S ]O7T[7
w(0,8) =w(l,t) =0, te]o,T], (3.48)

w(z,0) =we(x), = €]0,1].

On suppose qu’il existe w € C* ([0, 1] x [0, T]) solution classique de (3.48)).

On discrétise le probleme précédent, on prend ¥ = — et k = M avec x = it et

N+1
t = nk.
1. Le schéma numérique associé au probleme (3.48]) :

En utilisant I’approximation a droite par rapport a t et 'approximation a gauche

par rapport a x, nous obtenons

(Wit =) + 5 (wi —wity) — 5 (Wi — 2w +wity) =0,
wy =why, =0, ne{l,...,M},

w) = wp(id), i€{0,...,N+1}.

Donc, le schéma associé a ce systeme est :

k  2uk k ak k
Wt = cyw!' + ol + cwl, avec 01_1—%—%> 2 = /;_get € =g /;12

2. La consistance du schéma :
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Soit 'erreur de consistance R} aux points (x;,,) :

n 1 ~ ~ 1
Ri :E(wi“—i-wi) —

~ ~ Mo ~ ~
9 (@7 —wi',) — 92 (@) — 20} +@}y)
avec W] est la solution exacte en (z;,t,).

Nous utilisons le développement de Taylor, pour (&, ;) € [0,1] x [0, T], ¢ =1,...,4:

o dw k2 02w D w? 8w
w; +1_ w;'+k—— o (’M(/l k)—l-—ﬁ (§1,t1), w, 1 = w; 198 ( v, n k)—i_?ﬁ (fg,tg),
et

o n ow V? 0*w 93 OPw Valos

w, | =w;, — ﬁ—x(zﬁ,nk) + gw(lﬁ,nk) E%(Zﬁ, ) ﬂ e (fg,t )
et

Y 92 0w 9 Pw 9 0w

Wiy = w,; + 198 (219 nk) + ?W@ﬁ nk) + EF(M? le) + ﬂm (54,154) ,
ce qui conduit a

ow k 0%w O 9 %w
R; —E(Zﬁ k)+ 5 5 0 (&1,t1) +048 (i, nk) ‘|'CY2 2 (€2, t2)
0w . ¥? (0w Otw
_ Iuw(lﬁ nkf) ,U_ ( (637 ) (9334 (54,t4)) .

Comme w est la solution de I'EDP, et pour ¢ assez petit, nous avons
|R}'| < CL (U + k).

Donc, le schéma numérique est consistant d’ordre 1 en ¢ et en x.
4. La stabilité :

Le schéma s’écrit sous la forme suivante :

nil B ak  2uk ,uk ak  uk
W = cuw; + cowyy +c3w;iy, avec ¢ = 1_?_W’ 2= 57 et c3 = ?—FW
On suppose que
ak  2uk
—+— <1 3.49
v v T (349)
Alors, w]t" est une combinaison convexe de w!', wi" ; et w ; avec ¢; + ¢y + ¢z = 1,
co,c3 > 0 pour ¢; > 0. On pose M" = nilaXNw et m" = mlan donc nous
=1,..., i=1,...,

obtenons w?“ <M"™ Vi=1,...,N et w"Jrl >m", Vi=1,...,N et donc,
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ML < M et m™t > m™. On trouve,
n+1 n
[ <l
par récurrence pour tout n € N, nous avons
n 0
™o < [l -
Le schéma numérique est stable lorsque la condition ({3.49) est vérifiée.

5. La convergence du schéma :

Soit Perreur de consistance

n 1 ~n ~n oy ~n
R = z (wiH—i—wi) -3 (w- —wi_l) -

(wpy — 2w} + UNJ?—H) ’

1
z (w?Jrl — w;‘) + % (w? — wf_l) — % (w;ﬁr1 — 2w + w?_l) =0.

En retranchant les deux quantités et en posant e} = w;' — w}', on obtient :

(ertt —er) + 5 (ef —ery) — % (efy — 2ef +efyy) = R

| =

On peut réécrire I'égalité précédente comme suit :

n ka  JkpN a0 kp n
€i+1:(1_7_2@)6i+6i—1§+kRi7

Sous la condition (|3.49)), nous obtenons

i < [l + Cu(k + Ok,
ler] < [le" | + Ci(k + )k,

IA

el < ], + Cah-+ O}
Donc, pour [|e°|| . = 0, on en déduit que
leg| < CiT'(k+99).

Donc, le schéma numérique est convergent.
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Exercice 05 Soit le probleme suivant :

a_w+a_w_ 82_w—0
ot Oz 681‘2_ ’

w(z,0) = wy(x),
w(0,t) = w(l,t) =0,

(x,t) €1]0,1[, x]0,1[,
x €]0;1],
10; 1,

(3.50)

avec wy, € sont des données.

1. Soient M € Ny et N € Ny et soient w et ¢ les pas associés a t et x respectivement.
En appliquant le schéma a droite par rapport au temps, et 'approximation centrée
en espace, nous avons :

P wiy - wpy Wity — 2w’ +wit

1 1 _ :0
o T ¢ 9 )

w

par un calcul simple,

1 n 1 n n € n n n
W = W awl —%(wi_‘_l—wi_l)—i-@(wi+1+wi_1—2wi) )

avec les condition aux bords et la condition initiale données par

ow V2 0*w
w(@itd, t) = w(wi, tn) F0 5 (@3, tn) + 7 5 (

Tis )

a € [z, x; + 9],

et
ow 92 02w 92 OPw 94 0*w
ﬁ - [SL’@ — 19,$i],
et
2 92
w(x;, t, +w) = w(x;, t,) + w%—l;(xi, tn) + %88_;20 (i, 7)), T E [tn,tn + W]
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On pose w!" = w(z;,t,), la solution exacte en x; et en t,, nous avons

Pt — @t Ow w O%w
T T e g ),
et
€ o o ow? ¥? (0w 0*w
52 (@ + W}y — 207) = o2 (@i, tn) + ‘91 <w (a,tn) + £ (ﬁ,tn)) ;
et

L ar _~n)_a2_“’<.t)+1’f 83_“’(.75)
g \Wirt = Win1) = g \Tita) o g (W ta) )

Donc par un calcul direct et puisque w(t, z) est la solution du probleme (3.50)), il

vient que
n UN}?—H — ’lI}Zl ~n ~n ~n UN)? - U??_
ou
C 1 3211)( L) € 6w4+84w+2 3w
= — Inax —_— ,flj',“ n , T - - _ - )
2 ot? oo 12|\ Ozt~ Oxz* 3\ 023 oo

3. Stabilité du schéma explicite,
™l < flo’l|..

ou [|w"||, = _max |w?| . Premiérement, nous montrons que : [Jw™ || < [Jw"]|_, .

Alors, il faut prouver les inégalités suivantes :

max w™ < max w],
i=1,.,N i=1,.,N
‘min_ w!™ > min w!

i=1,....N i=1,....,N

Le schéma numérique associé a ce probleme est

wrt =y (1 2F + wy (—i+w—€>+w“ <€—w+i>
i W 92 i+1 29 92 i—1\ 92 29/
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On pose M" = max w;'. On suppose que 1 > 25;" et £3 — 35 > 0, par conséquent

i=1..

1 2e
< — 1< —. 3.51
5 <5 (3.51)

¢o|g

+

Donc w}"*! est une combinaison convexe de w?, w?, ; et w? ;. Alors,

2ew w we EW w
Wit S ( 192)+ 0 Tr) T T gy) Vs

Et donc,
MM < M™

On pose m™ = min w?, par le méme calculs, nous obtenons
i=1.N "’ ’

m"tt > mn.

Ainsi, nous avons
[l < ™l

Par récurrence pout tout n € N, nous trouvons
lelloe < [0’
Dong, sous la condition du (CFL) (3.51)), le schéma numérique est stable.

4. La convergence du schéma numérique :

On pose e} = W} — w}, 'erreur de discrétisation avec w}' est la solution approchée
et W] est la solution exacte aux points z; = 0 et t,, = nw. L’erreur de consistance

R} vérifie I'égalité suivante :

1 1 Wy =) — £ (=207 + @}, + @) =R}, (3.52)

(@ — ) + 5 (it

€|

D’autre cote, la solution numérique satisfait :

1
(W™ —wl) + 29 (Wi —wiy) — 92 5 (20wl ) =0 (353)

ISE N

En soustrayant (3.52) et (3.53]), nous obtenons

2ew w WE EW 9
n+1 n n n
e; = (1 — _2> el + <_2_ + _2> ey + ( 5 _) e+ ‘“Rz‘ .
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Exercice 06

Sous la conditions du CFL, nous obtenons

e < [le| + O (w + 07) w,

lef| < le" M|, + C (w+9%) w,

le;] <€’ + C (w+ %) w.
Donc, pour n =1, ..., M, nous avons
lle™ |l < HeOHOO + MCw (w + 192) ,

pour ||e°]| . = 0 et lorsque w, ¥ — 0 on obtient |[e"]|_ — 0.

On suppose que le schéma de Crank-Nickolson vérifie le principe du maximum dis-

cret.

On pose pour k et [ :

w}TCLJrl — Mn—H = max wjn+1 et wanrl — mn—H — min 'I,U;L+1.
J J
On note que M > 0 et m < 0, on montre que
M < max (0, max w?> et min <O, min w?) <m. (3.54)
j j

Nous supposons que M # 0, le maximum de w}“l pour j € {0,--- /N + 1} est
1
29

atteint pour # = =, nous avons

M — w? —wy o, + 2w} — wy
Wy, Ty k—1 k k+1 <0,
w 292

et donc

Z7 AN VA "
M (1= G5 ) wl+ g (s + ).

Si

vw < 9% (3.55)
Alors, le terme de droite est une combinaison convexe de w", et la premiere inégalité
est vérifiée. La deuxieme inégalité, on remplace w" par —w"™ et M par —m. Donc

si la condition (3.55)) est vérifiée, on obtient que le schéma numérique de Crank-

Nichholson est stable au sens de la norme L°°.
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CORRIGES DES EXERCICES

Exercice 07

Nous considérons le schéma de DuFort-Frankel suivant

(2w 192>w (Qw @) v +@(wjfl+wj+l)'

Si la condition 2vw < ¥? est vérifiée, alors on trouve w"Jrl est une combinaison
convexe de wj™ ! ,wi_y et wi, ;. Par conséquent, le schéma de DuFort-Frankel est

stable par rapport a la nome LO".

On note que le schéma de Crank-Nicholson est implicite par contre le schéma De

DuFort-Frankel est explicite.

Soit le probleme suivant

2

S 1) + @) = gla), w01,
w(0) =, w(l)=70,

ot g une fonction de classe C2([0, 1]), et a, 3 sont des nombres réels.

et x; = 1) avec i = 0, ..., N + 1, en utilisant le développement

1. On pose ¥ = N+1

de Taylor, nous avons

2

w () + 9w’ () + G (25) + Fu® (2;) + Fu® (),

w (z;) — Yw' (z;) + ﬁ_;w” (i) — % w® (2;) + %w(‘*) (n),

ou &, n appartiennent aux l'intervalles [z;, ;1] et [x;_1, z;] respectivement. Alors,
par un calcul simple, nous obtenons

W (.CEl) _ —2w (l’z) +w (ﬁwgl) +w (l’z‘Jrl) + ( (4) (S) + w( ) (77>)’

/ W (Ti1) —w (Tim1) | g (3) 92 () (4) (4) (3.56)
w' () = 55 + 5w (@) + 5 (W (&) —w® ().
Donc, nous avons le schéma numérique suivant
2w; — Wi — Wigq 1 Wit1 — Wi—1 .
= Y, L — ]-7 s 7Na
iz * (1 n 2'19) 20 9! (3.57)

Wy = &, WN+1 = ﬁ

2. Nous notons par R; Uerreur de consistance pour w” (z) et R; I'erreur de consistance
pour w'(z), nous avons
h o w(Tign) — 2w (2) + w (7i1) 5o w(Tip) —w (i)

R; = 92 —w'(x;), R=
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Par les deux équations dans ([3.56)), nous avons

R

I

< —sup |w'(z)
o= 12 o)

et

2
< v sup |w3(m){ :
o (0,1]

R

|

On pose R; = R; + R;, en faisant la somme de ces deux équations, nous obtenons

[0,1 [0,1]

792
[ Rilloo < D) (Sup |w*(z)| + 2 sup |w3(:c)|> : (3.58)
]
On en déduit que le schéma numérique est consistant d’ordre 2.

3. On peut écrire le schéma (3.57)) sous une forme matricielle comme suite

Aw = b, avec

2 1 1
n2 gt 20(1+9) 0
1 1 2
—9 1T warw 2 T 0
1 1
=t 20(1+N—-1)9 0
0 . 0 141 2
n2 T 2R(1+N) 02
et
1 1
fo+a (W + 219(1+19)) w
by = et w=
1 1
fno+ 5 (m - m) Wy

En utilisant le fait que Av > 0, nous avons

1 1 2 1 1
= ) ws 2w = N >0,
(192 20(1 + iﬁ)) Wimt gt (192 Ty w)> Wi 2 0

On pose
k :min{i e{l,....,N}, wp= I{liani}.

Pour k£ =1, on obtient

wy, <w;, Vi=1,...,N.
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D’autre part, par (3.11)), on a

1
wy > ———(wy —wy) > 0.
1_1—1-01192( 2 1) 2
Ce qui conduit a
min w; > w; > 0.
i=1,..,N

Par un calcul analogue pour k = N, on trouve

Wy > miani > 0.

i=1,...,

1 1 1

)+ m(wkﬂ — Wi + w, — wi—1) > 0,

ce qui conduit a

1 1 1 1
(7~ o) o= o+ (5 + gy o - e 20 059

Comme ¥ < 1, on en déduit que (# — m)

(3.59) on doit avoir wy = wg_1 = wyyq1. D’apres la définition de k dans (3.56]) ce
résultat est impossible. Donc, on peut déduire qu’il n’y a pas du minimum pour
k=2,..,N—1.

> 0, donc a cause de l'inégalité

Par conséquent, nous avons prouvé que min w; > 0 i.e. w > 0.
i=1,...N

i=1,...,
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Chapitre 4

Méthode des Volumes finies

On ne se donne plus des points mais des volumes de controle K;, ¢ = 1,..., N, avec
K; :]mi_%, Tiyl [, et on note ¥; = ;1 — x;_1. Pour chaque volume de controle K, on se

donne un point z; € K; :]xi_%, xH%[.

4.1 Probleme elliptique

Dans cette section on considere I'équation

"
—w =g,

et z; =0.5 (3717% + SCH%). On integre 1’'équation —w” = g sur K; on trouve :

T, 1 T, 1
/ = —w”(a:)dx:/ T g(x)dz,

[N

K1 K K; Ky
z1/9=0 s |173 2 Ii=—3/2 Ti—1 11::71/2 Z; 337:1:1/2 xNi—l/ﬂN :xN+1/2 =1
<--> < e e R > <. > T
Uy Y1 Vi In

FIGURE 4.1 — Le choix de maillage pour la méthode des volumes finies

et on pose

alors on obtient :
—w/(xi+%)+w’(xi_%):yi i=1,...,N, (4.1)



4.1. PROBLEME ELLIPTIQUE

avec y; = ¥ig;. La quantité F; |1 = —w’(xi+%) est le flux de diffusion en ;1. Pour (1=1),
on obtient plus particulierement :

—w'(z3) +w'(0) = V191, (4.2)
et pour 2 = N

(1) 4w (@) =y (43)

On cherche donc a approcher les flux —w'(x;, 1) aux interfaces x; 1 des mailles, et les flux

i+3
w'(0) et w'(1) au bord. Notons que I'opérateur a approcher est ici d’ordre 1, alors qu’il

était d’ordre 2 en différences finies pour la méme équation.

On se donne une inconnue par pas (ou volume de controle i), qu’on note u;, et on espere
approcher ainsi la valeur w(x;) (ou 19% / K w). En supposant w suffisamment réguliere, on
peut effectuer deux développements de Taylor a I'ordre 2 de w entre x;,; et x; 1 et entre
T et x; 1,en soustrayant ces développements de Taylor I'un de ’autre, on se rend compte

qu’il est "raisonnable” d’approcher w'(x; +%) dans ’éq. (4.1)) par le quotient différentiel

w(riy) — w(w;)

l'erreur de consistance est

est d’ordre 1 si w € C*(]0, 1]). Le schéma numérique s’écrit sous la forme :

Wi — Wy W; — Wi—1

0 Y,

1 1
i+5 =5

Pour la premiere et la derniere itération on obtient :

wWo — W1 w1
= Wt 4.5
19% 0 L9 (45)

1
2

w wy — WN-—
M T = g, (4.6)

N
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Alors, le schéma volumes finis s’écrit sous la forme matricielle suivante :

1
9.

1 1
+5 =3

1 —1
(Aywy); = E [r(wi+1 —w;) +

(w; — wi—l)] et (b9)i = gi (4.7)

Remarque 50. L’approzimation de —w"(x) par

1

1

=3

1 —1
7, [ (w(Tiv1) — w(w;)) + 3 (w(zi) — w(x“))] (4.8)

191‘—1—%

n'est pas consistante dans le cas général (voir l’exercice 2)

Proposition 51 (Existence de la solution). Soit g € C([0,1]) et w € C*([0,1]) solution
du probléme (4.4). Soit (K;)i=1..n le maillage. Alors il existe une unique solution wy =

(wq, ..., wy)

Théoréme 52. Soit g € C([0;1]) et w € C*([0;1]) l'unique solution de —w”(z) = g(z)
avec les condition au bord de Dirichlet. Soit w ['unique solution du schéma ”Volumes Fi-
nis” . On note Uerreur e; = w(z;) —w; pouri=1,..,N avec e = (eg, €1, ...,EN, EN11)
ot eqg =eny1 = 0. Alors, il existe une constante C' > 0 dépendant de w mais indépendant

de ¥ = mazi—1 . N(ﬁH%), telle que

lel|oo 1= mazi<i<nles]| < CV,

al (€iy1 — €;)?
el = (Z %) < 9.

i=0 it

4.2 Probleme parabolique
On considere I'équation en w = w(x,t) pour (x,t) € (0,1) x (0,T) telle que

QT8 —g(x,t)  (,1) €(0,1) x (0,7),
w(0,t) =w(l,t) =0, te(0,T), (4.9)
w(z,0) = wp(x) x € (0,1),

avec v > 0 une constante donnée. On suppose que le probleme (4.9) admet une solution
unique w € C%((0,1)x (0,7)) (N C°([0,1] x (0, T)). On notera qu’on a I’estimation suivante
(avec wg € H}(0,1) et g € L*((0,1) x (0,7))) :

Hw(t)HHl(OJ) <C (HonHl(O,l) + HgHLQ((D,l)X(O,T))) , Vi e (0,T),
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4.2. PROBLEME PARABOLIQUE

On discrétise 'intervalle [0, 1] par un maillage T défini par les volumes de controle k; =
]%-%7%%[ de centres x;, i = 1,...,N. On note ¥; = |k;| et w;(t) = + fk (x,t)dz,
t € [0, 7). En intégrant ’équation différentielle de sur Ki, on trouve :

d ow ow
it )i w(z,t) — v (g(m;, t) — %(:cié,t)—) = 9,q;, (4.10)

ot g;(t) = 5 [ g(x,t)dz. On trouve ainsi, Vi = 1,..., N et t € [0,T],

d Gir =Gy 111
i)+~ g (1.11)
ou GZ-JF%(t) = —7%($i+%,t) le flux exact de w en x;,1 a I'instant £.
Maintenant, on discrétise en z et en ¢ I’équation (4.11] - Soit w > 0 le pas de discrétisation
en t et on introduit les instants ¢,, = nw pour n = 0, ..., M avec T' = Mw. On considere
n _~OU( 4
approximation w;' = 4- - w K, (x,t)dz et le flux numérique G? Vo2 (z; L1 tn) donné
par
n _ w”Ln—‘rl - w?
Gz+2 7—19141 . (4.12)
2

Le schéma d’Euler explicite s’écrit en approchant la dérivée en temps

ow; wt Tt —

o ) E T

et en écrivant I'équation (4.10) au temps ¢". On obtient, pour i = 1,...,. N, n =0, ..., M,

n+1 n G" , — Gn

w; — W; i+ sz
i J = g, 4.13
—+ 192- = gi (4.13)

ot g = g;(tn) = & [ g(x,t,)dz alors (4.13) s’écrit sous la forme :

Gl =Gl
Wt =l w22 ) (4.14)

U

On note ||V||eo = maxj<;<n |vi], avec V = (vy,...,on)T

Proposition 53. Soit A = yw maxj<;<n ﬁ ﬁ + 5 1 1
¢ i—5 ity
1. Principe du mazimum discret. [[1, [}|]] Soit g < 0 et wy < 0. Si A > 1, alors
w'=0,1<n<N.

2. Stabilitée L. Si A <1 alors

[w™|loo =[]l + Tl Lo (0.)x 0,1)), 7 =1,, M.
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Démonstration. A faire comme exercice. En tant qu’indication de la preuve, vous pouvez
voir la méthode utilisée pour prouver la stabilité du schéma de différence finie dans le cas

parabolique, ou la preuve peut étre faite de la méme maniere. O

Proposition 54 ([T, 4]). Soit wy € C?([0,1]) et g € C°([0,1]). On suppose que (£.9)
admet une solution w € C*([0,1] x [0,T]). On note (wf)gfgjf\,/[ la solution du schéma

Volumes Finis explicite (4.14)) et on pose

el =w(x;t,) —w!, 1<i<N, 0<n<M.

K3 K3

On suppose que A\ = Ywmaxi<;<y % ﬁ + 3 L 1) < 1. Alors il existe une constante
¢ i ity

C > 0 indépendante de ¥ et w telle que

lle"loy < C(0 + w),

Démonstration. A faire comme exercice. O]

4.3 Probleme de transport

On considere le probleme de transport linéaire

{ et e =0, (4.15)
w(z,0) =w,(x) € L>®((0,1)).

La solution de ce probleme s’écrit :
w(z,t) = wo(x —t).

On se donne une discrétisation en espace, c’est a dire un ensemble de points (2, 1)icz,
2

tels que Tiyl > r;_1, et on note vV = 21 — Ti L. On approche toujours la dérivée en

1
2

temps par un schéma d’Euler explicite, on integre (4.15) sur |z, 1, T [, on trouve :
Tyl
/ (wy + wy)dx = 0.
xX.

En approchant w(z; +%) (resp. w(xi_%)) par w! (resp. w! ;) et en approchant w; par un
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schéma d’Euler explicite, on trouvent :

9; +1
o (w!

% ?) _w?I_O
1
z‘_va

wn(o)da (4.16)

“"" w\»-‘ g

Proposition 55. Soit (W}')nenicz la solution de (4.16). Si w = ¥ = min{v;}, et si
A<wy(z) < B, alors A<w}) <B, YieZ, VneN.

Démonstration. On a

n+l _ ni1 e
wiT =wi (1 — o) + iy,

_l’_

avec o = g, siw =1 = min{¥;} alors w;"" est une combinaison convexe de wy et wy, ,

et donc wl', € [w]' ,, w}']. -

Soit T" un maillage volumes finis de R défini par T = (k;);ez avec k; :]xi_%,xﬂr% [. On

appelle solution approchée de (4.16)) la fonction w(%, k) : R x R — R définie par
wee(z,t) =w] si v€K; et tenw,nw+ 1.

Théoréeme 56 ([4]). Soit uy € Loo(R), on suppose que w = ¥ = inf(V;), alors ws,,

converge vers w dans L}, (R X Ry) lorsque w (et V) tend vers 0, c’est a dire qu’on a :
/ Wy, — wldxdt — 0.
c

pour tout compact C' de R x Ry, lorsque ¥ (et w) — 0.

4.4 Exercices

Exercice 01 :On considere le probleme suivant :

1. Ecrire les schémas aux différences finies et volumes finis avec un pas constant

pour le probleme ci-dessus. Pour le schéma des volumes finis, on approchera
Ji % sin(w(x))dx par (z;,1 — ;1) sin(w(x,)).

-2
2. Comparer les schémas obtenus lorsqu’on suppose que w reste toujours petit et

qu’on remplace donc sinw par w.
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Exercice 02

Exercice 03

Montrer que la discrétisation de I'opérateur —w” par le schéma des volumes fi-
L . . oo . )
nis n’est pas toujours consistante au sens des différences finies, i.e. que l'erreur de

consistance définie par

1| -1 1
R; = 5, [19 (W(i41) — wlzi)) + J (w(as) = w(xiz)) | = w"(zs),

1 1
i+5 i—3

ne tend pas toujours vers 0 lorsque ¥ tend vers 0 (avec ¥ = max;—;,__ n 191'+%)-

Soit 7" > 0. On considere I’équation de transport :

we(z,t) + cwy(z,t) =g, z€R, t€(0,T),
w(z,0) = wy(r), = €R,

ou wy € C*(R),g € C'(R x Ry) et ¢ > 0. On se donne un pas de temps w = T/N
avec N € N*, des points de discrétisation en temps ¢, = nw ainsi que des points de

discrétisation en espace (z;)icz et (x;, )zGZ tels que :
< Iiié <z < xH% < Tig1 < ...
On désigne par K; la cellule k; =]z, 1, Ty [ de centre z; et on pose ¥; = |k;| =

Z

7

Tipl =T 1, 192-+% = Z;11 — x;, On suppose de plus qu’il existe a > 0,8 > 0 et ¥ > 0
tels que

pour tout i € Z. On s’intéresse aux approximations w? ~ -+ [ w(z,t,)dz. Le

schéma volumes finis explicite s’écrit :

whrt —

2 7 _|_C

= Gi,

pouriEZetOSnﬁN—l,avecgi—ﬂ fK (x,t")dx
1. Retrouver la formulation ”Volumes finis” donnée par le schéma ci-dessus.
2. (Stabilité) On choisit g = 0. Sous la condition de stabilité cw < a1, montrer
que inf(wg) = w!* = sup(wy), pour tout i € Z et 0 <n < N.

3. (Convergence) On suppose que cw < at}

) vérifient

(a) Soit e} = w(w;,1,tn) — wi'. Montrer que les (¢;

Pt = (1 — c%) e; + c%e;ﬂrl +wh,
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pouri € Zet 0 <n <N —1et R vérifient
IR| < C (|107wl] 1o @ (0,1)) + |00 Lo ®x(0.1))) (¥ + w),

avec C' > 0 indépendante de ¥ et w.

(b) Montrer que
sup |ef ™| < sup |el| + Cw (¥ + w),
icz icz

ou C' > 0 est indépendante de ¥ et w. En déduire que,

sup |w(x Z+1,1§ ) —wi < C1 (0 + w),
€7

pour tout 0 < n < N avec (' > 0 une constante indépendante de 9 et w

(c) En déduire que :

sup |w(z;, t,) — wi'| < Co(d + w),
iz

pour tout 0 < n < N avec Cy > 0 une constante indépendante de 9 et w

4.5 Corrigés des exercices

Exercice 01 Le schéma différences finies pour le probleme étudié s’écrit :

19_12(211]1 — Wi—1 — w’i+1) + Sin(w’i> = Ui, L= 1727 "'7N7
wo =a, wyy1 = 0.

1-Le schéma volumes finis pour la méme équation s’écrit :

+ ¥sin(w;) = dg;, 1=1,..., N,

1
-5
avec

W, — a b wy

Foi=——"1 0 =1 N—-1 e F=-—
2 2

N
N |=

En remplacant les expressions des flux dans 1’équation ci-dessus. On trouve :

52 (2w — Wi — wiy) + sinw; = g;, 1 =2,..., N —1,

52 3wy — 2wy — a) + sinw; = 2g,

Bl= Bl g

(3U)N — 2wn_1 — b) + sinwy = 29y,
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2- La différence entre les deux schémas réside uniquement dans la premiere et la
derniere équations, i.e. on résoudre le méme systeéme linéaire mais il y un changement

dans la premiere et derniere équation de systeme linéaire obtenue.

Exercice 02 Par développement de Taylor, pour i = 1, ..., N, il existe ¢ € [x;, z;41] tel que :
1 1 2 " 1 3 "n
w(wipr) = w(@;) + 00 (2;) + 5192.+%u (@) + 61914%“ (Gi),

et alors
h; 2

avec |p;| < CU, C ne dépendant que de la dérivée troisieme de w. Il est facile de

R; = u’(z) +u"(x;) + piy, i=1,...,N.

voir que, en général, R;, ne tend pas vers 0 lorsque ¥ tend vers 0 (sauf dans des cas
particuliers). En effet, prenons par exemple g = 1, ¥; = h pour i pair, ¥; = /2
pour ¢ impair, et z; = (ZL’H_% +xi+%)/2, pouri=1,...,N. On a dans ce cas u” = —1,

" =0, et donc :

— 1
R, = e st i est paire, et R; = 5 st ¢ est impaire,

On en conclut que sup|Ri|,7 = 1,..., N ne tend pas vers 0 si ¢ tend vers 0

Exercice 03 1. On integre le probleme sur K; on obtient :

%wi(tHv% [w( T t) —w(z i,%,t)] = gi(t), Vt>0, (4.17)

avec w;(t fk (2, t)dz (volume moyenne de w sur k;) et g;(t) = - [, g(z, t)dx.

On écrit - ent=t,:

d
Zi(t) + o [0y ) — 0@y )| = gilta), W0, (418)
Approximations :

— wp g [ow(esty)de = wi(ty,).

wn+1_ n

— L) B

— cw(xw%,t) o~ QSZF%, (flux numérique)

Le schéma volumes finis s’écrit :

n+1 - n

o B . [%% _ ¢?_%)] = gF = gi(ty), Vt>0, (4.19)
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Le choix du flux numérique se fait par décentrement :

n .
o, = cw', si ¢ >0,
ity

1
2 n ;
cwi'y, st ¢<0,

que l'on peut encore écrire

n . +.,.n - n
CbH%— w; ¢ Wiy

avec
¢ = max(c,0) (partie positive),

¢~ =min(c,0) (partie négative).
Si ¢ > 0, le schéma volumes finis s’écrit :

L Wl — w?

i Z—i—CZ
w

w

(4.20)

VieZ, 0<n<N-1etw)= [ w(x)de.

2. (Stabilité), On prend g = 0 et cw < ad). Par récurrence sur n, P, : inf(w;) <
w!" < sup(wp), Pour n = 0 : inf(wp) 5t < w? = [, wo(z)dzr < sup(wy)¥:. Donc,
Po est vraie

Supposons que ‘B, est vraie. On a (en utilisent le fait que B, vrais)

wtt < (1 — 01,%) sup(wo) + ¢35 sup(wy),

— sup(u).

On démontre de méme w™' > inf(wp), donc RP,,;; est vraie.

Conclusion : Vn,i € Z inf(wg) < wf < sup(wyp).

3. (a) Soit l'erreur

7 = Wy, ") —
On a: p p
w n w n n
E(%-ﬁ-%yt ) + C%(ﬂji_’_%,t )= g(:)ﬁi_,_%,t )- (4.21)

L’approximation de Cfi—f(mi +%,t”) par la formule de Taylor est donnée par :

w1, ") = wlwgy,t ) Fwor (@i, ) + o (1, 07),

=)
2
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avec O™ €]t", " 1], alors :

d w( Z; 1>tn+1) w(xz 1’tn)
(1) = —— R
dt w
avec P
n w n
! 2 (9152 ( 2+%79 )
Donc P
W
R} < —|| BIE || Lo (Rx]0.7]) -
L’approximation de 9% %z, Tip1 ,1™), on trouve :
dw< tn) ( z+17t ) (xi—%vtn) gn
b . - _ g
dg ity 9 v
avec 90
S = —58—;2)(772-,15”), avec n; €]z Ti 1Tyl 1]
Donc,
o0 0*w
1571 < Sll5 2 lle=@xpo10-
Une combinaison des deux approximations donne :
( z+17tn+1) ( z+17t ) ( z+17t ) (xz’—l’tn)
5 +c 7 s = g<xi+%7 tn)+(R+S).

(4.22)

En faisant la différence avec le schéma volumes finis on obtient :

entl _ on et — el

7 7 7 i—1 n n n
w +c 791 :g( z+1>t) gz+(Rz+Sz)

On pose
T =g, tn) — g + (R 4+ 57)

= g($i+%atn) - 19% fkl g(x,t,)dr

Par le développement de Taylor

f(l’,tn) = g( @+17t ) + (37 - xi+%>a_i(0xatn)dxa

alors

g = / F(@,ta)de = g g ) + 5 / (@ = Tt 1) g O tn) e,

i
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(b)

done 99
" 1
1771 < 1o wsgory [ (o= 210

alors
T < s H ||L<>o (Rx]0,T])-

On obtient ainsi
et = (1= ) et ety bl 4 ST 4T,
Sous I’hypothese cw < ad, on a
1—c§>0, VieZ.

%

Donc, Vi € Z,

e < (1= e2) el + elle"] oo

w 0,
o (51152 lumxiny + §11 5281 s motory + 9115 o=y ) -

ou on a noté

le"[|o = sup[€]'],
i€Z

On obtient ainsi Vi € Z |ef™| < |[€"|ee + cw(¥ + w) ol ¢ > 0 est
indépendant de w et ¥;

1,%w, B v
€ = ma (5115 s G155 e Bl )

Donc

sup |ef ] < sup el + cw (¥ + w),
(1Y

On déduit que
sup |ef ™| < sup |€?] + cnw (¥ + w),

i€z i€z
avec
& = wplr,yy) — .
= wo(2;y1) — 52 Ji, wo(@)dz,
= 0()
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Finalement, on obtient

sup e/ < cuw (Y + w),
iz

c’est a dire :

sup |w(mi+%,tn) —wl| < qw(?+w).

€2
(c) Ona:
0317 = 0] = (i ) — w01y, 1) + ],
et
03431 10) = 02, 6)] < 54 o o < 0
alors

Sup [w(w; 1, tn) — w(w, tn)| < c2(d + w),
i€z

avec co est indépendant de w et 9.
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