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Avant-Propos

Ce polycopié est destiné principalement aux étudiants :
- Etudiants de la troisitme année licence de mathématiques ;

- Etudiants de la premiére année Master de mathématiques comme une introduc-
tion a la matiere " Théorie des Opérateurs”.

Ce travail contient le programme de la matiere ” Introduction a I’Analyse Hilbertienne”,
des exercices recueillis de mes séries de travaux dirigés et des sujets d’examens proposés
en ” 2015-2016, 2016-2017 et 2017-2018 ” a 'université de Chlef.

Le polycopié nécessite des connaissances de bases en théorie de topologie (espace
métrique et espace vectoriel normé) et d’analyse (analyse 1, analyse 2, analyse 3 et
analyse 4), ce qui justifie 'introduction du premier chapitre ”Rappels préliminaires :
espace métrique et espace vectoriel normé”.

J’espere enfin que ce polycopié constituera un support utile pour nos étudiants.



Chapitre 1

Espaces de Hilbert

Les espaces hilbertiens ou espaces de Hilbert! sont ’outil fondamental des appli-
cations de 'analyse a la physique et aux sciences de I'ingénieur.
Les espaces de Hilbert sont la généralisation naturelle en dimension infinie des espaces
euclidiens R™ (ou C").
Tout au long du chapitrel on travaillera sur un corps K, qui sera soit R ou C.

1.1 Rappels préliminaires

Quelques rappels sur les espaces métriges et les espaces vectoriels normés.

1.1.1 Espaces métriges
Définition 1.1.1. (Distance) Soit E un ensemble. Une distance (ou métrique) sur
E est une application d : E x E — R vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. d(x,y) =0 si et seulement si v =y ;

2. Pour tout x,y € E, d(x,y) =d(y, x)(symétrie) ;

3. Pour tout x,y,z€ E, d(z,y) <d(x, z)+d(z, y)(inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2. (Espace métrique) Un espace métrique est un couple (E, d)
constitué d’un ensemble E et d’une distance d sur E.

Définition 1.1.3. (Distances équivalentes) Deux distances d; et dy sur E sont
dites équivalentes (dy =~ dy) s’il existe deux constantes strictement positives a et b
telles que :

Ve,y € E, ady (z,y) <ds(x,y) <bd (z,y).

!'David Hilbert, né en 1862 et mort en 1943, est un mathématicien allemand.
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1.1.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.4. (Norme) Une norme sur un espace vectoriel E est une application
notée généralement || - |p de E dans R, possédant les propriétés suivantes :

1. ||z|]|z >0 Vx e E (positivité) ;

2. |zl =0« x=0 (identité ou définie);

3. Az |lp=I|A| |zl VozeE,VAe K (homogénéité);

4. llz+yllg <llzllg + lvllg Y,y e E (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.5. Un espace vectoriel normé (en abrégé : EVIN) est un espace vecto-
riel muni d’une norme E muni d’une norme | - || g, et sera noté (E, || - ||g) ou Ey.,-

Exemple 1.1.6.

1. L’espace vectoriel E = R muni de application valeur absolue x +— |z| est un
espace vectoriel normé.

2. L’espace vectoriel E = C ~ R? muni de 'application module z — |z| est un espace
vectoriel normé.

3. L’espace vectoriel E = R" muni de 'une des normes || - ||1, || - [|2 et || - || avec :

n n %
2
mm:§]mumm=<§]m> el = Maz Jzu]
k=1 k=1

est un espace vectoriel normé.

4. L’espace vectoriel E = C°([a, b] , R) muni de l'une des normes || - |1 (norme de la
moyenne), || - |l (norme de la moyenne quadratique) et || - ||« (norme uniforme) avec :

1
2

b b
wmaﬂf@Muwm= /wwﬁm N Flle = Maz | £ ().

t€la, b

est un espace vectoriel normé.

Remarque 1.1.7. Il en résulte que d(z, y) = ||z —y||p est une distance invariante
par translation (i.e : Vx,y,z€ E : dx+z,y+z2)=d(z,y)).

Définition 1.1.8. (Normes équivalentes) Soit E un espace vectoriel et || - |1, || - ||2
deur normes sur E. Les deuz normes || - ||y et || - |2 sont dites équivalentes s’il existe
deuz constantes strictement positives a et b telles que :

allzlly < llzlly < bl

pour tout x € E .
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Remarque 1.1.9. Dans un espace vectoriel de dimension finie, deur normes quel-
conques sont équivalentes.

Exemple 1.1.10. Les normes || - ||1, || - ||l2 et || - |loo sur R™ sont équivalentes deuzx a
deuz.

Remarque 1.1.11.
[iml-lle=di=dy= Ty =Ty

Définition 1.1.12. (Suite convergente) Une suite de vecteurs (x,) dans un espace

vectoriel normé (E, || - ||g) est convergente vers x € E si pour tout € > 0, il existe un
entier ng tel que n > ng implique ||z, — x|z < €. On écrit alors x = Lim x, .
n—-+00

Remarque 1.1.13.

r= Lim x, < Lim ||z, —z|z;=0
n—-+00 n—-+4oo

Définition 1.1.14. (Suite de Cauchy) Une suite de Cauchy (z,) dans E est une
suite de vecteurs de E telle que pour tout € > 0 , il existe un entier ng tel que les
relations n > ng et m > ng impliquent ||z, — x,||z <€ .

Remarque 1.1.15. Toute suite convergente est de Cauchy.

Remarque 1.1.16. Si (E, ||-||g) est un espace vectoriel normé complet, c’est-a-dire si
toute suite de Cauchy est convergente, on dit que (E, ||-||g) est un espace de Banach.

1.2 Espaces préhilbertiens

Soit E un espace vectoriel (réel ou complexe).

Définition 1.2.1. (Produit scalaire) Un produit scalaire sur E est une application
(., ): ExE— C vérifiant :

1L (z+y,z)=(x,2)+(y,z) Vo,y, z€FE ;

2. (Az,y)=XNax,y) Ve,yecE,VYAeC;

3. (x >:W Vax,y € E(la barre désigne le nombre complexe conjugué) ;
4. (x,x)>0 Vo €FE;

5. (x >—0<:>I:0.

(x,y) estle produit scalaire de x ety , et se lit souvent < x scalaire y >>.

Remarque 1.2.2.

e On peut avoir ( x ,y ) =0 bien que ni x ni y ne soit pas nul.
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o [l est clair que (x ,x) € R Va € FE puisque ( v,z ) = (x,x) Vo € E dapres
(3)-
o (2) entraine que (0,y)=0 VyekFE.

e (1) et (2) peuvent étre réunis dans l'assertion : pour tout y € E, Uapplication x —
(x,y) est une forme linéaire sur E .

e (2) et (3) montrent que (x Ay )=A{x,y) Vw,y€E,VAeC.
e (1) et (3) entrainent la deuziéme propriété de distributivité :

(z, z+y)=(,z)+(z,y) Vo,y z€E

Définition 1.2.3. (Espace pré-hilbertien) Tout espace vectoriel muni d’un produit
scalaire est appelé un espace pré-hilbertien.

Exemple 1.2.4.
1. E=K". L’application
(.,.): ExE—=C

(xay)'_)<xay>:kzz:1xkyk

est un produit scalaire sur E.
2. E=CY(]0,1], C). L’application

(., ): ExE—-C
(fo9)—={f.9)

Oflf(t)xmcit

est un produit scalaire sur E.

Remarque 1.2.5. Les espaces E = R"™, E = C" sont des espaces pré-hilbertiens pour
les produits scalaires dits usuels :

> Xk dansle cas réel
(r,y)=1 "'

> a7, danslecascomplexe

k=1

Proposition 1.2.6. Soit E un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (., .). On
note ||z|| = (z , x >%. Alors on a les propriétés suivantes :
Loz +yl* = l|lzl|* +2Re(x, y ) + |lyl|> Vax,y € E (Identité de polarisation) ;
2. [z, y)| <zl llyll Vz,ye€E (Inégalité de Cauchy-Schwarz);

3.l +yll <zl + llyl] Va,ye E (Inégalité triangulaire) ;



CHAPITRE 1. ESPACES DE HILBERT 8

4. hzl| =\ |z Yz eE,vAreC.

Démonstration :
1. On a :

=(@+y,r+ty)=(,2)+{(z,y)+y,z)+{y,y)
=(z,z)+(z,y)+ y>+<y,y>
= ||x || ++2Re<x y>+|ly||

2. Si||z|| = 0 c’est que x = 0 et I'inégalité est immédiate. Sinon, ||z|| est strictement
positive et pour tout ¢ € R nous avons :

0 < tw+yl” =’ +2Refw, y) t + |yl
Le discriminant de ce polynome doit étre < 0 :
(2Re(z, y))* —4fz|[ly|* <0
d’ou :
[zl Nyl = [Re(z, y )| = Re(z, y)

De plus il existe a € C tel que |af =1et (x,y) =a |(z, y)]
d’ou :

alr,y)= [z, y)l
et

[l lyll = Nzl fleyll = Re z, ay) =Rea(z, y)=Rel(z,y)l =[x, y)

Ce qui montre que :
[z 5yl < =]l llyll

3. On a, d’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz :
lz+yl|* = ||96’||2 + ||y||2 +2Re(z,y)

< lzl® + Iylli* +2 [{z . y )|
IIfEII + llyll” + 2 Jlz| [lyl]

(II:v||+ llyl)?

d’ou :
|z +yll < Iz + [lyll

4. Pour A € C et z € E nous avons :

INz|| =/ Oz, Ax) =Dz, dz)=+/AX(z, z)
=/ Fla, 2) =\ V{e, o) =Ml ||«
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Corollaire 1.2.7. Soit E un espace vectoriel muni du produit scalaire (., .) (c’est-a-
1
dire E est un espace pré-hilbertien) . Alors ||z|| = (z, )2 = /{(x, x ) définit une

norme sur E (cette norme est appelée la norme hilbertienne associée au produit scalaire

(., )

Démonstration :

L. ||lz|]| = /{x, ) > 0 (évidente) ;

2. ||lz]|=v{z,2)=0& (z,2) =0« 2 =0 (propriété de (., .));

3. Pour A € Cet x € Fon a: |[Ax| = |\ | z] (daprés la propriété 4 de la

proposition précédente) ;

4. |lz+yl < |zl + |yl Vz,y € E (daprés la propriété 3 de la proposition
précédente).

Exercice 1.2.8. Montrer que le produit scalaire et la norme sont des fonctions conti-
nues.

Indication : Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz et 1'inégalité triangulaire.

Proposition 1.2.9. (Identité du parallélogramme) Si x et y sont deuz vecteurs
d’un espace pré-hilbertien E alors :

2 2 2 2
lz+yll” + Iz —yll* =2 (|l + [lyl°)
Démonstration : On a :

lz +yl* +llz — yl* = e +y, 2 +y) + (2~

Y
=2, x)+ 2, y)=2(l=I*+ vl*)

Définition 1.2.10. (Espaces de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace pré-
hilbertien qui est complet pour la norme associée au produit scalaire.

Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert.
Exemple 1.2.11.

1. L’espace H = C™ muni de produit scalaire (x,y) = > xp7, est un espace pré-
k=1
hilbertien complet donc un espace de Hilbert.

2. L’espace H = [I? de toutes les suites infinies & = (x),y. de nombres complezes

+o00 too
telles que 3 |z, |° < +oo muni de produit scalaire (z,y) = 3. x,7, est un espace
n=1 n=1

pré-hilbertien complet donc un espace de Hilbert.
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1.3 Propriétés géométriques d’un espace pré-hilbertien

L’intéréet principal de la structure d’espace pré-hilbertien est d’introduire la notion
géométrique d’orthogonalité (le produit scalaire permet de définir les notions d’ortho-
gonalité et de base hilbertienne).

1.3.1 Orthogonalité

Soit E un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (., .).

Définition 1.3.1. (Orthogonalité) Soient x,y € E. On dit que x est orthogonal a y
ou bien les deux éléments x et y sont orthogonauzx, et 'on écrit xly , si (x, y) =0.

Remarque 1.3.2. Puisque (x, y) = 0 entraine (y, x) = 0 , la relation L est
symétrique.

Exemple 1.3.3. £ = C" muni de produit scalaire (x,y) = > Y. On pose :
k=1

Il est clair que (xy , ym ) =0 pour k # m, c’est-a-dire xLy,,.

Définition 1.3.4. Soit x € E. On appelle orthogonal de x noté v+ l’ensemble de tous
les vecteurs y de E qui sont orthogonaux a x. Donc :

et ={yeE : (z,y)=0}

Remarque 1.3.5. 1. 2+ est un sous-espace vectoriel de E, puisque xLy et Ly
entraine x_L (y + y’) etxlay .

1

2. xt est un sous-espace fermé de E, puisque x+ est l’ensemble des vecteurs ot

s’annule la fonction continue y — (x, y ).

Définition 1.3.6. Soit A C E. On appelle orthogonal de A noté A* l’ensemble des
vecteurs y de E qui sont orthogonauz a tout x de A. Donc :

At={yecFE : (z,y)=0, Vo€ A}

Remarque 1.3.7. Il est immédiat que A+ = ﬂA xt (exercice).
Tre

Proposition 1.3.8. Al est un sous-espace vectoriel fermé de E .

Démonstration : A1 est une intersection de sous-espaces fermés et par suite est
un sous- espace vectoriel fermé de F.
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3
Exemple 1.3.9. E=R3 (z,y)= > zyyy (produit scalaire usuel sur R? ).
k=1
SiA={(a1,as,0) : ar,as €R}, alors A ={(0,0,23) : z3€R}.

Définition 1.3.10. On dit que deux parties A et B de E sont orthogonales si {x , y) =
0 pour tous x € A ety € B.

Exemple 1.3.11. A et A+ sont orthogonales puisque (x , y) =0 pour tous v € A et
y € AL,

Théoréme 1.3.12. (Théoréme de Pythagore) Si x et y sont deux vecteurs ortho-
gonauz de E, alors :
2 2 2
[z +yllI” = [l=]” + [yl

Démonstration : D’apres I'identité de polarisation, on a :

lz+ yll* = ll=]* + lyll* + 2 Re (., y ) = ll=* + [yl
N———

=0

Remarque 1.3.13. On montre facilement par récurrence surn > 1, que Si T, ............ , Ty

sont deux a deuzr orthogonaux, on a alors :

n 2 n
2
> arl| =2 Nl
k=1 k=1

Proposition 1.3.14. Soient A et B deux sous espaces de E tels que A C B. Alors on
a les propriétés suivantes :

1. 0p € A*;

{0p}" = E et B+ = {05} ;
Bt c At

Ac (A"

AN At ={0g}.

Démonstration : Exercice.

Le théoréme suivant (théoréme de la projection) est 1'outil-cle pour I'etude des
espaces de Hilbert.

D’apres 'inégalité de C.S, pour les espaces réels, si z, y sont tous les deux non nuls
alors :
]| ly
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et donc l'angle entre = et y peut étre défini par :

0 =cos™* (_{x . 9) >
]l Iyl
Pour les espaces complexes, le probleme est plus difficile, comme le produit scalaire

est (x , y) a valeurs complexes il n’est pas clair ce que < angle > signifie dans ce cas.

Théoréme 1.3.15. (Théoréme de la projection sur une partie convere fermé)
Soit C' une partie non vide, conveze (i.e. pour tous x ety de C , le segment [x,y] est
tout entier contenu dans C') et fermée d’un espace de Hilbert H. Alors pour tout x € H,
il existe un unique yy € C tel que :

Iz =yoll = d (z, C) = Min {{lz —yll , y € C} = Min |z —y]|

i.e. la fonction y — ||z — y || atteint son minimum sur C.
Six € C alors yg =z, si x ¢ C alors yo est caractérisé par :

(T—yo,y—w%w)<0 , VyeC (1.1)

dans le cas réel, et
Re(z—yo,y—9) <0 , VyeC (1.2)

dans le cas complexe.
On appelle alors yo la projection de x noté Po(x) sur le conveze C.

Remarque 1.3.16.
1. La distance de x a C soit égale a celle de x a Po(x) i.e.
| = FPe(2)|| =d (z, C)=Inf{lz -yl ,yecC}
2. Les inégalités (1.1) ou (1.2) s’interprétent géométriquement et de maniére intuitive

en disant que pour tout y de C' les vecteurs x —yg et y — yo font un ongle < obtus > :

Re (z — o, ¥y — 0 )
cos (angle (x — yo, ¥ — Yo)) = lz = woll |y — voll

Les inégalités (1.1) ou (1.2) se lisent donc :
cos (angle (x — yo, Yy — 4,)) <0 , VYyeC

De maniere géométrique la propriété qui caractérise yo ci-dessus signifie que l’angle
entre les deux vecteurs x — yo et y — yo est obtus.

Démonstration du théoréme 1.3.15 :

Soit d = d (x, C) = Min { |z —y|l , y € C}. 1l existe une suite (y,),, dans C
telle que Lz’zrn |x — yn|| = d (une telle suite est appelée suite minmisante).
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e Existence de y, : Soient p,q € N*. Par I'identité du parallélogramme, appliqué
AU, =2 —Yp et Uy =2 — Yy, 0na:

2 2 2 2
g + ™ + g = upll™ = 2 (Jlugll” + [lup %)

Comme :
Ug + Uy =2 (x—%)
et
Ug — Up = Yp — Yq
on a donc :
2
Yg T Y 2 2 2
4%-—%;ﬂ gy = gl =2 (e = gall® + llz = %)

Comme C' est convexe, on a % eC.
Il s’ensuit que :

I = 9all* =2 (lle = wy)l* + llz = 3y I") = 4 [}o = 22522
<2 (o=l + o —yl) - 4

Comme LiT |z — ynH2 = d? , ceci montre que(y,), -, est une suite de Cauchy
nN—-100 -

dans H. L’espace H étant complet, la limite lim v, = yy existe. Comme C est

n—-4oo

fermé, on a yo € C.
On a alors, d’'une part,

Lim |z —ynl| = [z — yol|

n—-+00
D’autre part,

Lim_ o = ]| = d
d’ou :
|z — yol| = d
e Unicité de y, : Si ||z — y1|| = ||z — yol|, on peut écrire :

=2 (Jlz — ol + o —w1|?) — 4 |Jo — b
<2 (4 d°) —4d’

=0

lyo — v l?

donc y; = yo.
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e Montrons I’'inégalité (1.2) : Soit f : [0, 1] — R la fonction définie par :

) =1y +t (Zy—yo) —z|? ;
=|lyo—z||*+2t Relyo — 2, ¥y —vo ) + 2 ||y — wol|

Par convexité de C,onayo+1t (y —yo) =ty+ (1 —t) yo € C.
Donc :
Fit)=d=f(0),vee, 1]

Il s’ensuit que :

!

f(0)=2Re(x—yo,y—v)>0
et donc :
Re{z —yo,y—9)<0 , VyedC

Proposition 1.3.17. (Propriétés de la projection) La projection Po est une ap-
plication de H dans C qui satisfait les propriétés suivantes :

1. PCOPC:Pc,'

2. |z = Po(@)| <[z —yll,Vyel;

3. <Pc(l'1)—PC<£U2) ,331—1'2) ZO, le, ) € H.
Démonstration : Exercice.
Il suffit d’utiliser la définition de la projection.

Remarque 1.3.18. Le théoreme précédent s’applique au cas ou C est un sous-espace
vectoriel fermé d’un espace de Hilbert H. Dans ce cas les angles ne sont plus seule-
ment obtus mais droits.

Corollaire 1.3.19. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert
H. Ona:

l.z—Pr(z)e Ftie (x—Pr(x) ,y)=0,VyeF;
2. Pp: H — F est linéaire, continue, de norme 1 (voir chapitre 2);
3 H=F@®F-ie F+Fr=H et FNF'={0s);
4. Pour tout x = x1 + 39 € H avec 1 € F et 19 € FX, on a Pp (x) = 2, ;
5 (FY)* =F.
Démonstration :

1. On note y = Po(x). Montrons que x —y € Ftie. (zx —y,w)=0, Vw € F.
On sait que, pour tout z € F', on a :

Re{(x —y,z—y) <0

Donc :
Re(r—y,w)<0 , VweF

En remplacant w par —w puis par 7w, on conclut que :

(t—y,w)y=0,VweF
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2. Voir chapitre 2.

3. Par projection, on a :
x = Pp(z) + (z — Pr (2))

avec z — P (z) € F+. De plus :
FnFt={0g}

4. C’est une conséquence directe de la propriété précédente.

5. On a toujours F' C (FL)L. Inversement si x € (FL)L, alors x se décompose en

r=p+zavecp € Fetz€ Fr Maisalors z =2 —p € (FL)L et est donc
orthogonal a lui-méme, c’est-a-dire que z =0 et x =p € F.

Exercice 1.3.20. Soit A une partie non vide de H. Montrer que (Al)L est le plus
petit sous-espace vectoriel fermé de H contenant A.

Exercice 1.3.21. Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Montrer que :
L (FY) =F;
2. F est dense dans H si et seulement si F+ = {0g}.

Théoréme 1.3.22. (Théoréme de Riesz) Soit H un espace de Hilbert et soit ¢ :
F — C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel que pour tout
T

¢(z) =(z,y)
De plus, on a :

ol =11y 1l
ot ||¢l] = Sup{|¢(x) ] , [zl <1}

Démonstration : Voir [4].

1.3.2 Base hilbertiennes

Une base de Hilbert est une généralisation aux espaces de Hilbert de la notion clas-
sique de base orthonormée en algebre linéaire.

Soit E un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (., .) avec E # {0g}.

Définition 1.3.23. (Famille orthogonale ou systéme orthogonal) Une famille

de vecteurs {x;},.; de E est dite orthogonale lorsque :

(i, z;) =0

pour i, j €I tels que i # j.
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Définition 1.3.24. (Famille orthonormée ousystéme orthonormé) Une famille
de vecteurs {w;},.; de est dite orthonormée ou orthonormale lorsque :

|zl =1 si i€l
(i, z;) =0 si 1#£]
Remarque 1.3.25.

1. Une famille orthonormale est une famille orthogonale.

2. Une famille orthogonale {x;},.; est une famille orthonormale si ||x;|| = 1 pour tout
1€ 1.

3. Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est une famille libre.

Remarque 1.3.26. Lorsque I = N, un systéme orthonormé ( resp. orthogonal) est
appelé parfois suite orthonormée (resp. orthogonale).

Exemple 1.3.27. E=R", (x,y) = > xpyr (produit scalaire usuel sur R™.
k=1
Le systéme { ey, ea, ..., e, } donné par :

e1=(1,0,...,0) ,ea=(0,1,...,0) ,...,e,=1(0,0,...,1)

Exercice 1.3.28. F = C°([-1,1] ,R), (f,g) =2 —f(t) x g(t) dt (produit

Le—n
—
| -
&

scalaire sur E). On pose :
T, (x) = cos (nArccosz) , z€[—-1,1] et n €N

Montrer que la famille (73,),,cy est une famille orthonormée.

1 —
Exercice 1.3.29. E = C°([0,1],C). (f,g) = [f({) xg(t) dt (produit scalaire
0

sur E). On pose : '
en () =e*"""" xe[0,1] etneZ

Montrer que la famille (e,),, o, est une famille orthonormée.
Définition 1.3.30. Soit {e;},.; une famille orthonormée de E et soit x € E. On

appelle composante de x d’ordre i pour la famille {e;},., le nombre (x , ;) (coefficient
de Fourier).
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2
Exemple 1.3.31. F = R? (z,y) = >, zpyr (produit scalaire usuel sur R?. Le
k=1

systéme { ey, ex } donné par : e; = (1, O)_, ea = (0, 1) est un systéme orthonormé.
On a donc :
ry=(x,e1) et z3 = (x, ey)
Remarque 1.3.32. > (z, ¢;) ¢; est appelée série de Fourier associée a x relative-
icl
ment a la famille orthonormale {e;},.; .
Proposition 1.3.33. (Inégalité de Bessel) Soit {e,}, . une suite orthonormée
dans E, on a alors :
D He e <z’ Ve e B

n>1

Démonstration : Soit x € E . On a :

<x—z<x,en>en,x—z<x,en>en>20

n>1 n>1
A ~~ J/
—z||2—<x, > <w,en>en>—<§ <$,en>en,x>+;|<m,en>|2
n>1 n>1 "=
NG ~~ J/ A ~~
=Y Hz,en)l? =3 Kz, en)l?
n>1 n>1

Donc :
lz1* =D [z, en)* >0
n>1
D’ou :
D e, el < ol

Définition 1.3.34. (Base hilbertienne ou base orthonormale)
Soit H un espace de Hilbert.
Une base hilbertienne ou base orthonormale est un systéme orthonormé {e;},.,

de H tel que H = vect{e;},.; (i.e. le sous-espace vectoriel engendré par {e;},., est
dense dans H) et on écrit :

VJJGH, H(AZ)ZHCC : J/’:Z /\2'62'
icl
Définition 1.3.35. Soit {e,}, . une suite d’elements d’un espace de Hilbert H.
{en}nen est dite totale (compléte) si :

Vn e N, (z,e,) =0=2=0

1 .e. le seul vecteur orthogonale a tous les e, est le vecteur nul de H.
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On a donc le résultat suivant :

Théoréme 1.3.36. (Caractérisation des bases hilbertiennes) Soit H un espace
de Hilbert et soit {e,}, .y un un systéme orthonormé de H. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. {en},en est une base hilbertienne (orthonomale) de H ;

2. {en}, ey €st une suite totale (compléte) de H ;
S NreH, S [(x,e,)*=|z||* (L’dentité de Parseval).
n>0

Autrement dit , une base hilbertienne de H est un systéme total (complet), ou bien
un systeme qui vérifie ['identité de Parseval .

Démonstration :

e 1)=2)
On a:
{en},en est une base hilbertienne de H = (z,e,) = 0,Yn € N= z = 0.
En effet, si (z, e,) = 0, pour tout n € N, alors :

x € vect {ei}ieNl = vect {ei}ieNl =H*={0}

e 2) = 3) Exercice.
e 3) = 1) Exercice.



Chapitre 2

Introduction aux opérateurs
linéaires bornés

2.1 Définitions. Norme d’un opérateur borné. Exemples

En mathématiques, un opérateur linéaire (ou plus simplement un opérateur)) est
une fonction entre deux espaces vectoriels qui est linéaire sur son domaine de définition.

Soient (E,|| - ||g) et (F,|| - ||r) deux espaces vectoriels normés .

Définition 2.1.1. (Opérateur borné) Un opérateur linéaire T : E — F (i.e. si pour
tous x,y € E et tout A € C, T(Ax +y) = A\T'(x) + T'(y)) est dit borné s’il existe un
réel C' > 0 tel que :

IT(@)r < Cllzlle

pour tout x € F.

On note Lo (E, F) ou B(E, F') 'ensemble des opérateurs linéaires bornés (continus)
de E dans F. Si E = F, on écrira Lo(E) a la place de L.(E, F).
Remarque 2.1.2. On écrira souvent Tx au lieu de T(x).

Proposition 2.1.3. L’ensemble Lo(E, F) est un espace vectoriel sur K ( K =R ou
K = C) pour les lois :
o (T+S)x=Tx+ Sz, T,S € Lc(E,F), x € E;
o ATz =\NTx), Te€Lc(E,F), Ne K, z€ E.
Définition 2.1.4. On définit la norme de l'opérateur T par :
1Tl = Inf{C - [T (2)|[p < Cllz]lg, Yo € E}
— Sup { IT@lr e g {0}}

]l

— Sup LT @), 2l <1 (Boule unité)}
= Sup {|T(2)|lp, lzllz =1 (Sphére unité) }

19
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On a alors :
1T (@)[|r < [IT]lopllz]| 2

pour tout x € E.

Proposition 2.1.5. L’application T — ||T||sp est une norme sur Lo(E, F).
Démonstration : Utiliser les propriétés de la borne supérieure ou la borne inférieure.

Corollaire 2.1.6. (Lo(E, F), || - ||lop) est un espace vectoriel normé sur K.
Démonstration : C’est une conséquence directe des propositions 2.1.3 et 2.1.5.

Remarque 2.1.7. Si F est un espace de Banach, alors il en est de méme pour
(LC’(E7 F)? H ’ ||0p)'

Exercice 2.1.8. Soit H un espace de Hilbert.
Montrer que l'espace Lo(H) est complet pour la norme || - || op-

Proposition 2.1.9. Si T : E — F est un opérateur linéaire, alors les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. TeLa(E, F);
L’ensemble {Tx, ||T(z)|| < 1} est borné dans F ;
T est continu a l'origine 0 de F ;

T est continu sur E ;

T est lipschitzien.
Démonstration : Il suffit de montrer que : 1) = 2) = 3) = 4) = 5) = 1).

Remarque 2.1.10. SiT € Lo(E,F) et S € Lo(F,G) ; on définit l'opérateur ST par :
STx = S(Tx)i.e. ST = SoT. Alors ST € Lc(E, F) et de plus ||ST||op < ||S]]opl| T ||op-
Exemple 2.1.11.

1. Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H avec
F # {0}. L’application Pr (projection orthogonale de H sur F') est un opérateur
linéaire borné de norme 1 (i .e. Pp € Lo(H) et ||Prpllop = 1). En effet :

o Pp: H — F est linéaire (évident d’apreés la définition de Pr).
e Pr: H — I est continue puisque :
Ve e H, v = Pp(2) + 2 — Pr (2) = ||z|* = | Pr (z) + 2 — Pp (2)|?
|

(théoréme de Pythagore) = ||z||* = || Pp (2)||* + ||z — Pr (2)|?
= [[Pr (2)[| < ||«

o | Prl|lop =1 puisque Vo € F, Pp(x) = x i.e. Vo € F, || Pr(x)| = ||z||
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2. On consideére 'espace de Hilbert H des suites de nombres complexes © = (Zy)nen
telles que :

+oo
Z|xn\2<+oo
n=1
On pose pour tout & = (v, Ty, ..., Tp,...) € [?
Tex=(0,x1, %0, ..., Tp,...)

L’application T est un opérateur linéaire borné de norme 1 (i.e. T € Lo(I?) et ||T|op =
1).
3. Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert avec dimH, =n < +oo et T : Hy — Hy un

opérateur linéaire. L application T' est un opérateur borné (i .e. T € Lo(Hy, Hy)) . En
effet, si {ex}r_, est une base hilbertienne de Hy , alors, pour tout x € Hy, on a :

n

sz(x,ek>ek

k=1
et
n
Tx:z<xaek>T€k
k=1
Donc :
n n
IT el = || (o) Tewl| < 31 e )l [T exlly,
< T, e 2 Te 2
C.S dansRn (;K s el > (; I kHH2>
~Jall, P
égalité de Parseval
< Czlly,

Définition 2.1.12. On définit ['image et le noyau d’un opérateur T : E — F par :
KerT={xe€E: Tx=0}

et
ImT={TzeF:xzecFE}

Exercice 2.1.13. Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé
de H. Montrer que :
Ker Pp = F*

Définition 2.1.14. (Opérateur inversible) Un opérateur T € Lo(E,F)) est dit
inversible s’il existe un opérateur S € Lo(F, E) vérifiant ST = Ig et TS = Ip , et que
S est alors unique est noté S~'.
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2.2 Espace Lo(H) des opérateurs linéaires bornés-
Exemples d’opérateurs bornés

On va étudier les opérateurs linéaires bornés d'un espace de Hilbert H dans lui-
méme (i.e. Pespace Lo(H, H) = Le(H)). On commence avec la notion d’adjoint. Plu-
sieurs des classes particulieres d’opérateurs bornés seront définies a 'aide de cette
notion.

2.2.1 Adjoint d’un opérateur

Proposition 2.2.1. Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T € Lo(Hy, Hy). Alors
il existe un unique T* € Lo(Hay, Hy) tel que, pour tout x € Hy et tout y € Hy, on ait :

<Tx7 y)Hg = <I, T* y)Hl
Onadeplus|| T |, = T[],

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoreme de représentation de Riesz
(Théoreme 1.3.22). Pour tout y € Hy 'application z — (T'x, y) est linéaire et conti-
nue (de norme inférieure & || 7|, lly [| d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz). D’apres
le théoreme de représentation de Riesz, il existe donc un unique élément noté T*y tel
que :

Tz, y)=(z, T"y)

On vérifie facilement que pour tous y,z € Hy et A scalaire, Ty + \ Tz vérifie la
propriété qui définit 7% (y + A z). Par unicité, Ty + X T*z = T* (y + X z) ce qui
prouve que 1™ est linéaire.

Par définition de la norme opérateur et en utilisant un corollaire d’Hahn-Banach (voir
[1]), on a :

17N, = Sup [T*yl= Sup [z, T"y)]
yeHs |lyl|<1 veH |lz]|<1
e, [yl|<1
= Sup |[(Tz,y)|= Sup |Tz|=]T],,
yeH, |[yl|<1

Ainsi T est continue et |||, = [|T'[],,

Définition 2.2.2. (L’adjoint d’un opérateur borné) Soient H, et Hy deuz espaces
de Hilbert et T € Lo(Hy, Ho). L'unique application linéaire T* € Lo(Hay, Hy) telle que
pour tous x € Hy, y € Hy, on ait :

<Tx’ y)HQ = <I7 T* y)Hl

est appelée l'application adjointe de T (ou l'opérateur adjoint de l'opérateur T ).
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Regroupons dans la proposition suivante quelques proprié¢tés des adjoints :

Proposition 2.2.3. Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T,S € Lc(Hy, Hs).
On a :

90.\2.039”4:\90.@{‘

(T*) =T =T;
(T S) = S*T* avec Hy = Hy;
(T+ 9) =T+ 5*;
(A ) =\ T* pour tout A € C;
(ImT)*" = Ker T* ;

ImT = (KerT*)*

KerT = (Im T*)*

SiT" est inversible, T* Uest aussi et on a (T*)”" = (T~1)".

Démonstration :

1.

Montrons que T** = T'. Pour cela on montre que pour tous x € H; et y € H,
ona: (Tzx,y) =(T"x, y).
Par définition, on a :

(Ta,y)=(x, T y) =(T"y,x)=(y, (T*)x) =(T"x, y)

d’ou le résultat désiré.

. Il suffit de montrer que pour tous x € Hy et y € Hy, on a :

(TS) w,y) =("T"x, y)

On a, par définition de I’adjoint,

<(TS)*x,y>—<x, (\Y;JS) y> = <T*x,\5’/y> = (S"T"x, y)

Pour tous x € Hy et y € Hy, on a:
(2, (T+ 8)y)=(T+ S)z, y)=(Ta+ Sz, y)=(T'z, y) +(Sz, y)

(v, T*y) +(z, S*y) = (z, T"y+ S"y)
(z, (T" +5*) y)

D’ot la relation (T + S)" = T* + S*.
Pour tous x € Hy, y € Hyet A\ € Con a:

(2, (AT y) = (AT z, y)=A(Tx, y)=Xx{z, T y) = (z, \T"y)

Diott (AT)" =X T*.
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5 On a:

ye KerT* Ty =0<Vere Hy, (T*y, ) =0
sVreH,(y, Ter)=0< ylImT
&ye(ImT)*

6. D’apres la propriété précédente, on a :

1 N
(InT)" = KerT* = <(ImT)L> = (KerT*)" = ImT = (Ker T*)*

7. D’abord, on montre que KerT C (Im T*)L. Soit € KerT et soit z € ImT™.
Comme z € ImT* | il existe y € Hy telle que z = T*(y), donc (z, z) =
(x, T*y) = (Tx, y) ainsi z € (Im T*)™.

Ensuite nous montrons que (Im 7*)" C KerT. Soit v € (Im T*)". Comme
T*Tve ImT* on a:

(Tv, Tv)y=(v, T"Tv) =0

Donc Tv = 0, d’ott v € KerT. Par conséquent Ker T = (Im T*)™.
8. Ona:
(T7'T)" = Idy, = T*(T7")" = Idy,
et
(TT) =1dy, = (T7")'T* = Idy,
Ce qui montre que T est inversible et (7%)"' = (T1)".
Définition 2.2.4. Un opérateur T est dit auto-adjoint (hermitien) si T = T*, c’est-

a-dire si on a :
(Tz,yy = (z,Ty), Yo,ye H

Remarque 2.2.5. [l résulte de cette définition que :
I'=T"<(Tz,z) eR, VveH

Exemple 2.2.6.
1. Soit H un espace de Hilbert et soit Idy 'opérateur identité sur H. On a :

<Ide7 y>H :<$, y>H:<x7 ]dHy>H> v&7, yEH

Par conséquent Idy = 1dj; ; d’ou Idy est un opérateur auto-adjoint.

2. Soit H un espace de Hilbert et soit T € Lco(H). Alors les opérateurs T'T* et T*T
sont auto-adjoints.
On a d’apres la proposition précédente :
(T*T)" =TT =T*T et (TT*)" =T*T* =TT* puisque T** = T. D’ou TT* et
T*T sont auto-adjoints.
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2.2.2 Quelques classes d’opérateurs
Soit H un espace de Hilbert.

Définition 2.2.7. (Opérateur positif) Un opérateur T' € Lo (H) est dit positif (no-
tation : T >0 ) si T est auto-adjoint et pour tout x € H, (Tx,x) > 0.

Exemple 2.2.8.

1. Idy est un opérateur positif (car (Idgx,x) = (z,z) > 0).

2. SiT € Lo(H), alors T*T est un opérateur positif (car (T*Tx,x) = (Tx,Tx) > 0).

Remarque 2.2.9. Pour tout opérateur borné auto-adjoint T' € Lo(H) on a :

1Tl = Sup [(T 2, x)] <= Sup (T, x) si Testpositif>
Jell=1 Jall=1

Définition 2.2.10. (Opérateur unitaire) Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert
etT € LC'(Hla Hg)

On dit que T est unitaire si T*T = Idy, et T'T* = Idy, ou encore si'T' est inversible
et T* =T,

Définition 2.2.11. (Opérateur isométrique) Un opérateur T € Lo(H) est dit
isométrique s’il vérifie :

(T'e,Ty) = (x,y), Yo,yeH

ou encore
[Tx|| = [lzll, Vo e H.

Définition 2.2.12. (Opérateur normal) Un opérateur T € Lo(H) est dit normal
s’il vérifie :
™T=TT"

2.2.3 Exemples d’opérateurs linéaires bornés

Dans cette section, on donne quelques exemples d’opérateurs linéaires bornés (conti-
nus) d’un espace de Hilbert dans lui-méme.

Opérateurs de multiplication et de translation

Exemple 2.2.13. Prenons H = [*(N), 'espace des suites v = (x,,) de nombres

neN
+oo 9

complexes de carrés sommables i.e. Y |z, | < 400, et s0it (A,), oy une suite bornée
n=0

de nombres complexes. Pour une suite (x,,) dans H, on pose :

neN

Ty = ()\0(130, )\1371, 7)\nxn7) = ()‘nxn)nzo
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T est appelé opérateur de multiplication par la suite A = (\,).
On vérifie immédiatement que T € Lo(H) et

HTHop S Sup ‘)\n’
neN

Exemple 2.2.14. Prenons H = L?(R), l’espace des fonctions réelles f de carrés
+00
sommables i.e. [ f?(x)dx < +oo.
Pour tout réel a, on désigne par T, l'opérateur qui, a une fonction f de H, associe la
fonction T, f définie par :
Tof (x) = f(z —a)

C’est un opérateur linéaire borné (continu) sur H et sa norme est inférieure ou égale
a 1; 1l est appelé opérateur de translation.

Exemple 2.2.15. Prenons H = I? (Z) lespace des suites x = (2,),o, de nombres
complexes de carrés sommables.
Pour un entier relatif p, on désigne par T, Uopérateur qui, a une suite x = (x,) de H,
fait correspondre la suite :

Tpr = (Tn—p)

On a la un opérateur linéaire borné (continu) sur H et de norme inférieure ou égale a
1. Il est de méme appelé opérateur de translation ou le shift.

Opérateur intégral de Fredholm

Exemple 2.2.16. Soit H = L*([a, b]) l'espace des fonctions de carré intégrable sur
Uitervalle fermé borné |a, b] et soit k une fonction continue sur [a, b] X [a, b] d valeurs

dans C.
A toute fonction f de H, on associe la fonction T f définie sur [a, b] par :

b

Tf<x>=/k<x,y>f<y>dy

a

C’est un opérateur linéaire borné (continu) sur H. De plus on a :

1Tl < (b—a) Sup [k(z,y)|

z,y€la,b]

T est appelé opérateur intégral de Fredholm et la fonction k est appelée le noyau
de l'opérateur T'.



CHAPITRE 2. INTRODUCTION AUX OPERATEURS LINEAIRES BORNES 27

Opérateur intégral de Volterra

Exemple 2.2.17. Sous les mémes hypothéses de 'exemple 2.2.16, on pose :

T

Tf<x>=/k<x,y>f<y>dy

a

On définit ainsi un opérateur linéaire borné (continu) de H dans lui-méme et on vérifie
que :

Ty, < Sup |k(x,y
H ” 74 \/§ x7y€[a’b]‘ ( )|

Cet opérateur, appelé opérateur intégral de Volterra, , différe de I’opérateur intégral
de Fredholm.



Chapitre 3

Sujets d’examens

3.1 Examens 2015-2016

3.1.1 Examen Final 2015-2016

Exercice 3.1.1.
I) Questions issues du cours.

1) Enoncer le Théoréme de la projection sur un conveze fermé (dans un espace
de Hilbert).

2) Soient H un espace de Hilbert et {e,}, .y un systéme orthonormé de H.
Montrer que si {en}, oy est une base hilbertienne de H, alors {e,}, .y est
une suite totale de H.

3) Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T € Lo(Hy, Hs).
Donner la définition de l'adjoint de T.

II) Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H.
1) Montrer que (Ppx,y) = (x, Ppy) pour tout z, y € H ;
2) Montrer que Ker Pp = F+ et Im Pp = F.

III) Soit E un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire noté (., .). Soient F
et G deux sous-espaces de E. Montrer que :

1) FCG=GtcFt;
2) (F+G) =FtnGt.
IV) Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert et T' € Lo(Hy, Hy). Montrer que :
1) KerT = (Im T%)* ;
2) (AT)" = XT* pour tout \ € C.

28
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Exercice 3.1.2. Dans cet exercice I* désigne lespace de Hilbert des suites v = (2,),,cn

+00
Ve . 2 . \ . .
de nombres complexes vérifiant > |z, |” < +00. On considére sur [* le produit scalaire

n=0
défini par :
+0o0
<x,y>:Zxk§k, .’L’,yElQ
n=0

Soit (om),cn une suite bornée de nombres complexes.

1) Montrer que si x = (xg, 1, ..., Tn,...) € 1>, alors :
y=(0, ro, 01Ty, ..., 0nTp,...) €I
2) On pose pour tout v = (Tg, Ty, ..., Tn,...) € %
Tex=(0, 0z, 1T, ..., 0yTpy,...)

a) Montrer que T est un opérateur linéaire borné (continu) de 1* dans [* ;

b) En déduire que ||T|,, < Sup || ;
neN

c) Déterminer l'adjoint T*.

3.1.2 Examen de Rattrapage 2015-2016

Exercice 3.1.3.

I) Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H avec
F #{0}. On note P le projecteur orthogonal de H sur F'. Montrer que :

1) Pe Lo(H) et ||Pllop=1;
2) (P(z)—P(y) ,x—y)>20,Vo,y € H;
3) P est un opérateur auto-adjoint et positif.

I1) Soit E un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (. , .). Soient F' et G deux
sous-espaces de E. Montrer que :

1) Fc(FH)";
2) Fn (FH)" ={0};
3) (F+G)" c FtnG*;
4) FXr+Gtc(FnG)*.
ITI) Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T € Lo(Hq, Hs).
1) Montrer que Ker T* = (Im T)" ;

2) En déduire que (Im T)" C (KerT*)" (Indication : utiliser la propriété
I1.1);
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3) Montrer que T** =T.

Exercice 3.1.4. Dans cet exercice I* désigne lespace de Hilbert des suites v = (5),,en

+o00
de nombres complexes vérifiant 3 |z, |* < +00.
n=0

+o0o
1) Montrer que la relation (x,y) = > x17,, v,y € [ définit un produit scalaire
n=0
sur 2.

2) On pose pour tout x = (), € 1%,

T i o o
Yy 0, 9 ) 7n+17 n+1 50

a) Montrer que si x = (z,,),oy € I, alors la suite y = (rf_ﬁ)nzo

b) Montrer que T est un opérateur linéaire borné (continu) de I*> dans I? ;
¢) En déduire que ||T|,, <1;
d) Déterminer ladjoint T' ;

€l2 ;

e) En déduire que T est auto-adjoint.

3.2 Examens 2016-2017

3.2.1 Examen Final 2016-2017

Exercice 3.2.1.

I) Questions de cours.

1) Rappeler les formules suivantes : l'identité de polarisation, l'identité du
parallélogramme et ['inégalité de Bessel.

2) Rappeler la définition d’un espace de Hilbert.
3) Rappeler la définition d’un opérateur inversible.

I1) Soient Hy et Hy deuz espaces de Hilbert et T, S € Lo(Hy, Hs). Montrer que :
ANT+S) =XT+ 5"

pour tout \ € C.

ITI) Soit H un espace de Hilbert, F' un sous-espace vectoriel fermé de H et soit T €
Lo(H).

1) Montrer que :
a) T(F)CF=T"(F+) CF*;
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b) T est auto-adjoint = (Tz,x) € R, Vo € H.
2) On suppose que F' est fermé. Montrer que Pp = Pj.
3) On suppose que TT* =T*T i.e. T est normal.

a) Montrer que :
(Tx, Ty) =(T"z,T"y) ,Vex,ye H
b) En déduire que :
o [Tl =Tzl , Vo e H ;
o KerT = KerT™.
4) Soit {ey},cn une base hilbertienne de H.

a) Montrer que :

(o, y) =Y (o, e) (e, y) Vo, yeH
keN

b) En déduire que :

ol = 3" (e, ex)?, Vo e H

Exercice 3.2.2. Dans cet exercice L* ([—7, 7|) désigne 'espace de Hilbert des fonc-
tions réelles f vérifiant [ f?(x)dr < +o00. On considére sur L* ([—m, w]) le produit

—T

scalaire défini par :

<f,g>=/f<x>g<x> dr, f.ge (|-, x])

I) Soit B = { \/% ; Sin\%x) ; COS\}’;I) , n € N* } une base hilbertienne de L? ([—7, 7).

Soit h(x) = x avec x € [—7, 7.
a) Montrer que les coefficients (de Fourier) de la fonction h sur la base hilber-
tienne B sont donnés par :

b) Calculer |h|?, puis utiliser la question 1) et Uidentité de Parseval pour
montrer que :
+00 1 2

2
—~n 6
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II) On définit lopérateur linéaire T : L?([—7, w]) — L*([-7, 7|) par :
(Tf)(x)=g(x) f(z), ze€[-m, 7]

avec f € L*([—7, 7]) et g une fonction continue sur [—7, .
a) Montrer que T' est un opérateur borné (continu) ;
b) En déduire que ||T|,, < Sup |g(x)|;

z€[—7, 7]

c) Montrer que T est auto-adjoint.

3.2.2 Examen de Rattrapage 2016-2017
Exercice 3.2.3. Soient H un espace de Hilbert, F et G deux sous-espaces de H et
soit T € Lo(H).
1) a) Montrer que : F C G = G+ C F*;
b) En déduire que - (FUG)" C FX c (FNG)*.
2) On suppose que F est un sous-espace vectoriel fermé de H. Montrer que :
a) (Prx,y) = (x, Pry) pour tous xy de H ;
b) Ker Pp = F+.
3) Montrer que :
a) T est auto-adjoint = T? est auto-adjoint positif;
b) (A\T)" =X T* pour tout A € C.

Exercice 3.2.4. Dans cet exercice L? ([—m, w|) désigne l'espace des fonctions f :
[—7, 7] — C vérifiant [ |f ()" dz < 4o0.

1) Montrer que la relation :

(F 9y =5 [ @@ de. f.gel?(l-m. )

définit un produit scalaire sur L? ([-m, 7).

2) Montrer que la famille (e, (2)),cp = (6" ),eq » « € =7, W est un systéme
orthonormé de L? ([—7, ).

Exercice 3.2.5. Dans cet exercice I* désigne lespace de Hilbert des suites © = (2,),,cn

+oo
e . 2 . \ . .
de nombres complexes vérifiant > |z, |” < +00. On considére sur [* le produit scalaire

n=0
défini par :
+00
<w7y>zzxk§k7 [L’,yEZQ
n=0

On pose pour tout & = (x,),cn € 1%, T@ = (Tpt1) pen-
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1) Montrer que T est un opérateur linéaire borné (continu) de I* dans [*;
2) En déduire que |T|,, <1;
2) Déterminer l'adjoint T*.

3.3 Examens 2017-2018

3.3.1 Examen Final 2017-2018

Exercice 3.3.1. Soient H un espace de Hilbert, F' et G deux sous-espaces de H et
soit T € Lo(H).
1) Montrer que :
a) F C (Fi)L
b) T(F)CF=T(F'Y) Cc F*
¢) Im(A —T)" = Ker (X —=T*), VA€C (I est Uopérateur identité sur
H).
2) On suppose que F' est fermé. Montrer que :
a) F est complet;
b) (Pp(z),y)=(r,y) VexeH,VyeF
¢) |le=Pr(@)| <llz—yl VeeH,VyeF

Exercice 3.3.2. Dans cet exercice L* ([—7, 7|) désigne 'espace des fonctions f :
[—7, 7] — C vérifiant [ |f (x)]>dz < +oo. On considére sur L* ([~ , 7]) le produit

scalaire usuel défini par :

(Fo9) =5 [ £@ @ de. figeL?(lom. )

1) Montrer que la famille (e, (2)),c7 = (6" ")z » © € [—m, 7| est un systéme
orthonormé de L? ([—m, 7).

2) On admet que la famille (e, (x)),,c, est une base hilbertienne de L* ([—m, 7).
Soit f(z) =€"*" avec x € |—7, 7| et a € R — Z.

a) Montrer que les coefficients (de Fourier) de la fonction f sur la base hilber-
tienne (ey, ()),cy sont donnés par :

(—1)" sin (am)
T (a—n)

(f,en)=
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b) Calculer | f ||°, puis utiliser la question 2.a) et Uidentité de Parseval pour
montrer que :

—~ (a— n)®  sin® (aw)

Exercice 3.3.3. Dans cet exercice I* désigne Uespace de Hilbert des suites v = (2,),,cx

“+o00
;. 2 2y : ,
de nombres complezes vérifiant Y |z, | < +00. On considére sur [* le produit scalaire

n=0

défini par :
+oo
<x,y>:ZI‘kyk, xvyEZQ
n=0
On pose pour tout & = (z),en € 2, y =T x = (i Tpt1)
a) Montrer que T est bien défini.

neN"

b) Montrer que T est un opérateur linéaire borné de [* dans I%.
¢) En déduire que ||T'|,, < 1.
d) Déterminer l'adjoint T*.

e) Lopérateur T est il auto-adjoint ?

3.3.2 Examen de Rattrapage 2017-2018

Exercice 3.3.4.
I) A deux polynémes P(x) = ag+ ay x + ag 2% et Q(x) = by + by x + by 2% de Ry [X],
on associe :
(P, Q)= (ao+ay) by + (ap +3ay) by + 3as by
Montrer que cette application est un produit scalaire sur Rq [X].
I1) Soient H un espace de Hilbert et F' un sous-espace vectoriel de H.
1) Montrer que :
a) F est complet,
b) Ft est fermé de H,
¢c) FC (FL)L.
2) On suppose que F' est fermé. Montrer que :
a) Pe Lo(H),
b) | Prll,, =1,
¢) Ker Pp = F*,
d) Pr est auto-adjoint et positif.
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II1) Soit {ek}, ey une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H.

a) Montrer que : (z, y) = >, (x, ex) {ex, y) , Vr,y € H,
kez

b) En déduire que : ||z||*> = 3 [(z, ex)|”, Vo € H.
kez

Exercice 3.3.5. Dans cet exercice 1* désigne l'espace de Hilbert des suites v =
+o00
(21),,en de nombres complexes vérifiant ) |z, * < +00. On considére sur 1% le produit

n=1
scalaire défini par :

+oo
<$,y>:ZZL‘kyk, x7y€l2
n=1

On pose pour tout © = (), € 12,

Tax=(Tnr2)pen = (T3, Tay - Tpga, .. .)

1) Montrer que T est bien défini;

2) Montrer que T est un opérateur linéaire borné de 1> dans I? ;
3) En déduire que |T|,, <1;

4) Déterminer 'adjoint T*.

5) L'opérateur T est il auto-adjoint ?



Chapitre 4

Corrigés des examens

4.1 Corrigés des examens 2015-2016

4.1.1 Examen Final 2015-2016

Corrigé de I’exercice 3.1.1 :

I) 1) Théoréme de la projection : Soit C' une partie non vide, convexe et
fermée de H. Alors pour tout x € H, il existe un unique yy € C' tel que :

|l = yoll = Min {{lz =yl , ye C}

On appelle alors gy, la projection de x noté Pg (z) sur le convexe C.
2) Voir la démonstration du théoreme 1.3.36, 'implication 1) = 2).
3) L’adjoint de T est I'opérateur T* € Lo (Hsy, Hy) défini par la relation :

<TZL‘, y>H2 = <$7 T*y>H1

pour tout x € H; et tout y € Hs.
I1) 1) En effet, pour tous z1, zo € F et 41, y» € F-, on a :

<PF r1+ Y ,$2+y2>=<9€1,$2>=<I1+y1,PF To + Yo >
~—— ~—— —— ——

T Y T Y

puisque Pr | 1 =0.
<~
eFL
2) e Ker Pp=F+?
Soit z € F*, comme z — Pr (x) € F*, alors Pr (z) € F*, donc Pr (z) €
FNnFt={0},dou Pr(z) = 0. Réciproquement, si z € Ker Pr, alors
r—0€F+ douzxe Ft.

36
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o ImPr=F7
On a:
r€F & Pp(r)=c<xelmPp

III) 1) Si F est inclus dans G, et si 2 dans G, alors (zy) = 0 pour tout y de G,
donc {xy) = 0 pour tout y de F, et donc y est dans F+, d’ot G+ C F*.

2) Comme FF C F+G et G C F+G,on adéja, dapres 1, (F+G)" ¢ Ft
et (F+G)" c Gt don (F+G)" C F-nN G Réciproquement, soit = €
FtNGtie z € Ftetaoe G, done

<x,y+z>=(x,y>+<x,z)=0 , YWeF,Vz2eG
—— —_——— N —

er+aG =0 =0

et donc z est dans (F +G)*, dot FL NG+ c (F+ Q).
IV) 1) KerT = (Im T%)"?
On a:

re€KerT < Tr=0p,< (Tr,y)y =, Ty, —0,VyeHysze(lmT)"

2) (AT)* = \T*
Pour tous x € Hy, y€ Hyet A€ C,on a:

(2, (AT)'y)y=((AD)z, y) =X (T z, yy=A{z, T"y) = (x, \T"y)
d’otu la relation désirée.
Corrigé de I’exercice 3.1.2 :
1) Montrons que si & = (g, Ty, ..., Tpn,...) € [?, alors :
y=(0, r0, 01Ty, ..., ATp,...) €I

Nous avons :
2

+00 +00 2 400
> P =3l < (Suplanl) Y- fon] <o yer
n=0 ne

2
=l

2) a) Il est clair que T est un opérateur linéaire.
Montrons que 7' est borné i.e. il existe un réel C' > 0 tel que :

IT (@) |2 < Cllz]le, Yo €17

Nous pouvons écrire :

Iyl =N (2} 2 = Suplan] [zl

11 suffit donc de prendre C' = Sup |a,|. Ce qui montre que T" est borné.
neN
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b) En déduire que [|T']|,, < Sup |a|.
neN

D’apres la question 2.a, on a :

1T () I < Su§|an| ]|, V€ 12
ne

Donc :

T 2
IZ (@) e < Sup|ay,|, Vr € 1* — {0}
[l ™ nen

Passant au sup, on obtient :

T (x
17, = Sup L@ g
zel2—{0} ||x”z2 neN

¢) Déterminons 'adjoint T*.

12 est de Hilbert, T est borné donc T* existe par définition. Pour le calcul
de I'adjoint on écrit, pour y fixé :

400 +0c0 400
Veel’, (Tz,y)= 0Xyo+z Qn Tn Ypi1 = Z Qn Tn Ypi1 = Z Ty QY1 = (T, 2)
n=0 n=0

n=0
avec 2 = (Y1, QTY2,s -y Qp Yntls---)-
Donc, siy = (Yo, Y1, -+, Yn,---) €[> ona:
T"y= (Y1, 01Y2, s O Yntis---)

4.1.2 Examen de Rattrapage 2015-2016

Corrigé de I’exercice 3.1.3 :
I) 1) Montrons que P € Lo(H) et || P, = 1.

o Pe Lo(H)?
» P est linéaire puisque P(x+Ay) = P(x) + AP (y),Y =,y €
HetV\ e C;

» P: H — F est borné (continu) puisque :

VieH z=P(z)+z—P(z)=|z|*=||P(z)+z— P (z)|
(théoreme de Pythagore) = ||z|* = ||P (z)||* + ||z — P (x)
= 1P (@[] < |l=]

2
|

o ||Pll,p =1 puisque Yz € F, P (z) =z i.e. ||P(z)]| = ||z
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2) En effet, pour tous z1, 73 € F et 4y, yp € F-, on a:

(P(I)—P(y),x—y>:<P 1+ | =P |22+ ,x1+y1—x2—yz>
x y
= [lz1]|* = 2Re (1, 22 ) + [Jz2]|* = |21 — 2]* > 0

puisque P est linéaire, P | x =x, P| x =xyet P| w1 =
~— ~— ~~
eFr ceFr cFL
P Yo =0.
—~—
EF+

3) P est un opérateur auto-adjoint et positif.
En effet, pour tous z1, 15 € F et y1, yo € F*, on a :

(P(z) ,y) = (P(x1+y1) , Ta+y2) = (71, T2) =(z1+y1, P(r2+1y2)) =(z, P(y))

et
(P(z) ,2) = (P(x1+w) , 21 +y1) = {x1, 21) = [z1]|* >0
puisque P est linéaire, P | x; =x, P| x =x9et P =
~— ~— ~—~
cF cF eFL
P Y2 =0.
~—
eFl

) 1) Fc (FY)™?
Soit & € F. Pour tout y de F'* on a donc

(y,z)=0

ce qui signifie que = € (FL)L.
2) Fn(FY)" ={0}?

On montre la double inclusion.

O : Clest immédiat car 0 € F et 0 € F+.

C : Si z appartient & F'N (FL)L, on a en particulier
(r,z)=0

ce qui montre que z est nul.



CHAPITRE 4. CORRIGES DES EXAMENS 40

3) (F+G)" c FrnGL?
Comme FC F+Get GCF+G,ona:

(F+G)-c Ft

et
(F+ @) c Gt
Ce qui conduit & (F + G)" ¢ FLnG*.
4) Fr+G+-c(FNnG)*"?
Soit v +y€F++Gtetz€ FNG. On a:

(x+y, z)=(z, 2)+{y, 2)=0

Donc = +y € (FNG)*, ot le résultat désiré.
IIT) 1) Ona:

ye KerT* e Ty=0<Vee Hy, (T"y, ) =0
sVeeH,(y, Te)y=0& yllmT
&ye(ImT)*

2) D’apres 1), on en déduit que :
L
(Ker T*)* = <(Im T)L>

1
Et comme Im T C ((Im T)L) d’apres IL.1), alors : Im T C (Ker T%)".

3) Montrons que T** =T.
Pour cela on montre que pour tous z € Hy et y € Hy, on a :

(Tz,y)=(T"z, y)
On a:
(Tx,y)=(x,T"y) =(T"y,z)=(y, (T*)z) =Tz, y)

Corrigé de I’exercice 3.1.4 :

1) Il suffit d’utiliser les propriétés des séries a termes complexes.
2) a)Ona:

2

+o00 +o00 T 2 1 400 +o00 2
2 n 2
| = Su T, |" = T | < 400
n§:0 |Yn | ano n+ 1 el P 1‘ ano [z | ;ZO |2, |

=1 2
=l

ce qui implique que y € [°.



CHAPITRE 4. CORRIGES DES EXAMENS 41

b) Il est clair, d’apres les propriétés des séries, que T est un opérateur linéaire.
Il reste & montrer que cet opérateur est borné i.e. il existe un réel C' > 0 tel
que :

1T (@) [l < Cllale, Yo € l?

On a: )
» = ||T 2 < S -0 2
ol =T @)l < Sup |- el
=1
I1 suffit donc de prendre C' = 1.

c) D’apres la question 2.b, on a :
IT (@) |l < llle, Vo €22

Donec : -
|| (ZL’) ||l2 S 1’ V:L‘ c l2 _ {O}
H37Hz2

Passant au sup, on obtient :

I ()

IT),, = Sup le o4

z€l2—{0} Hx”l2

d) Il est clair que T* existe puisque T est borné sur 'espace de Hilbert /2.
Pour le calcul de I’adjoint on écrit, pour y fixé de 2 :

=X 2 = 1 R 1
v €l2, T ) = ty, = — T Y, = [ = >
. Tz, y) ;n+1y” nzon—i—lx Yn gx n—l—lyn (. 2)
avecz:(yo,%,...,ny—ﬁ,...).
Donc, siy = (Yo, Y1y --+» Yn,...) € [*> ona :

* n Yn

Ty = =, ...

Yy (y07 27 7n+17 )

e) D’apres d) on en déduit que :
(Tx,y) =(z, Ty), Vo,yel’

Par conséquent T'= T ; d’ou T est un opérateur auto-adjoint.
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4.2 Corrigés des examens 2016-2017

4.2.1 Examen Final 2016-2017

Corrigé de l’exercice 3.2.1 :

I) 1) e L’identité de polarisation :
lz+yl* = = +2Re(z, y ) + [lyl* Vo, yeE
e L’identité du parallélogramme :
e+ ylI* + llo —ylI* =2 (J«l* + ") Ve,yeE

e L’inégalité de Bessel :

S e )P < el Vo e B

n>0

2) Un espace de Hilbert est un espace vectoriel £ muni d’'un produit scalaire

(x ,y) et qui est complet pour la norme /(z , x ).

3) Un opérateur T' € Lo(E, F)) est dit inversible s’il existe un opérateur S €
Lo (F, E) vérifiant ST = Ig et TS = I , et que S est alors unique est noté
St
IT) Pour tous z € Hy,y € Hyet A\€ C,on a :
(2, (AT +8)y) =((AT+ 9z, y) =((AT)x + Sz, y) = (T =z, y) + (S, y)

=\ (z, T*y) +(x,S"y) = (x,\T*y) + (z, S*y)
<x, /\T*y+S*y>:<x, (/\T* —|—S*) y>

D’ou la relation : B
()\T+S)* =\NT"+ 5"

III) 1) a) Supposons d’abord que T'(F) C F et montrons que T* (F+) c F*.
Soit z € F et y € F*.
Alors (T'x,y) = (x, T*y) =0 car T (z) € F. Ainsi T*yLz, pour tout
r € F, ce qui montre que T*y € F+.

b) On a:
(T'x, x)H ={ $>T*x>H:< $>Tx>H:<T$a x)H

Donc (T'x,z)€R, Ve € H.
2) Voir corrigé de l'exercice 3.1.3.
3) a) Soient xry € H. On a :

(T, Ty) =(2,T"Ty)y=(x, TTy)=(T"2,T"y)
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b) On a :
[ ]
I7 2| = (T2, Ta)y = (T x, T a)y = |1 2|
[ ]
re€KerT < Tx=0yg< 0 =|Tz|| =||T |

S |THz||=0r & T 2 =0 < x € KerT*

4) a) Si{ep};c, est une base hilbertienne de H, alors Vxy € H on a :

sz(m,ek>ekety:Z<y,ek>ek

kEZ keZ

o) = (e ata Soada)

( k—le—Z(a:61> 6_1+k<exz,eo> eo+(reryer+..., ...+ {y,e1)e1+...)
A {Tie) (Y e ) (r,e0) (yoeo) (T, e ) (y,en)+. ..
o+ (wer) (e, y) (@, e ) (o, y)+(z,en) (e, y)+...

(@, er) (e, y)

keZ

1, n=m
car(en,em>:5nm—{0 Cndtm

b) Soit x € H. On a :
|z = (2, ) = )ZW’ en) {en, x) =) (z, ) (o, en) =) [z, ex)l

d'aprésa
keZ keZ keZ

Corrigé de ’exercice 3.2.2 :
I) a)Ona:
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D’autre part, d’apres l'identité de Parseval on a :
. 2
5 sin (nx) B 12/
o = 3 [, TR - 5 |y 2

neN* neN*
(puisque la fonction h s’écrit dans la base hilbertienne B, h (z) = > (z, ¢, ) ¢y
neN

2 1
:47-[-2?

nelN*

(=1

avec ¢, € B et tous les (x, ¢, ) sont nuls sauf ceux en sin d’apres 1).
On a donc :
23 B 1
AT 2 e
ne€lN
Ainsi :
+o00 1 7T2
26
~n 6

IT) a) Pour tout f € L?([—7, ©1]), on a:

zE€[—7, 7

Donc : [|T ()| < ( Sup Ig(x)|> LF1I-

J/

~—
=CeR?,

b) d’apres la question précédente, on a :

w< Sup \g(x)\, VfELz([_WaW])

Hf” N z€[—m, 7]

Donc :

0L sup g, vr e 22(m #1) - (0}
z€[—7, 7

Passant au sup, on obtient :

T, = Sup 1TUI

< Sup |g(z)|
zfeL2—{0} ||f|| z€[—m, ™

b ]
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c¢) Pour tout fhe L*([-m, 7]), on a:

(TF. hy= [ (Tf) (@) h(x)de= [ g(z) f(z) h(z) du

Ce qui prouve que T est auto-adjoint.

4.2.2 Examen de Rattrapage 2016-2017
Corrigé de I’exercice 3.2.3 :
1) a) Voir corrigé de l'exercice 3.1.1(I11.1).
b) On a :
FCFUG = (FU@*cF*t

d'aprés a) 1 L 1
= (FUG)" C F-C(FNnd
FNGCF = Frc(FnG)* ( ) ( )

d’'aprés a)

2) Voir corrigé de 'exercice 3.1.1(1I1.1,2).

3) a) Ona:
<T2x,y>:<T$,Ty>:<m,T2y>

b) Méme idée que 'exercice 3.2.1(II).

Corrigé de I’exercice 3.2.4 :
1) Clair d’apres la définition d’un produit scalaire.

2) On a, pour k, n € Z :

<€k;€n>zﬁf er (z) e, (x) dx ::%f ik g—inz g :ﬁf ol k=n)z g,
_ ﬂ . | k:T—Lﬂ
%f de‘ 5 ]{j:n
- - = k—n
1 k ™ 27mi (k—n) [(_1) _( ) ] k’%n
27i (k—n) e 7n)x]_7r ., k#n ~
1 . k=n
0 , k#n

Corrigé de I’exercice 3.2.5 :
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1) Il est clair que T est un opérateur linéaire.
Montrons que T' est borné i.e. il existe un réel C' > 0 tel que :

17 (@)l < C [|2]],2

On a
~+o0 o0 2
2 2
1T (=) I, = D ana P <D fan
n=0 n=0
—_———

Il suffit de prendre C' = 1.
2) Méme idée que l'exercice 3.1.4(2.c).
3) Pour y fixé de (2, on a :

—+oco
Veel?, (Tx,y)= Tnt1Yp =T1Yo T X2Y1+ ...+ Tpp1 Yn + - ..

n=0

=20 X0+ 210+ ToYr + ..+ Tpg1 Uy + - .
:<{L',Z>

avec 2= (0, Yo, Y1, -+ Yn,--.)- Doncsiy= Yo, Y1, - Yn,...) € [?, alors :

T*y:((]?y()?yl)"-’yn,-..)

4.3 Corrigés des examens 2017-2018

4.3.1 Examen Final 2017-2018
Corrigé de I’exercice 3.3.1 :

1) a) FC(FY)"
Soit # € F. Pour tout y de F'*+ on a donc ( y ,x ) = 0, ce qui signifie que
T € (FL)L.

b) T(F)C F=T*(F+) c F*.
Supposons que T (F) C F et montrons que T* (F+) C F*. Soit x € F et
y € Ft. Alors (Tx,y) = (x, T*y) =0 car T (z) € F. Ainsi T*y Lz, pour
tout € F, ce qui montre que T*y € F*.

¢) In(M —T) = Ker (N\I[—T%), VAeC.
Soit A€ C.On a:

yelm(A —T) < (y,2) =0, Vzelm(N —T)
Sy, (AM[=T)z)=0, VeeH
<:><(/\I—T*)y,x>:O, Ve e H

&y e Ker ()\I—T*)



CHAPITRE 4. CORRIGES DES EXAMENS 47

2) a) Soit (vy,),y une suite de Cauchy dans F. Montrons que (z,), .y est converge

dans F,ie,x, — xz€F.
n—-+0o0o

Comme (xy), .y est de Cauchy dans F' et F' C H, alors (x,),.y est de
Cauchy dans H.
Donc x,, — x € H (puisque H est complet).

n—-+00

D'ouz, — x € F (puisque F' est fermé).
n—-+00

b) On sait que :
(Pp(z),y)=(r,y) VeeH,VyeF

Donc :
r—Pp(z)€ F+, VoeH

D’ou :
(Pr(x),y)=(v,y), VoeecH,VyekF

c¢) Soit z,y € H. On a :

lz = ylI* = ||z = Pr(2) + Pr(z) —y
eFL 7

— ||z — P (z)|” + || Pr (z) — y||* (Théoréme de Pythagore)

(puisque x — P (z) et Pp (z) — y sont orthogonaux).
Ce qui montre que :
2 2
lz = ylI” = llz = Pr ()]

Donc
|z — Pr (2)]| < [lz—yl|

Corrigé de I’exercice 3.3.2 :

1) Montrons que la famille (¢’ *), _, est un systéme orthonormé de L* ([—m, =] ).
On a, pour k,n € Z :

<€ka€n>:% [ er(x) e, (x) dx’:ﬁ [ eikeemine gy :% T i (k-mz g
r 1, k=
% f dx s l{}:n
- - - k—n k—n
1 i (k—n)z]|™ 27T’L'(1k7n) [(_1) _(—1) ] k;én
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2) a) (f,e,)=Cnln
On a:

et (a—n)z dx

—x

(fren)=o [ f(2) (@) do, =5k [ ea® e ine dp = L

35

1 i(a—n)z]™ __ 1 i (a—n)m —i afn_
2mi(a—n) [6 ( ) ]77r_ 2mi(a—mn) (6 ( : — € ( : )jd:E
2iIm<ei (a —")77>
_ 2isin((a—n)7) _ sin((a—n)m) _ (=1)" sin (a7)
2mi(a—n) w(a—n) m(a—n)
2
b) |I£ 1
Omn a:
L[ s 1ol
L e B

D’autre part, d’apres I'identité de Parseval on a :

+oo
AP =D 1F s el

(puisque la fonction f s’écrit dans la base hilbertienne (e, (), , f (x) =

+oo
> (S en) en ().

n=-—00
On a donc :
_l’_
Z Sln
Bt (a—n)
Ainsi :
“+o00
> — &
2= 2

Corrigé de I’exercice 3.3.3 :
1) Montrons que 7" est bien défini, i.e., si , alors On a :

+oo +00 +oo 2
D liwnal® =3 fona P <Y foal < +00 = (is1)yen €
n=0 n=0 n=0

=|z||?

2) Il est évident que T' est un opérateur linéaire.
Montrons que 7" est borné i.e. il existe un réel C' > 0 tel que :

IT ()]l < Clzlp, Yo €l?
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On a:
+00 +00 ~+00 2
1T @) 1% = lizan [P = D |zaa [P <D ol
n=0 n=0 n=0

———
=l
Il suffit donc de prendre C' = 1.

3) Il suffit d’utiliser la méme idée que dans la démonstration de (2.c)(voir corrigé
'exercice 3.1.4).

4) Comme T est borné sur l'espace de Hilbert /2, alors on a 'existence et 'unicité

de T™.
Pour le calcul de T on écrit, pour y fixé de [? :
+o00o
Veel?, (Tx,y)=> ixp1 ¥, =001 P+ iToYi+ ... +iTn1Yn+--.
nzo_ = = pu
= 2y X_O+$1Zy0+I22y1+—|—l’n+12’yn+

7
=29 X (=i X 0)+x (—iyo) +xa(—tyq)+ ...+ xpr1 (—iyn) + ...
:<1',Z>

avec 2 = (0, =i Yo, —9Y1 5 -y~ UYn,-..).
Donc, siy = (Yo, Y1, -+, Yn,---) €%, on a:
T y=0, —iyo, —tY1 , ooy~ Ypn,...)

5) L’opérateur T' n’est auto-adjoint puisque 1" # T™*.

4.3.2 Examen de Rattrapage 2017-2018

Corrigé de I’exercice 3.3.4 :
I) Soient P,Q,S € Ry[X] et A € R avec P(z) = ag + a1z + ax2? , Q(z) =
bo + by x +byx? et S(x) = co + ¢« + o 2% L’application :
<P , Q> = (a0+a1) bo+ (CLU —|—3a1) b1 —i—3a2b2
est un produit scalaire sur Ry [X]. En effet :

e) Ona:

(P—I—Q,S):(a0~|—bo+a1~l—b1) Co+(a0+bo+3(a1+b1)) 01+3(a2+b2) Co
=apco+bocogt+aico+bicog+agcs +bgci +3arcr +3brcr +3asce

+3b2C2
et
<P, S>—|—<Q, S> = (a0+a1) Co+(ao+3a1) cl+3a202+(b0+bl) CQ+(b0+3bl) C1
+3b202
:CL()CO+CL1€0+CL0€1+3CL1€1+3a262+b000+b100+bocl+3Z)161
+3b202

:a000+boco+a100+b160+(1001+b061+3a161—|—3b101+3a202
‘|‘3b262
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IT)

cequimontreque (P+@Q , S)=(P ,S)+(Q,S) VP,Q,ScR[X].

o) On a:
(AP, Q)= (Nag+ Xay) bp+ (Aag+3Xay) by +3Xag by
=A[(ap+a1) bp+ (ap+3a1) by +3asby] =X (P, Q)
Donc :
(AP ,Q)=A(P, Q) VP, QcRy[X],VAeC.
o) Ona:

(P, Q)= (ag+ay) bp+ (ap +3ay) by + 3as bs
:<b0—|—b1) (Io+<b0+3b1) a1+3b2a2
={Q, P)

et comme (Q, P )=(Q,P ) (car ( P ,Q)€R), alors

(P,Q)=(Q.P) ¥P,QeRs[X]

e) Ona:
(P, P)=(ao+ a1) ap+ (ag +3ay) ay +3azas
=al+ayag+aga; +3a?+3a3
= (ap+a1)’ +2a2+3a2>0
e) Ona:

(P,P)=0% (ag+a1)’ +2a?+3a2=0
Sagp=a1=ay, =0
< P =0

1) a) Soit (z,),cy une suite de Cauchy dans F. Montrons que (), est

converge dans I, i.e., x, — x€F.
n—-+00

Comme (), est de Cauchy dans F' C H, alors (), est de Cauchy
dans H.
Donc z, — x € H (puisque H est complet).

n—-+o0o

Dot z, — € F (puisque F est fermé).
n—+0o

b) Soit (x,) une suite d’éléments de F'+ et soit x sa limite avec x € H.
Pour tout y dans F', on a :

[z, o)l =z, y) = (s w)) = e =20, y)| < flz— | [yl
—— c.s
=0
Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers

I'infini et donc (x , y) = 0. Ceci étant pour tout y dans F', on en déduit
que € F*+ et donc F* est un fermé de H.
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¢) Soit z € F. Donc il existe (2,),.y C F telle que z, — . Pour tout
n—+0o00

y de F+ on a donc (z,, , y) =0, Vn € N. Ainsi, par passage a la limite,
on trouve que (z , y) = 0.
Ce qui signifie que x € (FL)l.
2) Voir corrigé de 'exercice 3.1.1 et l'exercice 3.1.3.
III) Voir corrigé de Iexercice 3.2.1.

Corrigé de I’exercice 3.3.5 :
Meéme idée que l'exercice 3.2.5.



Chapitre 5

Exercices supplémentaires

5.1 E.v.n et espaces pre-hilbertiens
Exercice 5.1.1.
1) Montrer que les applications suivantes de C™ dans R sont des normes sur C" :

1

2
Iy = ol s llzlly = { D |l s Nzl = Sup |xg
=1 =1 1<k<n

ot x = (x,);_, € C"
Indication : Pour l'application || - ||2, on peut utiliser 'inégalité de Minkowski :

" b Ly b
<Z (ak + bk)p> S <Z (ak)p> + <Z (bk)p> ) ag, bk Z 0 , P& [1 3 +0o0 [

k=1 k=1 k=1
2) Montrer que ces normes sont équivalentes sur C"

Exercice 5.1.2. Soit E = C°([0, 1] , R) l’espace vectoriel des fonctions continues
sur [0, 1] a valeurs dans R .
Pour f € E, on pose :

1 2 Ly
I = [15@ s 1= { [1r@Fa) 5 1flo= Sup |7 )]
; / z€[0,1]
1) Montrer que les applications || - |1, || - |2 et || - [l sont des normes sur E.

2) Montrer que pour tout f € E, on a :
11l < 1 fllae

92
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3) En déduire que toute suite convergente de (E , || - ||so) est convergente dans (E , || - ||1)-

4) Considérons la suite (f,) d’éléments de E telle que f, () = z™ pour tout n € N,
zel0, 1]
a) Calculer || fully et || fall -

b) En déduire que la suite (f,) converge vers la fonction nulle pour la norme
| - [l , mais ne converge pas vers la fonction nulle pour la norme || - || -

c) Est-ce que les normes || - ||1 et || - || SONt équivalentes ?

5) On considere la suite (g,),, -, de E définie par :

gn(x)=1—¢""
a) Montrer que la suite (g,), -, est de Cauchy dans (E, || - ||1).
b) Montrer que la suite (gn),~, converge dans (E, || -[[1) vers g avec g(x) =

1, Vx e |0, 1].

Exercice 5.1.3. Les applications suivantes sont-elles des produits scalaires sur R [X] ¢
Pour tous P, Q € R[X] :

1) (P, Q)=P(1)Q(0)+P(0) Q(1);
2) (P, Q)IbfP(x)Q(JJ) da.

Exercice 5.1.4. Soit E = M, (R) l’espace des matrices carrées d’ordre 2 a coefficients
réels. On définit les applications :

tr: E—R
A= ") oA =atd
= . 4 =
et
transposée . E — FE

[ a b r_ (a c
=(a)mr=(i)
1) Montrer que Uapplication (, ) : (A, B) — (A, B) = tr (AT B) est un produit
scalaire sur E.

2) Montrer que la norme associée a ce produit scalaire vérifie :
[AB| < [|Al Bl ,VA, Be E
3) En déduire que : ||AP|| < ||A|® ,VA € E, Vp € N*

Exercice 5.1.5. Soit E un espace pré-hilbertien avec le produit scalaire (., .).
Montrer que :
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1) [z +yll> = |=|* ++2Re(z, y) + ly|* Va,y € E (Identité de polarisa-
tion) ;

2) e +iyl* = llz* + +2Im(z , y ) + [lyl* Vo, y€E;

3) Nz +yl|*+ |z —ylI> =2 (]2 + |ly||*) (Identité du parallélogramme)

4) e y) =5 (le+yl” = llo =yl +ille +iyl® —ifle —iyl") VYo.yek.
Exercice 5.1.6. On note I* l'ensemble des suites © = (), o de nombres complezes

+oo 9
vérifiant Y |z, | < +oo.

n=1

1) Montrer que la relation :

+oo

<x7y>zzxkyk:’ 5579612

n=1

définit un produit scalaire sur 2.
2) Montrer que (I*, (, )) est un espace de Hilbert.

5.2 Espaces de Hilbert et systemes orthogonaux

Exercice 5.2.1.
I) Soit H un espace de Hilbert et soit F' un sous-espace vectoriel de H.

1) Montrer que :
o) Ht = {0n};
b) F+ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

2) Montrer que F*+ = F

3) On suppose que F' est fermé. Montrer que :
a) F est un espace de Hilbert;

b) (FY)' =F.
4) En déduire que :
a) (FL)l =F;

b) F est dense dans H si et seulement si F*- = {0g}.

II) Soient F et G deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de Hilbert H tels
que F' L G. Montrer que F' + g est un sous-espace vectoriel fermé de H.

ITI) 1) On suppose que F' est un sous-espace vectoriel fermé d’un espace de Hilbert
H. Montrer que :

<PF(I1> ,J]Q>:<ZE17PF(I2)> ,V:El,xQEH
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2) Soient Fy et Fy deux sous-espaces vectoriels fermés d’un espace de Hilbert
H tels que Fy C Fy. Montrer que Pp, o Pr, = Pp,.
Exercice 5.2.2. Soit (F}),.; une famille de parties de H. Montrer que :

) -0

i€l i€l

Exercice 5.2.3. Les familles suivantes sont-elles des systemes orthonormés ¢

1) E=R"(x,y)=>. xryx et
=1

3) E=c"([0,1],C), <f,g>:bff<t> « 500 dt et
(€n (%)) ez = (éiwnm)nez, xel0,1].

Exercice 5.2.4. Soit {e;},cy. une suite orthonormée dans un espace de Hilbert H.
On pose :
F,=Vect{er}cp<p, n €N

1) Montrer que :

Vee H, P,(z)= (x, ex)ex
k=1

2) Montrer que :

veeH, Y o, el +llz—Fu(@)]” = |l

k=1

3) En déduire l'inégalité de Bessel :

+o0
Ve e H, Z\(SL’ , €k>|2 < H37H2
k=1
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Exercice 5.2.5. Soit H un espace de Hilbert ayant une base hilbertienne {ey},.,. On
pose vy = eq et pour tout n € N,

en +e_p €n —€_n
Up = ——F=, Wp = ———=—
V2 iV2

Montrer que la famille de vecteurs { vy , v, , w, , n € N*} est une base hilbertienne

de H.

Exercice 5.2.6. Soit {e,},.y une base hilbertienne d’un espace de Hilbert H. Pour
tout n € N. On pose :

Tpn = €2, et Yn = V 1—4-—" €on + 2in €2n+1

On désigne par X le sous- espace vectoriel fermé de H engendré par la suite de vecteurs
{entnen (ie. X = Vect{xy,},cn ) et par Y le sous- espace vectoriel fermé de H
engendré par la suite de vecteurs {y,},cy (i-e. Y = Vect{yn }en )

1) Vérifier que {xn},cn €t {Yn}ney s0nt des bases hilbertiennes de X et'Y respecti-
vement.

2) Montrer que :
a) XNY ={0g};
b) X+Y =H.

5.3 Opérateurs linéaires bornés

Exercice 5.3.1. Soient (E, ||-||g) et (F, | -||r) deuz espaces vectoriels normés.
Soit T : E — F un opérateur linéaire. Montrer que les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1) T est continu sur E;
2) T est continu a Uorigine 0 de E ;
3) Il existe un C > 0 tel que | T (z)|| < C ||zl g , Vo € E (i.e. T est borné).

Exercice 5.3.2. Soit H un espace de Hilbert.
Les opérateurs suivants sont-ils linéaires, bornés, auto-adjoints (hermitiens), positifs ?

1)

T: H—-H
r—Tr=(x,a) a
2)
Pr: H— H
r— Prx
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Exercice 5.3.3. On considére l’espace de Hilbert I* des suites © = (x,,) de nombres

neN

“+o00o
complezes telles que Y. |z, |* < +00. On suppose donnée une suite bornée (An)pen- de

n=0
scalaires et on pose pour tout x = (xg, Ty, ..., Tp,...) € [%
Yy = T.CE = ()\1 xy, )\2 o, ... 7)\n+1 Tn+1, - - ) = ()\n+1 xn+1)n20

1) Montrer que T définit un opérateur linéaire borné de 1> dans [* si et seulement
si la suite (\,),cn- €St bornée.

2) Déterminer ’adjoint T*.

5.4 Corrigés de certains exercices

Corrigé de I’exercice 5.1.1 :
1) il suffit d’appliquer la définition d’une norme et de vérifier les quatre propriétés
essentielles.
2) 1l est facile de vérifier que :
lzlly < nllzll, 2l < llzllys Izl < Vallzlly, el < llzll, , Yo el
Corrigé de I’exercice 5.1.2 :
Démontrons 3), 4) et 5).

3) Soit (f,,) une suite convergente de limite f dans (E, || - ||e). On a :
_ — O
donc d’apres I'inégalité précédente :
=1l =0
Ainsi toute suite convergente de (E, || - ||«) est convergente dans (E, || - ||1).
4) a) Ona:
1 1
1
Il = [ 1te) do = [ do = —
0 0
et
[fullo = sup | fu(x)[= sup [2"[= sup 2" =1
z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]
b) La suite (f,) converge vers la fonction nulle pour la norme || - ||;, mais ne
converge pas vers la fonction nulle pour la norme || - ||. En effet, on a :
. . ) 1
Jim =0l = m[1Al, = Jim =
et

li =0 = i W= lim 1=1%#0
Jm [[fn =0l = lm | fuflo= lm #
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¢) Quand deux normes sont équivalentes, la convergence et la limite des suites
sont identiques pour 'une et 'autre. Comme la suite précédente converge

vers la fonction nulle pour la norme | - ||;, mais ne converge pas vers la
fonction nulle pour la norme || - ||, alors les normes || - ||; et || - || ne sont
pas équivalentes.

5) a) On a:

(gn)p > est de Cauchy dans (E, || - [|;) & Ve >0, 3ng € N* /Vp, ¢ € N*,
p=q=no=lgp—g4ll, <e
Pour p > ¢q, on a :

1 1 1
2
HgP_qulz/ ‘epx—6q1|dt:/ eqz|€(pQ)$_1|dx§2/ e 1y < 2
0 0 0 q
Donc pour tout € > 0, posons ny = [g] +1. Alors :

9
p>q> |2 +1=|lgp—gqll, <e
19

Ceci prouve que la suite (g,),, -, est de Cauchy dans (£, || - [|1).
b) On a:

1 _
1_ n
lon =1l = [ e de =120 o
0

n n—-+4o0o
Donc la suite (g,),, -, converge dans (E, || - ||1) vers 1.

Corrigé de I’exercice 5.1.3 :

1) Cette application n’est pas un produit scalaire sur R [X] puisque pour
P € R[X]laquantité (P, P) = P (1) P (0)+ P (0) P(1) =2P (1) P (0) n'est
pas nécessairement positive (prendre P (x) = 2 — x par exemple).

2) Cette application est un produit scalaire sur R [X]. Pour cela, il suffit d’appliquer
la définition d’un produit scalaire et de vérifier les cing propriétés essentielles.

Corrigé de I’exercice 5.2.1 :
I) 1) a) Clair.

b) Premiére méthode : F'+ = n 2t (voir le cours : chapitrel);
S

Deuxiéme méthode : Il est clair que F'* est un sous-espace vectoriel
de H. Donc il reste & montrer que F* est fermé de H. Soit (x,) une
suite d’éléments de F'* et soit x € H sa limite.

Pour tout y dans F', on a :

[z, )l =[x, 9) =@, y)) =z =2, gl < o=zl |yl
—— c.s
=0
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Le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand n tend vers
I'infini et donc (z, y) = 0. Ceci étant pour tout y € F, on en déduit
que z appartient a F* et donc Flest fermé de H.

2) Puisque F' C F on a l'inclusion T cF

3)

4)

Soit alors # un élément de F'* et y un élément de F, il existe une suite (y,,)
d’éléments de F' telle que ||y, —y|| — 0. On a alors :

[z, ol = (=, 9 =&, ) = e y =yl < llzll lly = ynll
—— C.s
=0

Le membre de droite tend vers zéro quand n tend vers l'infini et il en résulte
(x, y)=0. L
Ainsi F'* est inclus dans F .

a) Clair d’apres la définition d’'un espace de Hilbert.

b) Premiére méthode : On a toujours F' C (FL)L. Inversement si z €

(FL)l, alors x se décompose en © = p+ z avec p € F et z € F*. Mais
alors z=x—p € (F l)L et est donc orthogonal a lui-méme, c’est-a-dire
que z=0etx=peF.

Deuxieme méthode : .

e Soit y € F alors Vz € F-, ona (y, z) = 0. Donc y € (F*)", dou
Fc (FY™

e Montrons linclusion inverse. Soit z € (F'*)
Comme H = F @ F*+, donc

€

2= Pp(2) + Pps (2) oo (%)
Mais dans la somme directe H = F+ @ F++, s’écrit
z= Pp1 (Z) + Ppii (Z) .......... (**)

Mais Ppi1 (z) = 2z (car z € (Fl)L), d’ott Pp1 (2) = 0 d’apres (kx). On
déduit alors de (%) que z = Pr(2) € F.

a) Conséquence directe des questions 2 et 3.b.

b) D’apres la question 2, on a F'+ = FL, le résultat s’en déduit.

IT) Il est clair que F' + G est un sous-espace vectoriel de H.
Soit (2,,) une suite d’éléments de F' + G et soit z € H sa limite , donc (z,) est
de Cauchy dans H et il existe une suite (z,) d’éléments de F' et une suite (y,)
d’éléments de G telle que z, =z, + y, et on a :

Hzn_zmH2 = Hxn—xm"i"yn_ymHQ = Hxn_me2+ Hyn_ym”2

Pythagore
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I11)

Ce qui conduit a :

et

|20 — me2 < |lzn — ZmH2

1y = ymll* < M2 = 20l

Donc (z,,) et (y,) sont des suites de Cauchy dans F' et G respectivement.
Comme F' et G sont fermés (donc complets), (z,,) converge vers un élément x de
F et (y,) converge vers un élément y de G et par suite :

1)

Zn=Tp+ Y, — x+y=z2€F+GCG

n—-4o0o

Pour z et x5 dans H, les éléments Pr (x1) et 29 — P (22) sont orthogonaux
et il en résulte que :

(Pr (1) , x2) = (Pr (21) , Pr(72))

et
(z1, Pp(22)) = (Pp (21) , Pr(z2))
D’ou :
(Pr (1) , 22) = (11, Pr(22))

Puisque Fi et F3 sont des sous-espaces fermés de 1'espace de Hilbert H, on
peut appliquer le théoreme de la projection orthogonale sur un sous-
espace fermé. Pour tout « dans H, on pose : 1 = Pp, (x), x19 = Pp, (21) et
To = PF2 (QJ)

Le théoreme de la projection affirme que x; est 'unique élément de Fj tel
que r —x7 L Fiie x—x1 € Fll, 12 est 'unique élément de F5 tel que
1 — 19 L Fyie 2y — 219 € F5- et x5 est Punique élément de F tel que
T—1y L Fyie x—1xy€ it

Comme on a linclusion F, C Fj, x — x; étant orthogonal a Fi, est aussi
orthogonal & Fj. Il en résulte que (x — 1) + (1 — x12) = & — 12 est aussi
orthogonal a F,. L'unicité montre alors que x9 = x19, ¢’est-a-dire que :

PF2OPF1:PFQ(x):PBOPFl(I)

Corrigé de I’exercice 5.2.3 :

1) Un calcul simple montre que :

(en ) em) = 1 st n=m
"m0 st m#EmM

Ainsi {e,} est une famille orthonormée de R".

,,,,,
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2) Pour n # m, on a :

(€n y €m) = %j; 11_t2 en () X ey, (t) dt

=2 fl 11_t2 cos (n Arccos t) x cos (m Arccos t) dt
1

= %fcos (nx) xcos (m x) drx
0

:%;[Tcos (nx4+max) +cos (ne—maz)de

= %fcos ((n+m)x) +cos (n—m)x)de=0
0

Et pour n =m, on a :

1
2
(en s en) = lleall” =2 | 5en (¢) dt
~1

S

\/11_?(3082 (n Arccos t) dt

O%:‘}L%H

cos’ (nx) dr=1

3o

Donc {e,}, oy est une famille orthonormée de C° ([—1, 1] ,R).

3) Un calcul rapide montre que :

len]| =1  si n ez
(én,em)=0 si n,meZetn#m
Ainsi {en},,c; est une famille orthonormée de C° ([0, 1] ,C).
Corrigé de I’exercice 5.2.4 :

1) Premiére méthode : Il existe des réels A, Ag...... An tels que | P, (z) =
> Mk ex. Mais P, (x) est caractérisé par le fait que = — P, (z) € F-, c’est-a-dire
k=1

que pour tout entier j € [1, n|, (r— P,(z), e;) = 0. Cette relation implique

que :
(x, €5) = (Pn(x) , €5) = <Z>\k6ka €j> =

car la famille {e;},., ., est orthonormale. On a donc P, (z) = > (x, ex) €.
=T k=1
Deuxiéme méthode : On a bien sur P, (z) € F,, et pour tout y € F,,, un calcul

rapide montre que :
n

T — Z(x , ex) exLly

k=1
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ce qui caractérise bien le projeté de = sur F,.

2) Les vecteurs P, (x) et x — P, (x) sont orthogonaux, donc d’apres le théoréme
de Pythagore,

|2]* = 1P (2) + (2 — B (@))|* = 1P (@) + |2 = Pu ()]

n 2

o (z, ex)ex

k=1

n

e =P @)1 = 3 Iz, en)|” + lla = Pu ()|

car la famille {e;}, .., est orthonormale.

3) D’apres la question précédente, on a pour tout n € N

n
> Kz, el <)
k=1

+oo
La série a termes positifs > |
k=1
tielles sont majorées) et sa somme vérifie :

(z , er)|” est donc convergente (ses sommes par-

—+00
Y e, e <l
k=1

Corrigé de I’exercice 5.2.5 :
Il est clair que la famille de vecteurs { vy , v, , w, , n € N*} est orthonormée.
Il reste a vérifier que le sous-espace vect { v , v, , w, , n € R* } est dense dans H i.e.

vect {vg, vp, w,, n €EN*} =H
D’apres la définition de la famille de vecteurs { vy , v, , w, , n € N*} on a:
vect {vg, v, W, , n € N*} Cuect {e,, n€Z}

D’autre part, on a ey = vy et pour tout n € N* :

Uyt iwy Uy — Wy

V2

Donc : vect {e,, n€Z} Cvect {vy, v, , w,, n €N} Dou:
vect {vg, Vp, Wy, n €N} =vect {e,, ne€Z}

Comme vect {e, , n € Z} est dense dans H, alors :

vect {vg, v, Wy, n € N*} =vect {e,, n€Z}=H
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Corrigé de I’exercice 5.3.1 :
Il suffit de montrer que (2) entraine (3), les autres propriétés étant immédiates.
Il résulte de la continuité en 0, qu’il existe o > 0 tel que :

[zl e <d= T (@)llp <1

Maintenant pour x # 0 on applique 'inégalité précédente a y = mé et on obtient
(3) avec C = ;.
Corrigé de I’exercice 5.3.2 :

1) Tl est clair que T' € Lo(H).
De plus :

I
—~
<

Q
~

S

S
S~

I
—~

8
~
<

Q
~

S
S~

I
—~

8

~
<
S~

Donc T' est auto-adjoint.
D’autre part, on a :

<TCL’,ZL'>:<<JI,CL> CL,1]> :<x,a><a,x>:(x,a) <x,a>:|<x,a>|220

ce qui montre que 1 est positif.
2) Voir corrigé de I'exercice 3.1.3.

Corrigé de I’exercice 5.3.3 :
Meéme idée que l'exercice 3.1.2.
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